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Boffma»n\  Üthtr  die  Kettenbruchenticiclelung  etc. 


I. 

üeber  die  Kettenbruchentwickelung  für  die 
Irrationale  2.  Grades. 


Von 

K.  E.  Hoffmann. 


Lagrange  hat  zuerst  uachgewiesen , dass  man  eine  Lösung  der 
sogenannten  Pell’schen  Gleichung 

X*  — Ay^  =»  1 

dadurch  erreichen  kann , dass  man  A \xi  einen  Kettenbruch  ent- 
wickelt, welcher  bekanntlich  periodisch  ausHUlt,  nud  entweder  den 
der  1.  oder  den  beiden  ersten  Perioden  entsprechenden  Nähemngs- 

bruch  - bestimmt;  dann  sind  nämlich  xq  und  »/o  die  gesuchten  Lö- 

y<} 

sangen;  ausser  dieser  1.  Lösung  gibt  cs  aber  unendlich  viele  andere 
liösungen,  welche  nach  Anleitung  der  mir  zugänglichen  Werke  da- 
durch erhalten  werden,  dass  man  (xq-]- y^y A)"  entwickelt  und 
^ x»-\-y„y  A setzt;  x„  und  y„  sind  dann  jedesmal  Wurzeln  der  Pell- 

sehen  Gleichnngcn;  gewöhnlich  svird  dann  hinzngefUgt,  dass  — ein 

•V» 

• iner  späteren  vollen  Periode  entsprechender  Näheningswert  des 
Kettenbruches  ist;  in  keiner  der  mir  bekannten  Schriften  über  diesen 
Gegenstand  finde  ich  aber  einen  directen  Nachweis  für  diese  Tat- 
sache; derselbe  lässt  sich  nun  ziemlich  leicht  führen  durch  die  Methode, 
"clcho  ich  in  einem  früheren  Aufsatze  (62.  T.  XX.)  zur  ßestimmung 
’w  geschlossenen  Form  des  periodischen  Kettenbruches  anwendete: 
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bei  dieser  Untersuchung  ergeben  sich  gleichzeitig  einfache  Beweise 
für  mehrere  auf  die  Entwickelung  von  y yl  in  einen  Kettenbruch  be- 
zügliche Sätze;  ich  glaube  deshalb,  diese  Untersuchung  hier  mitteilen 
zu  sollen. 


Ausser  den  iu  dem  erwähnten  Aufsatze  angenommenen  Grössen 
...  habe  ich  dann  noch  dem  Kettenbruch  eine  ganze  Zahl  z,, 
vorzusetzen  und  schreibe  also  nach  der  a.  a.  0.  angegebenen  Be- 
zeichnung; 


Do.u 

Ol,» 


Zunächst  setze  ich  mit  Benutzung  der  Kecursionsformel  für  die  O 

£h.,i  »«O9.H-1-yO0.M-2 

Öl,«  s«A,»— i4-A,m-2 

und  erhalte  daraus,  indem  ich  an  die  Stelle  von  sc  treten  lasse, 

Oo,w-yscOo.H-i 

“ Oi.„-j-a:Oi,,.-i’ 

wobei  X den  unendlichen  Kettenbruch 

1»  ...  -11  ^1  (-»"{“-0)1  •••] 

darstellt.  Aus  1)  ergibt  sich  durch  Auflösung: 

— (Oi.M  — Oii.,,_i)  +l/CDi,» — Oo,M— 1)*  -l-40o,MOi,n-i_ 
a)  

Sei  nun  x die  Wurzel  einer  reinen  qnadr.  Gleichung,  also  =V  A, 
dann  ergeben  sieh  durch  V'erglcichung  der  rationalen  und  irrationalen 
Teile  von  2)  die  Formeln: 

.1)  Ol,»  = Z>o.M-i 

4)  On.,1  “ A.Oi,«-i. 


Die  3)  liefert  zunächst  einen  einfachen  Beweis  für  den  bekannnten 
Satz  von  der  symmetrischen  Anordnung  der  s;  man  erhält  nämlich 
durch  recurrirende  Entwickelung  der  O zunächst: 


und  hieraus: 

r») 


z«Oi.„-i-j-y>i,«-2  = 2nOi,„-i-y  Oi.H-i 


in  ~y 


Oi,»-z 
Ol  .,1-1 


Og,«-! 
Ol,»— I 
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Wenn  nau  die  Grössen  s als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  sowol  lh.„~2  als  auch  -<  folglich  die 

in  der  5)  vorkommenden  Brüche  echte  sind ; aus  dieser  Bemerkung 
ergibt  sich  daun  unmittelbar; 

6)  Zn  = ^ und 

7)  Ih,u—2  = Ih.ii-i. 

Aus  der  7)  findet  man  auf  dieselbe  Weise: 

Zj  = Zi(_i  und 

733.11-2  = 7?2,ii-3 

und  auf  dieselbe  Weise  weiter  schlicssend  allgemein,  wie  leicht  zu 
beweisen  ist. 


t<)  Z»  = Zii-i. 

Wegen 

Zn  = Zq 

ist  dann 

*»  + -0  = 2zp 

nnd  so  erhält  man  die  bekannte  Formel 


VA  = 2o  + [n7  *3  •••  *3.  *!.  2zo;  z„  z.  ...] 

wobei  also  zy  die  grösste  in  V-^  enthaltene  ganze  Zahl  darstellt.  Aus 
der  4)  ergeben  sich  weitere  Bedingungen  für  die  z;  zu  dem  im  Ein- 
gang erwähnten  Satze  gelangt  man  aber  durch  Verbindung  der  3) 
nnd  4).  Bei  Beachtung  des  Gesetzes: 

Do.n-i  1h, n — /3o,ii  = ( — 1)“ 

welchem  die  Zähler  und  Neuner  zweier  aufeinander  folgenden  Nähe- 
rungswerte jedes  Kettenbmehes  genügen,  erhält  man  nämlich,  indem 
man  die  mit  Ai.h-i  multiplicirten  abzieht, 

9)  — A . D2i.„_i  = (—  1)« 

d.  h.  vorausgesetzt,  dass  n gerade,  genügen  Zähler  und  Nenner  des 
(« — l)teu  Näherungswertes  füi-  VA  der  Pell’schen  Gleichung;  ein 
Satz,  der  bereits  von  Lagrange  ausgesprochen  wurde. 

Nun  ist  cs  aber  auch  leicht  nachzuweisen,  dass  nicht  nur  dem 
aus  den  Elementen  der  ersten  Periode  gebildeten  Näherungswerte  diese 
Eigenschaft  znkommt,  sondern  dass  dasselbe  such  für  die  allen  folgen- 
den ganzen  Perioden  entsprechenden  Näherungswerte  gilt.  Ich  suche 
zu  diesem  Zwecke  die  geschlossene  Form  dieser  Näherungswerte, 
welche  durch  den  allgemeinen  Ausdruck 

!• 


Digiiized  by  Google 


4 


Hoff  mann:  Ueher  die  KeUenbrnchentwiclithing 


-Dl.rii — 1 

definirt  sind,  zn  bestimmen. 

Wenn  man  wieder  in  die  D nach  den  Elementen  der  letz- 

*-^,U 

ton  Reibe  entwickelt  und  dann  an  die  Stelle  von  *« 

treten  lässt,  erhält  mau  einerseits 

A),r»-1 

D\,rn—\ 

andererseits 

1 Z)l,H-löö,(l— 1)M— 1 ’ 


welche  Brüche  einander  gleich  zu  setzen  sind;  durch  Vergleichung 
der  beiden  Zähler  und  Nenner  erhält  man: 


10)  • Do.ni-l  — A),MZh,(t-l)ii-l-f-ßo,«-löü.(r-l)«-l 

11)  A).(r-l)i.-I 

oder  mit  Benutzung  von  3)  und  4) 

10) a  ßo.ru-i  = .d.  -00.11-1 /Jo, (i-i)H-i 

11) a  Oi,iH-i  = Oo,n-iOi.(«— 

Zunächst  folgt  nun  ans  ll)a 


folglich 


•Oo.(r-l)ii-l 


A ,|H-I  — Oo,H-lOl.(r— 1(M-1 


Oo.l'H— 1 


A — ßo,„-iDi,ni- 1 

öl.„_l 


und  durch  Einsetzung  dieser  beiden  Werte  in  10)a: 

12)  Oi,(r-f^i)„_i  = 20o.«-iA.™-i  — ( — l)"Oi,(r— i)«-r, 

und  genau  auf  dieselbe  Weise  entwickelt  man: 


13)  Oo,(i-f  1),,-1  = 2/Jo,„_l/Jo,rii-l  — ( — l)’‘Ol,(,_l)w_l 

(1.  h.  für  A,ni-i  und  lh.m-\  dieselbe  Rccursionsformel.  Setzt  man 
daun  allgemein 

Do.y,i-\  = a;*'  und 

Oi,,„_i  = V', 

so  erhält  mau  zur  Bestimmung  von  r-  und  y eine  und  dieselbe  qua- 
Iratische  Olcichung 
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x/‘ =2Do.h  \.x  — ( — 1)". 

Man  Hndct  die  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

I,  ==  — ( — ij”  = Oü,ii-i  -f-  A.h  -iV A 

ta  = A),.i— 1 — yD-o,..-i  — ( — i)"  = 

und  zwar  die  letzte  Form  wegen  der  9). 

Als  vollständige  Lüsuugon  erhält  man  also 
=•  CiJZ+Cgi»’  und 

wobei  die  Coustanten  r„  Cg,  )■,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Anfaugs- 
werte  von  Do.,„-i  uud  für  <•  = ()  uud  = 1,  welche  man  resp. 

als  1,  Do.h-i  und  0,  D\,h-\  zu  setzen  hat,  mit  folgenden  Werten  er- 
scheinen : 

c,  = c,;  = j nud 

__  1 

7i  “ - ys  “7—  ipi  “ 2 VA' 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Werte  erhält  man  folglich: 

14)  Z>o,iM-i  =“  J|(öo,*<-i  + /b,«-iV  iV Ay] 

15)  M..W-1  = ^V  1 ■ -G' — (Ö0..1— I — yJi.i.-iV-O’^l 

uud  indem  man  die  mit  ^ .1  multijdicirte  15)  zu  14)  addü't  und  da- 
von snbtrahirt: 

16)  A (y>Li,«-i-j-y>i.M-i>'A)’' 

IT)  Do,fu-i  — r>i.,u-iV  A =•  iVA)‘' 

und  endlich  durch  Multiplication  der  16)  uud  17) 

1»)  — A.7^^i,.„-i  = — = (— 1)™ 

Ist  also  « gerade,  dauu  genügen  sümmtliche  den  ciuzclneu  I’c- 
riodcn  entsprechenden  Näherungswerte  für  ^'A  der  Pell’schcn  Glei- 
chung; ist  aber  u ungerade,  dann  genügen  nur  die  einer  geraden  An- 
zahl von  Perioden  entsprechenden  Näherungswerte,  die  übrigen  der 
Gleichung 

— A»/*  •—  — 1 

und  durch  die  16)  ist  der  Zusammenhang  zwischen  allen  übrigen  Lö- 
sungen mit  der  ersten  = 7?i,«-i  festgestcllt , indem 

man  nur  dem  r alle  Werte  von  1 bis  x bcizulegen  hat. 


Digiiized  by  Google 


6 


Ho  ff  mann:  Vthtr  die  Keltenhnichcnlwickelung 


Es  ist  nnn  interessant,  auch  den  Zusammenhang  zwischen  irgend 
einem  inuerhoJb  der  ersten  Periode  gebildeten  und  dem  um  ein  'Viel- 
faches von  H davon  entfernten  Näherungswert  aufznsuchcn,  d.  h.  die 

Beziohnngen  zwischen  und  — fcstzustcllcn,  wo  « irgend  eine 

der  Zahlen  1 bis  « — 1 sein  kann.  Setzt  man  wieder 


Ho,h  1 2 

Dl 

und  hierin  an  die  Stelle  von  z„,  dann  erhält  man: 

. /^,wP|,(r— 1)m  + s -f~  l}w  + g 

Dl,fM+s  Dl,HDl,(r-l)H-l-s~i~Dl,H—lDo,(r—l}H^S 

und  durch  Gleichsetzung  von  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  nach 
einfacher  Reduction  die  Recnrsionsformcln : 

20)  2Do,H—lDo,rH  + a — ( — l)H  + a 

21)  Z>l,(r+l)»+s  = 2/>o,.i_löi,ni+« — ( — l)"i>l.(r-l)ii+« 

d.  h.  genau  dieselben  Formeln  wie  die  12)  und  13). 

Die  Behandlung  dieser  Formeln  geschieht  deshalb  auf  dieselbe 
Weise  wie  diejenige  der  12)  und  13);  ich  beschränke  mich  darauf, 
hier  nur  das  Resultat  mitzuteilen.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

Di.„4s  = Z)o,iiDi,»-t-Do,,i-iDü,s  und 

“ Di,uDi,g-^Di^H^iDo,s 

ist,  findet  man: 

22)  Do.mi,  ==  i[(Z)o, ,+ Dl, ,.y^)(/)o,„-i--fZ>i, «-!)■■ 

+ (Do,.  — Dl ,,  V A)  — Di,„_i)  V Ay] 

23)  Di,.„+,  - Di,,V^)(Ai.»-i-f/>i,,.-iV^)’ 

— (Do,,— Di,zl/^)(Dö,«-i— Di,«_jV..1)-]. 

Und  hieraus  folgt  w ieder,  wenn  mau  die  mit  y A multiplicirte  23)  zu 
der  22)  addirt  und  davon  abzieht: 

24)  Do,rH+,-|-Di,„i4-,y A = (Do,j-j-  Di,,y  .^)(Do,h— i A,»— ly  .<‘1)'^ 

25)  Do,ih+*  — Di,rit4^»y .'l  “ (Do., — Di,»y ./l) (Do.ji— 1 — Di,«— ly .'t)’^ 

und  endlich  noch  durch  Multiplication  der  24)  und  25) 

26)  D*o,,«1-,-^1.D*i.™4,  = i-iy‘>(D\a-ADh.,). 

X 
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Die  24)  lässt  sich  mit  BcouUung  der  16)  auch  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 


24)a  /Jd.iii 1 Di,i,( I j'l  “ (Do,»'4"  Di^y^yl)(DB,,H— 

wodurch  der  Zasaunneuhang  zwischen  irgend  einem  Näherungswert 
und  dem  zunächst  vorausgeheudon  einer  vollen  Periode  outsproeben- 
den  festgestellt  ist 


Es  erübrigt  nun  nur  noch,  den  in  der  26)  vorkommenden  Wort 
von  Z)*o^ — anzngeben  (cf.  Stern,  Theorie  der  Kcttcnbrflche, 
§ 116.). 


Die  meist  gebräuchliche  Methode,  in  einen  Ketteubrueb  zu 
entwickeln,  ist  folgende:  Ist  die  grösste  in  V i4  enthaltene  ganze 
Zahl,  dann  setzt  man: 


1 

> 

V ^ T 

1 

1 

Va+Zo 

< 

1 

4* 

II 

A — Zn* 

rf. 

d,(VA+e,) 

VA  + t, 

A — ff 

A — «,* 

•h 

und  in  dieser  Weise  weiter;  allgemein: 


V.4-4*e»  , V.''!  — Cs+i 


wobei  r,+i  die  grösste  in  dem  Bruche  links  enthaltene  ganze  Zahl  ist. 
Dabei  bilden  nicht  blos  die  s eine  sj'mmetrisch  imriodische  Reihe, 
wie  aus  der  8)  ersichtlich,  sondern  auch  die  e und  die  d,  und  zwar  ist 


dn  — do  “ 

Setzt  mau  nun  wieder  in 


also: 


V/1— 


an  die  Stelle  von  r»,  daun  erhält  mau  links 


\A 


«f.f  l7Jo,a  + l4~(V-^  — f«4^l)Po,» 


27) 


8 


Ho ff mann:  Utber  die  Ketienhruchentwickelung  eie. 


and,  indem  man  den  Nenner  wegbringt  and  die  rationalen  and  irra- 
tionalen Teile  einander  gleichsetzt; 

28)  = rf»+iDi,«+i  — «S+1Ö1.S 

29)  — «»+1ÖO,« 

and  hieraus,  indem  man  die  mit  D\^  maltiplidrto  29)  von  der  mit 
multiplicirten  28)  abzieht, 

30)  -=  (— l)»+irf,+i. 

Aas  diesem  Satze  folgt  dann  fOr 

I = n — 1 

der  specielle  Fall  der  9),  ebenso  der  18). 


X 
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II. 


Die  Verwandlung  der  Irrationalen  «ten  Grades 
in  einen  Kettenbruch. 


Vüii 

K.  E.  Höffmann. 


Oie  zur  Verwandlang  der  irrationaleii  Quadratwurzel  iu  ciucn 
Ketteubmeh  gewöhnlich  angewendete  Methode  besteht  bekanntlich 

wesentlich  darin,  dass  man  einen  Bruch  von  der  Form  — 

yA—e, 

anf  rationalen  Nenner  hriugt;  dies  geschieht  durch  gleichzeitige  Mul* 
tiplication  des  Zählers  und  Nenners  mit  (V^l wodurch  man 

auf  einen  Bruch  von  der  Form  — , ^ geführt  wii-d;  ist  nun  zj+i 

««+1  ° 

die  grösste  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze  Zahl,  so  setzt  man 


th+\ 


■ — *s+l  * 


— r»+i 


rfs  + l 


worauf  derselbe  Gang  sich  wiederholt. 


Diese  Methode  lässt  sich  nnn  in  einfacher  Weise  verallgemeinern 
zur  Kettenbmckcntwickelnng  für  die  Irrationale  »iten  Grades. 


Ist  nämlich  die  grösste  in  yA  enthaltene  ganze  Zahl,  so  setzt 


man 

1) 

ferner: 


VA  = Zo 


VA  — Zn 


10  UofJ  mann-.  Die  Verwandlung  der  Irrationalen  nlen  Gradee 


‘2) 


1 + >4»--’  + • • • + 2«" --  V ' -4  + :i,’- ' 


V.4-: 


A « w 


, I V/i“-'+^V-4’‘--+---4- 

rf, 


wobei  die  grösste  iu  dem  Bruche  „ enthaltene  ganze  Zahl 

l/  A Jo 

ist.  Nun  handelt  es  sich  weiter  danim,  den  Bruch 


^ 

y -i-~oy  •••“1“®*'”'*  V ■'1 — '’i’ 


auf  rationalen  Nenner  zu  bringen;  um  aber  den  Gang  der  Rechnung 
gleich  allgemein  dnrchzuftlhren , nehme  ich  an,  man  sei  auf  einen 
Bruch  von  der  Form: 


:») 




Os  y' -f y + 0),  V e', 


gelaugt,  wobei  ich  ausdrücklich  voraussetze,  dass  dieser  Bruch  bereits 
anf  seine  einfachste  Form  redudrt  sei;  um  nun  diesen  Bruch  auf 
rationalen  Nenner  zu  bringen,  multiplicire  man  Zähler  und  Neuner 
desselben  mit: 

4)  Os+i  y .4“~*  -)-/is+i  y o)s+i  y ..4  -j-fs+i 

und  setze  dann  siimmtliche  Coefticienteu  der  irrationalen  Bestandteile 
des  Neuners  =0;  dadurch  gelaugt  mau  auf  einen  Bruch  von  der  Form 

II  H 

- ^ 1 1^'  .<4““*  y 4'  y '"‘‘4 

*.>}  "■  ~ ” I'  ~ ' 

>1  «n 


wobei  sich  beweisen  lässt,  dass  <l's\\  durch  </<,  teulbar  ist;  indem  mau 
hierauf  die  grösste  iu  dem  Bruche  5)  enthaltene  ganze  Zahl  aus- 
zieht, gelaugt  man  zur  Foil-setzung  des  Verfahrens  wieder  auf  einen 
Bruch  von  der  Form  der  3). 

Durch  Multiplicalion  des  Nenners  der  3)  mit  dem  Ausdrucke  4) 
gelangt  man  nun,  indem  mau  die  Coeflicienten  der  irrationalen  Be- 
standteile = 0 setzt,  zu  (n  — 1)  Bcdingungsglcichuugeu,  durch  deren 
Auflösung  mau  Verhältnisszahlen  für  die  « Grössen:  o»yi,  /Jsfi,  ... 
us+i,  f»yi  erhält.  Diese  Gleichungen  lauten: 
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ti)  — c'»a,fi4-w*/?st’+^«yj+i4-  • • • +/J.<»«+i  + «5C«4  1 = 0 
— c’,/J,fi  + o»5y,j  i-l-  . . . +y«  = 0 

Aa,ß,^.\ — e'»y«+''f‘  • ■ • + ^<i  w«f  i + y« ^»+ > “ 

— e',  ■=  0 

Zar  Bestimnmug  von  ri',f  i erbnlt  man  die  Gleichung: 

7)  1 -j- . . . 


Um  nun  ans  dem  System  der  Gleichungen  6)  die  Vcrhältniss- 
Mihlen  für  cr,|i,  ji,  ...  ooa+i,  <»h  zu  gewinnen,  hat  man  nur  aus 
dem  System  von  (« — 1)«  Elemeufeu: 


— 

• y-, 

ß>, 

«» 

Aa„ 

— Ä «5  Wi,  . 

. . s„ 

y.» 

ß. 

Aß., 

Aa.,  — «'»,  . 

y» 

Arfis, 

■ Aa., 

w. 

der  Reihe  nach  die  Ite,  2te,  3te  etc.  Coloniie  herauszuhcheu , die 
äbrigen  Elemente  zu  einer  Determinante  zusammenzufassen  und  diese 
Determinanten  mit  abwechselnden  Zeichen  zu  nehmen. 


Ehe  ich  aber  zur  näheren  Betrachtung  dieser  Determinanten 
schreite,  will  ich  durch  eine  andere  Betrachtung  Werte  für  die  in 
denselben  vorkommenden  Grössen  «f, , ß.,  ...  w., , «'*  zu  erhalten 
suchen ; dadurch  werden  einerseits  diese  Grössen  a,  ß,  y,  ...  allge- 
mein bestimmt,  andererseits  bieten  eben  diese  Werte  ein  bequemes 
Mittel  zur  Berechnung  jener  Determinanten. 

Bezeichnet  man  mit  Hilfe  der  Kettenbruchdeterminante  den  aus 

N 

den  Quotienten  z,,  z^,  ...  z,  gebildeten  Nähciungswert  für  yA  mit 

Do,.  , 

^ und  setzt  man  in 

Do.»  z«Do,»-i-j-A)..»-a 

Dl ,,  z.  Dl  ,»_i  -f-  2>i  ,»_2 


:»-j- 


o.y A'‘  ^-yßtT/A"  ^-f- . . . -j- <a» "j/ al  — e', 
liü 


au  die  Stelle  von  z». 


so  erhält  man  links  V^;  schafft  mau  gleichzeitig  rechts  den  Divisor 
<l>  weg  und  zieht  man  wieder  z,Do,«-i-j-Do,s-2  in  Do,»  und 
*«Di^_i-1-Di,,_2  in  Dl,,  zusammen,  so  erhält  man: 
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9)  VA- 


</«ZJo,s'4'(®s  ~~i~- • ■ ~f~  °*<V  A — p'ä)/?0.a-l 

rfsöl,a~l-(«*  V V A"~^'^-.  .-f-®sV  A — e\)iyi,s-l 


nud  indem  mau  liier  den  Nenner  beseitigt  und  die  Cocl’iicicutcu  gleich 

hoher  Potenzen  der  Irrationalen  VA  rechts  und  links  einander  gleich- 
setzt: 

10)  Aii,D\,a-i  el,lh.s  — e'«i>o,s-i 

Waöo.a— 1 — elsD\,a  — 1 


OfaA.a-l  = ^sA,«-I 

Betrachtet  man  nun  zunächst  die  (« — 2)  letzten  dieser  üleichun- 
gen,  so  findet  mau  durch  successivc  Multiplicatiou  derselben: 

11)  w„  = 

ferner,  indem  mau  die  mit  üi.,_i  multiplicirte  Ite  der  üleichuugeu 
10)  von  der  mit  JM»-i  multiplicirten  2ten  derselben  subtrahirt: 

12)  I — = (—  1)'./, 

und  wenn  mau  die  mit  />i.*  multiiilicirtc  Ite  jener  (ileichuugen  von 
der  mit  A.«  multiplicirten  2teu  abzieht: 

13)  w,A,»-iMi.»  — ^Iffs/^i.a-iA.«  = (— l)v'. 

Nun  können  die  Grössen  t',,  (3„  ...  w,,  sich  nur  durch  einen  uud 
denselben  Factor  / von  den  in  der  11)  gegebenen  Wei-teu  unter- 
scheiden; man  erkennt  aber  aus  der  12)  nud  13),  dass  dieser  Factor 
sowohl  in  <h  als  auch  in  r'*  enthalten  sein  müsste;  der  Bruch  in  3) 
müsste  also  durch  / zu  reducireu  sein,  was  aber  gegen  die  hierüber 
gemachte  Voraussetzung  geht.  Man  hat  also  /=  1 zu  setzen  d.  h. 
dio  Grössen  «,  ...  w,  sind  den  in  der  11)  gegebenen  Werten  direct 
gleich;  setzt  mau  daun  für  w,  und  o,  ihre  Werte  in  12)  und  13)  ein, 
so  erhält  mau  die  wichtigen  Formelu: 

12a)  A.»-i"  — Zh. »-!““=  ( — l)"dj 

13a)  “ ( — l)'c's 

Setzt  mau  ferner  in  der  13a) 

A.  = r,A,»-i-f  A).5-c  und  A,,  •“  A,j-2 

1 

Digiti?»ti  by  Go«  l;le 


in  einen  Kettenhruch. 


13 


so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  12a) 

( — ==  ( — 1)’«' 
Andererseits  ist  gemäss  der  Ableitung  von  e',  aus  e, 

r«  = figUa  — 

folglich  auch: 

14)  A).«-i'*“'.Do.*-2  — AA,«-i’*“*A,»-2  “=  ( — 


Nachdem  nun  diese  einfachen  Worte  für  o«,  ...  w«,  e,,  d,  ge- 
wonnen sind,  folgt  analog: 

15)  . • . m»+i  = A,»**”* 

( — l)'«i+i  = — AA,»"“*A,»-i 

(_l)*+irf.fi  = Do.,”—ADi.," 

Nun  will  ich  uutersuchen,  inwiefern  sich  die  früher  aus  dom  Sy- 
stem 8)  abgeleiteten  Determinanten  von  den  Werten  der  15)  unter- 
scheiden. 


Die  Untersuchung  der  Determinanten  für  ...  (»>fi  lässt 
sich  auf  einmal  abmachen,  wenn  man  allgemein  den  Wert  der  1-ten 
dieser  Grössen  (xj4^i)  berechnet.  Setzt  man  die  betreffende  Deter- 
minante = K,  so  wird  dieselbe  gefunden,  wenn  man  im  System  8) 
die  l'te  Colonne  heraushebt,  ans  den  übrigen  Elementen  eine  Deter- 
minante bildet  und  dieser  das  Zeichen  ( — 1)*-*  vorsetzt  In  dieser 
Determinante  sind  dann  die  (1* — 1)  ersten  Elemente  der  Diagoual- 
reihe  = — e'»,  die  übrigen  = ca«;  die  unter  den  — e',  stehenden  Ele- 
mente sind  sämmtlich  = Aa,  und  die  unter  den  co<  stehenden  = — e'>. 
Setzt  man  nun  der  K das  Product  a,.ß, ...  to,  vor,  indem  man  die 
erste  Reihe  mit  a«,  die  zweite  mit  ß«,  ...  die  letzte  mit  a>«  dividirt, 
dann  werden  wegen  der  Gleichungen  10)  sämmtliche  über  den  — 

stehenden  Elemente  zu  Potenzen  von  * und  sämmtliche  unter 

A.«-i 

den  — e',  stehenden  Elemente  zu  mit  A mnltiplicirten  Potenzen  von 


und  zwar  stoben  in  derselben  Colonno  immer  gleich  hohe  Po- 


lenzen  dieser  Brüche.  Wenn  man  daun  die  zweite  Reihe  von  der 
ersten,  die  dritte  von  der  zweiten  u.  s.  f.,  die  letzte  von  der  vorletzten 
snbtrahirt,  so  werden  zunächst  die  (» — k)  letzten  Elemente  der 
(n — 1-t-l)  ersten  Reihen  =-  0,  folglich  rcducirt  sich  K auf  das  Pro- 
duct einer  Dcterminanfe  vom  {k — l)tcn  Grade  und  einer  solchen  vom 
(n — l)tcn  Grade.  Fenier  erkennt  man  aber  auch,  dass  in  der  Deter- 
minante vom  (/.• — l)t<u  Grade  sämmtliche  links  von  der  Diagonal - 


-J»nl>e 

r 


liiic  stehenden  Elemente  und  in 


anderen  Determinante  vom 


1 
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(h— i)teu  Grade  silmintliche  rechts  von  der  Diagonalreihc  stehenden 
Elemente  = 0 werden , dass  also  beide  Determinanten  sich  auf  ihre 
Anfangsglicder  reducirou  (wobei  das  letzte  Element  der  Diagonalreihe 
von  A' = 1 ist).  Man  findet  folglich: 


h A**  ■■  W»  «»/ 


oder,  indem  man  jeden  der  (A-  — 1)  ersten  Factoren  mit  — 1 nnd  der 
Reihe  nach  den  Iten  mit  jS«,  den  2ten  mit  y»,  ...  den  letzten  mit  m» 
multiplicirt : 


17) 


K = 


(*''  • • • (*'»  ,7 ) 

(“*  t + "'*)  (“*  V.  + "'•)  • • ■ (®‘  + *'') 


Eun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  10),  dass 


und  da 


??  y»  _ _ m Dq.s-1 

«s  ~ A,«-i 


so  kann  man  jeden  der  (« — 2)  Factoren  von  K mit  Di,j_i  multi- 
pliciren;  folglich  ist: 

18)  K = +Aas/>i,t-i)*~'.(w,Do.s-i4-e'sDi.,-i)’'~*~’ 


und  endlich,  mit  Berücksichtigung  der  beiden  ersten  der  Gleichun- 
gen lü) 

19)  A'  = (rf,Do.«)*-'.  (<A/>i.,)»-*-’  = 

d.  h.  sämmtlicho  Verhültnisszahlen  für  die  Grössen  a,fi,  jS.+i, ...  w,fi 
unterscheiden  sich  von  den  in  der  1.5)  gegebenen  Werten  durch  den 
Factor 

Um  die  Determinante  für  r#fi,  welche  mit  L bezeichnet  werden 
möge,  zu  erhalten,  hat  man  im  System  8)  die  letzte  Colonnc  wegzn- 
lasscn  ; dann  werden  silmmtlichc  Elemente  der  Diagonalreihe  = — c',; 
also: 


-e's 

<0, 

...  . 

Aa$ 

—e'. 

0)1  ...  . 

•y.| 

Aß, 

Act, 

—e,  . . . . 

. 8,' 

• • • 

• • • 

( 

. Ql« 

Arß, 

. . • 

. . . Ad, 

— c'« 
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Wenn  man  nnn  der  L dos  Product  a«  ...  to,  vorsetzt,  indem  man 
die  erste  Reihe  mit  a„  die  zweite  mit  ß,,  ...  die  letzte  mit  u«  divi- 
dirt  und  hierauf  die  vorletzte  Reihe  von  der  letzten,  die  drittletzte 
von  der  vorletzten  u.  s.  f.  die  erste  von  der  zweiten  subtrahirt,  dann 
werden  wie  bei  der  K mehrere  Elemente  = 0,  insbesondere  sämmt- 
lichc  rechts  von  der  Diagonalreihc  stehenden  Elemente  mit  Ausnahme 
der  in  der  ersten  Horizontalreihc  stehenden.  Man  hat  also: 


21)  Z,  = (— ...«, 


1 -- 

0>« 

ße 

1 «« 

«» 

«« 

a. 

/«',  (0,\ 

0 . . . . 

...  0 

0 

(e'i  Au,\ 

Kß^  yj 

~\Y.'^ß.)  • • * • 

0 

0 

(e',  Aa,\ 

Vy.  Ä J • • • • 

i 

0 

0 

(e\  Aa,\ 

Ä.  / 

und  wenn  man  wieder  die  erste  Reihe  mit  a,,  die  zweite  mit  ß„  ... 
die  letzte  mit  w,  multiplicirt  und  dio  Gleichungen  10}  beachtet: 

22)  L = (-l)"->  X 


— e'. 

(Do..-l«-3/>l,.-l)  . 

. . . (Ö#.,_iDi,,-i—3) 

d»  ^ 

n 

n 

0 

, IKi.» 

-rf./*”  0 

0 

, ^^0.»  , 

Aus  den  letzten  (n  — 2)  Reiben  kann  man  nnn  den  Factor  d,  yr  ■ 

nnd  aus  der  ersten  den  Factor  ausscheiden  und  findet  da- 

durch : 
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23)  L = (-  X 

1 

I Di,,:i»-^  \Di..-i) 

— 1 0 


h-3 


Hq,$ 

H\,t 

0 


Dg,» 

D\,g 


— 1 


^0.1-1 

Ü 

0 


Dg.t 

Di^ 


— 1 


Wenn  man  hier  die  mit  ^ mnltiplicirte  letzte  Colonne  zur  vor- 


letzten addirt  und  ebenso  weiter  jede  mit  mnltiplicirte  Colonne 

zur  voransgehenden  addirt,  werden  sämmtlichc  links  von  der  Dia- 
gonalreihe stehenden  Elemente  =0;  da  ferner  alle  Elemente  der 
Diagonalreihe  vom  zweiten  an  = — 1 sind,  findet  mau: 


24) 


D),. 


+ vä:J  +-+r>ü-^  • J 

Durch  Summation  der  hier  vorkommenden  geometrischen  Reihe  er- 
hält man: 

25)  /,  =-,/."-2/),,,«-2x 


Do,«-!"  “2  f)Q, 

r/'Do.»y>i.._i\»-2 

«j 1 Di,,_i*‘-2  y>j^ 

l\Di.»Do.«-i/ 

DojDi,,-t 

Di.,Do.i_i 


— 1 


(- 1)*-* 


und  hieraus  findet  man  endlich  mit  Berücksichtigung  von  13a) 
2C)  L = ( — l)Vs"~2[|/>(,,<i— 
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d.  h.  anch  L nnterscheidct  sich  von  dem  in  der  15)  gegebenen  Werte 
der  Grösse  e.-j-i  nur  durch  den  Factor 


Nun  ist  noch  der  Wert  für  d',^\  zu  untersuchen.  Man  findet 
aas  7)  iu  Verbindung  mit  dem  System  8)  (die  Determinante  für  «f'sfi 
mit  M bezeichnet) 


27) 


i-e'. 

<0« 

«t's 

3f  = (—1)»-! 

AUä  — e'i 

Us  . 

ß. 

i ' • ' 
Ata» 

Arf/,  . 

Aa,  — «' 

Diese  Determinante  ist  nun  von  demselben  Bau  wie  die  L und  lässt 
sich  deshalb  genau  in  derselben  Weise  behandeln ; ich  teile  deswegen 
hier  nur  das  Resultat  mit; 


28)  Af=.  {— l)‘f'<V‘-'[AiV‘  — ^^>1.."] 


Man  findet  also:  Sämmtliche  innerhalb  der  Klammern  im  Zähler 
des  Bruches  5)  vorkommenden  Grössen  haben  den  Factor 
ausserdem  hat  derZälüer  noch  einen  weiteren  Factor  »G;  der  Nenner 
enthält  aber  den  Factor  schafft  mau  nun  diesen  Factor  (/,»-> 

ans  Zähler  und  Nenner  weg,  so  erscheint  der  Bruch  unter  der  Form : 

wob6i 

e»fl  = ( — l)*[Do/'-iy\,_i — 
und 

= (—  l)*l-i 

d.  b.  man  findet  die  volle  Bestätigung  der  in  der  15)  aufgcstellten 
Formeln. 

Aus  den  Werten  für  e,  und  d,  in  14)  und  12a)  lassen  sich  noch 
zwei  interessante  Formeln  ableiteu;  wenn  man  nämlich  d»  mit 
nnd  e,  mit  Di,,_i  multiplicirt  und  hierauf  addirt,  findet  mau: 

29) 

nnd  ferner: 

30)  rf»Do,i-2+e«Do,»-i  = > 


Man  erkennt  aus  obigem  die  vollkommene  Analogie  der  Ketten- 

N 

bmchentwickelung  für  y A mit  derjenigen  der  Quadratwurzel ; natür- 
lich ist  dieser  Fall  in  dem  obigen  enthalten;  insbesondere  erkennt 
man,  dass  bei  der  Kettcnbmchentwickelung  für  die  Quadratwurzel  j 


Google 
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'’s  — 

uud  dass  tfs\\  durch  tl,  teilbar  ist.  Bekannt  ist  die  Formel  12a) 
für  den  Fall  der  Quadratwurzel. 


Beispiel. 


V2  = l + 


V2— 1 
1 


y2— 1 


y24  + V23+V2*+y2-f  1 „ . 

j •=  . 


ßV2*  + 6*-7’^2*+6.7V2*4-7»y2  + 

1255  “ 1 + 

7>y2^+7*.8y2»+7.8V2*+8Y2— 140  „ . 

846  - = 2+  . 

20»y  2«  + 20*.23y  23  + 20.23»y  2*  + 23»  y 2 4- 1 272 
36343 


1+... 


7>o.o  _ 

1 

A.o 

“ i 

7^0,1 

7 

ßi.i  6 

7*0,2 

8 

Dvi  7 

Dq» 

23 

7>i.s  20 

7*0,4 

3t 

7*1.4  27 

etc. 
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III. 

Sur  ime  propri^te  caract^ristique  des  h^lices. 


Par 

Paul  Appell. 


En  chaqnc  point  M d’unc  courbc  k double  conrburc,  il  existo 
trois  droites  formaut  un  tri^dre  trirectangle,  k savoir  la  taugente  MT, 
la  normale  principalc  MN  et  Taxe  du  plan  osculateur  MA-,  dans  ce 
qui  suit  j’appcllerai  ce  triödre  le  trifedrc  (3f).  II  cst  connu  que,  sur 
CCS  trois  droites,  dcux,  la  normale  principalc  et  Taxe  du  plan  oscu- 
latcur,  ne  forment  jamais  unc  surfacc  dcv61oppablc;  et  que  la  tan- 
gentc  forme  toujours  unc.  Je  me  propose  dans  ce  travail  de 
chorcher,  plus  g^neralcment,  s’il  peut  arriver  qu’  une  droite  MD 
passant  par  le  point  M de  la  courbc  et  H4c  invariablement  au 
tri6dre  (M)  engendre  une  surfacc  d6veloppable. 

Je  rappelle  d’abord  quelques  formulcs  connnes  relatives  aux 
courbes  gauches.  Je  supposc  la  courbc  rapporti’C  ä des  axes  rcctan- 
gulaires  Ot,  Oy,  Os-,  je  designe  par  x,  y,  z Ics  coordonn6es  d’un 
point  M de  la  courbe,  par  th  r616mcnt  de  l’arc,  par  a,  ß,  y, 
ß'i  y'\  “"j  ßi  't  y"  Ics  Cosinus  des  angles  que  fait  rcspectivement  avec 
les  axes  de  coordonn^es  la  tangentc  MT,  la  normale  principalc  MN, 
Taxe  du  plan  osculateur  MA;  je  nomrac  ca  la  couibure  et  n la  tor- 
sion  au  point  M.  L’on  a alors  les  formules  suivantes  de  M.  Serret 


(1) 


fte 

~r  Oft  . 
as 

rte" 
da' 


dt 


= — eso  — Jlo", 


dß  - dy 

'‘y"  , ' 

-dt  = ’^y 

dt 


— eay — ny 

2» 
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Je  rappelle  enfin  que,  si  Ton  considäre  une  droite  mobile  faisant 
sur  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  /,  tn,  »,  et  ayant  i>our 
equations 

X—r.  Z—t 
l m n 

oü  X,  ?/,  3,  I,  m,  u sont  des  fonctions  d’nn  paramdtre  variable,  la  con- 
dition ponr  que  cette  droite  engendre  uue  surface  d^veloppable  peut 
s’öcrire  sous  forme  de  determinant 


(2)  j dy  m dm  = 0 

I dz  II  du 

Si  cette  condition  cst  remplie,  le  point  de  contact  de  la  droite  avec 
la  courbe  qu’elle  enveloppe  a pour  coordonuees 

r,  = »/,  = y+mQ,  3,  = 3-fnp 

ob 

dxtU-\-dj/flm-\~dzdu 

Cela  pose  je  reviens  ä mon  problöme  et  je  cousiderc  une  droite  MI> 
invariablement  liee  au  triedre  (Jf);  j’appcllo  A,  p,  v les  cosiuus  des 
augles  constants  que  fait  cette  droite  avec  les  trois  aretes  du  tribdre 
Ml\  MN,  MA.  Los  cosiuus  des  angles  que  fait  la  droite  MD  avec 
les  axes  Ox,  Oy,  Oz  sont 

An-fpa'4-vn",  AjJ-f-p.Ö'-f  v|J",  Ay-fpy'-fvy" 

et  cette  droite  a pour  ctpiations 

X — X y — y Z — 3 

Ao-{-po'-|-vn"  kß-^-pß'-^-vß"  ~ Ay+iay'4- vy" 

Pour  que,  dans  Ic  mouvement  du  tribdre  (M)  le  long  de  la  courbe 
gauche  considir^e,  la  droite  MD  engendre  une  surface  d^veloppable, 
il  fant  d’apres  (2)  que  l’on  ait 

1 dx  Aa-j-pa'-f-v«"  kda-\-pdu'-\-vda"  \ 

I dy  kß  + pß'-\-vß"  kdß-{-pdß'-\-vd^'\  0 

I dz  Ay-f*l“)'*”f" ’7”  kdy-^  pdy'-\- vdy" 

ou  bien,  eu  rcmplavaut  du,  du’,  du" ...  etc.  par  lours  expressions  (1) 
et  eu  remarqnaut  que  elf  = ude,  dy  =.  ßdt,  dz  «=  ydr, 

i u A« -j- p«'-)- V«"  — pu«-{-(Aa)-}-vn)a' — A»a" 

ß A/J-j-p/S'-|-v|J"  — pio/}-f-(Aa>-|-vff)/3' — pw/J"  =0 
\ Y + — p»y+(Aco-)-v»)y'— p»y"  1 
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Cv  dernier  dctcrininaut  peut  etre  consider^  comnic  1ü  prodoit  des  deux 


deterrainants 

i “ 

a' 

a" 

1 

0 

0 

1 ß 

ß' 

ß"  i 

A 

f* 

V 

y 

y' 

y"  i 

— pp 

A«4*  •'* 

— p»  i 

dont  lo  Premier  est  egal  ä ^ 1 puisque  le  triedre  (A/)  est  trirectangle. 
L’^qnatiou  (4)  sc  redait  douc  & 

: 1 0 0 

i.  n V 1 = 0 

— (HO  Aü)-j-vJt  — fin  ' 

ou  cn  dcveloppant 

(5)  (p* -j" =*  t) 

Telle  CSt  la  condition  pour  que  la  droite  AID  cousidereo  engeudre 
une  sorfacc  developpable. 

C0 

Si  la  courbe  gauebe  est  quelcouque,  le  rapport  - des  deux  cour- 

n 

bares  varic  d’un  point  ä l’aatre  de  la  courbe,  et  par  suite  la  rclatiou 

(5)  ne  pent  etre  satisfaitc  par  des  valeurs  constantes  de  A,  fs,  v,  que 
si  Ton  prend 

kv  = 0,  Ü 

c’est  h dire  p ==  0 et  v = 0.  11  n’y  u donc  alors  qu’  uue  droite 

AID  formant  uuo  surface  devclopiMible;  cette  droite  n’  est  autre  (juc 
la  tangentc  MT  (p  = 0,  v = 0). 

Supposons  maiuteuaut  la  courbe  gauche  teile  que  le  rapport 

0) 

- des  deux  courburos  soit  egal  ü une  constaute  A-;  d’apres  uue 

thcor6mc  de  M.  Bertraud  la  courl>e  est  alors  uue  lielicc  trac6e  sur 
uu  cylindre  quelconqne.  Dans  ce  cas  la  relation  (5)  devient 

(6)  p--j- v*-|-A-Av  = 0 

et  il  existe  uue  infinite  de  droites  AID  dont  les  cosinus  A,  p,  v 
verifient  cette  relation.  Ces  droites  formeut  par  rapport  au  triödre 
(J/)  nn  cöne  du  second  degre  contenant  la  tangentc  AIT  et  admettaut 
nn  Systeme  de  scctions  circulaires  perpcndicnlaires  ü cottc  tangentc. 
Si  Ton  prend  une  geueratricc  r|uclconqne  de  oc  edne  et  (ju’on  la 
suppose  liee  invariablemcnt  au  triödre  (^V),  cette  droite  dans  le 
d^placcment  du  triedre  (AI)  le  long  de  Thelicc  engeudre  une  surface 
developpable.  II  est  facilc  de  voir  que  Taretc  du  rebroussement  de 
cette  surface  developpable  est  anssi  une  helice.  En  effet  la  droite 
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Mn  qui  ost  la  taugcutc  ä l’areto  de  rebroussement  fait  avec  Taxe 
Oz  iin  angle  dont  le  cosinus  est  ^y+f‘y'4' *')'”)  la  courbe  ganchc 
consideree  etant  nno  li^lice  tracee  sur  un  cylindro,  ou  pout  prendre 
Taxe  Oz  parallele  aux  generatrices  de  ce  cylindre,  et  alors,  d’apres  des 
propriet^s  connues  de  l’helice,  y'=0,  y=coust.,  y"=con8t.;  donc 
C8t  constant,  et  l’arete  de  rebroussement  est  une  courbe 
gauche  dont  la  tangente  fait  un  angle  constant  avcc  une  direction 
fixe,  c’est  A dire  une  hclico  tracee  sur  uu  cylindre  dont  les  gönera- 
trices  sout  paralleles  ä cette  direction.  Soit  enfin  MD  (A,  p,  v)  une 
droitc  du  cöne  (6)  et  C Ic  point  oii  cette  droite  est  tangente  ä la 
courbe  qn’  eile  cnveloppc;  si  on  api>elle  y„  z^  les  coordonnees  du 
point  C par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  ou  a d’apres  (3) 

a-,  = a:+(A«4-fta'-f-va")p 
’Ji  = y+(^^+ 

on 

fiCa) 

On  tiro  de  cette  expression  de  g Ics.  consequenccs  suivantos.  Consi- 
derous  une  positiou  du  triedre  {M),  et  appellons  x'  y z'  les  coordon- 
nccs  du  point  C par  rapport  aux  aretes  de  ce  triödre  priaes  pour 
axes  de  coordonnees,  MT  6tant  Taxe  des  x\  MN  de  y\  MA  des 
ou  a 

y' Ml  s'=vp 

et  par  consequent  d'aprfcs  l’cxpression  (7)  les  coordonuöcs  x’  y z'  du 
point  C vdrifient  l’cquation 

(8)  (o)a:'+;rz')*-}-(<ii)*+»*)i/'*—  toy'  = 0 

Getto  equatiou  daus  laquelle  on  considere  x’  y z commc  des  coor- 
donnecs  courantes  representc  un  cylindre  de  revolutiou  dont  les 
genöratriccs  sont  parall61es  ä la  direction 

,y'  = 0,  »*'+  nz'  = 0 


c’est  ä dire  ä la  direction  des  generatrices  du  cylindre  sur  lequel  est 
Iracöc  l’h^lice  consideree.  11  est  aise  de  s’assurcr  que  le  cylindre  (8) 
est  taugont  au  cylindre  sur  lequel  est  tracee  rheiicc  le  long  de  la 
gencratricc  passant  par  le  point  M\  on  sait  en  cflfet  que  la  tangente 
ä l’helico  au  point  M {>/  =0,  z — 0)  est  tangente  au  cylindre  (8). 
En  outre  le  rayon  de  la  scctiou  droitc  de  ce  cylindre  est  egal  ä 


^ nioitic  du  rayon  cerclo  osculatour  au 
point  M ä la  section  droite  du  cylindre  qui  coutient  Theiice.  Le 
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cjUndrc  (8)  ainsi  det«miine  donuo  t\  cba<iuc  instant  par  soii  intcr- 
section  avec  le  cöne  (6)  les  points  de  contact  des  gcneratriccs  de  ce 
cöue  avec  leurs  enveloppes  rcspcctives. 

Apres  avoir  ainsi  exaiuiue  ic  oas  oü  la  courbc  gauche  est  unc 
h^licc  quclconque,  consi Jerons  Ic  cas  plus  particulier  eucorc  oü  Ic 

<0 

rapport  constaut  des  dcux  courbui*es  h ^ scrait  iutiui;  jsestalors 

7C 

uul  et  rbelicc  so  rdduit  ä unc  courbc  plaue.  Daus  cc  cas  Ic  cöue 
(6)  sc  dccomposc  en  deux  plans  Iv  = 0,  dout  Tun  il  = U est  Ic  plan 
normal  ä la  courbc  et  I’antrc  v 0 Ic  plan  memo  de  la  courbc. 
Le  cylindre  (8)  devient 


c’est  ä dire  un  cyliudre  droit  dont  la  base  est,  dans  le  plau  de  la 
courbc,  Ic  ccrclc  decrit  sur  le  rayon  de  courburo  de  la  courbc  au 
point  M commo  diametre.  On  voit  donc  que  dans  unc  courbc  plane 
les  scnics  droites  iuvariablcmcnt  liöes  au  triedro  (3/)  qui  ongendrent 
des  surfaccs  d^vcloppablcs  sout  les  droites  du  plan  memo  do  la  courbc 
ct  les  droites  du  plan  normal;  les  points  do  contact  de  cos  droites 
avec  Icnrs  enveloppes  respectives  sout  ü ebaque  instant  situes  sur  lo 
cylindro  (9),  co  qui  est  nu  tbeoreme  conuuo. 

Paris  30  janvior  1879. 


(9) 
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IV. 


Auflösung  der  dreigliedrigen  algebraischen 
Gleichimg. 


Von 

Herrn  Julius  Farkas 

Professor  in  Polgärdi  (Ungarn). 


Wenn 


I. 

Behauptungen. 


(1) 

wo  m und  n ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  m ]>  n,  so 
erhält  im  Falle  dass 


Mod  _ 


(f)i 


1 1 

1» 

\n 

1 

/m 

\- 

(n. 

)" 

(2) 


die  unendliche  Reihe: 


(3) 


H Wurzeln,  während  die  Übrigen  m — m Wurzeln  unter  derselben  Be- 
■liugung  durch  folgende  unendliche  Reihe  ausgedrückt  werden: 
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( 1 

} 1 ^ ■-  - Ä V a - 

1 /2».-l  \ 

\ X“*  0 f 

( n — m 

^2(n  — ni)\  I»  — n /, 

3(n  — m)  \ m 

in  dom  Fallo  hingegen  dass 


Mod» 


(Hi- 

fi)- 


hat  mau  für  sämmtliche  Wurzeln  folgeudc  iincudlicho  Reibe: 

m M-m  J /2n  + l ' 


wobei  überall  unter  der  Formel:  (ft)r, 

— 1) ...  (ft  — v+1) 

1.2 .:.  V 


(4) 


(5) 


(fi) 


zu  verstehen  ist,  und  die  Wurzelzeichen  sich  auf  alle  möglichen  Wur- 
zeln beziehen. 


II. 

Beweis. 

Ist 

z = p-\-qz",  (B) 

SO  hat  man  vermöge  des  bekannten  Satzes  von  Lagrange: 

t'  = 1>M  1+ r[gp“-l]  + ^ (2tt+r  — 

-f  ^(3u-|-r  — — l)*-lh ?""’]*! (8) 

A)  Für  ein  jedes  positives  »t  haben  wir 
Lim[Ä*]i=®  = 0, 

wenn 

ördipi  • Mod[gp->]  < Abs.  [1]  (9) 

Um  dies  zu  beweiseu,  bezeichnen  wir  das  ((-|-l)te  Glied  der  Reihe 
(8)  mit  Al.  Demnach  haben  wir 
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(lÖ) 

IJotracbtcu  wir  jetzt  vor  der  Haud  u als  eiuc  ratiouelle  Grösse  und 
setzen  wir 

0 

« = 1 

r 

wo  0 und  T ganze,  endliche,  positive  Zahleu  bedeuten  mögen;  dann 
ordnen  wir  die  Reihe  (10),  wie  folgt: 


4“  • • + '"l»  J l + dif-fl  • ••)+  ••• 


und  bestimmen  die  Bedingung  der  Convergeuz  für  die  Reihe: 

p4* -'^2r+f~f“  • • • + • ••  ' 

Uutcrscbeidcu  wir  uuu  drei  Fälle,  nämlich: 


Ist  - *>  1,  so  hat  man 

T ^ ’ 


1. 


X 

V ö,(ö,4^..je,+0^-i) 

^ (e,+i)(es+2)  (e,+ff-^)-(e5+i)(03+2) ...  (Ö3+T) 

WO 

ö,  = A0-|-  — -}-r. 


Folglich  ist 


fl,  = A(0  — 1)+— 4-r  — V, 
flj  = At-l-v. 


als  Bedingung  der  Couvergenz  ist  also 


0" 


oder 


0» 


(0  — t)»  * t 


• .Mod[5p*— ^ I <[  1 
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a 

and.  indem  wir  links  Zähler  und  Neuner  mit  dividircn: 


. Mod  (5/)“  ']  1 


was  in  Bezug  auf  das  Ungleichhcitszeichcu  mit  (9)  identisch  ist.  — 
Nun  schreiben  wir  in  (13) 

(ff— t)"-^  rT 
ff« 


an  die  Stelle  von  [97)*'“^]^  und  - an  die  Stelle  von  A;  hernach 
suchen  wir  den  Wert  des  Ausdruckes: 


»=0 


(11) 


(}08Ctzt  es  sei 


\i+y- ^ZT— j -jzrr-)- 

( "^  + r-v+d-T\ 

•••  V+^'- 

kann  (14)  auch  so  gcschriebcu  werden: 


/ ■ /sfy)  — /~i(y)1\ 

^ dy 


' if=0 


Betrachtet  man  die  Werte  von  /*(y)  und  /^(y),  so  ersieht  man  auf 
der  Stelle,  dass 

{ 4y/«^y)-/»(y)]\ 

A=o 


Ferner  hat  man 


rfy 


1. 


Digilized  by  Google 


28  Farkas:  AuflösHiuj  dtr  dreigliedrigtn  algebraischtH  GUickuitg. 


=/*'(0)+//(0)-/,'(0)  == 

= Xll“ *! (ff _ r) + , r%  , iOL±i)i 

L a — r ''  2(ff— t)  J^|t  ^ 2t 

folglich  convergirt  (12)  auch  unter  dem  Gloichhoitszcichen  von  (11). 

0 

Im  Falle  dass  - C"  1,  erhalten  wir 

T ^ ’ 


■'ihr+v 


lqp"-'y  X 


e,(fi,+l)-  -(«,  + g-l)-fl,(g,-l) ...  «9,-(t-a-D) 

^ (e,-fi)(e,+2)...(»,+t) 

Gestutzt  auf  diesen  Ausdnick,  gelangt  man,  deu  Weg  der  Betrachtung 
des  ersten  Falles  befolgend,  zu  denselben  Endresultaten,  wie  im  er- 

ff 

sten  Falle.  — Eine  Untersuchung  des  Falles  - = 1 , möge  unter- 
bleiben. 


Convergirt  nun  (12)  unter  der  Bedingung  (9),  so  convergirt  die 
Bcihe  (11)  und  also  auch  die  Reihe  (10)  oder  (8)  unter  derselben 
Bedingung  (da  t eine  endliche  Grösse  ist);  und  convergirt  die  Reibe 
(8)  bei  einem  jeden  positiven  rationellen  r«,  so  convergirt  sie  auch 
bei  einem  jeden  positiven  irrationellon  ft,  wie  es  leicht  eiuzusehen  ist. 


B)  Setzt  man  in  (7),  (8)  und  (9)  einmal 

/>  1 f/t 

2 = x",  l>  = -,  q •=  — - , «=— , r 

a’  ^ «’  n ’ 

ein  andercsmal 


1 

H 


1 

a’ 


/j  m 

a’  in  — «’ 


und  zuletzt 

ti 

Z = p b.  q =■  — <1,  u = — , 

* * m 

so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 


SS3 


1 

ln 


(15) 


'(16) 


(17) 


1)  Aus  Gleichung  (7)  ergibt  sich  in  allen  drei  Fällen  Gleichung  (1). 

2)  Aus  Reihe  (8)  entwickelt  sich 


im  P'allc  (15),  Reihe  (3)-, 
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im  Falle  (16),  Reihe  (4); 
im  Falle  (17),  Reihe  (6). 

3)  Aus  dem  Bedingungs-Ausdrucke  (9)  entsteht 

im  Falle  (15)  und  (16)  der  Bedingungs-Ausdruck  (2), 
im  Falle  (17)  aber  der  Bedingungs-Ausdruck  (5), 

wubei  u iu  allen  drei  Fällen  (15,  16,  17)  eine  positive  Grösse  bleibt. 

III. 

Zusätze. 

a)  Da  Beihe  (8)  bei  einem  joden  positiven  n convergirt,  so  be- 
stehen die  Reihen  (3),  (4)  und  (6)  unter  den  zngehörendeu  Conver- 
genzbedingnngen  auch  bei  irrationellen  m und  »,  wenn  beide  positiv 
sind  und  m ». 

b)  Schreibt  man  x”,  — und  ” an  die  Stelle  von  x,  m und  «,  so 
erhält  mau  iu  den  Reihen  (.3),  (4)  und  (6)  die  »de  Potenz  der  Wurzeln. 

c)  Vermöge  der  Relation 

'\ogz  = »log;>-|-Lim 

können  aus  (3),  (4)  und  (6),  nachdem  dieselben  zu  Reihen  der  rten 
Potenz  der  Wurzeln  umgestaltet  worden  sind,  sehr  leicht  auch  die 
Reihen  für  die  Logarithmen  der  Wurzeln  abgeleitet  werden. 

Raab,  Juli  1878. 
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V. 

Disciissioii  eines  mehrfachen  Integrales. 

Von 

Herrn  Dr.  Victor  Sersawy 

in  Wien. 


I.  lu  dem  über  das  reelle  Intervall  von  a;  = <i  bis 
zu  erstreckenden  Integrale 

b 


-h  (A>a) 


J — ^ flu J'a^)  cos  n (p{x) . fp'(x)  fix 


ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  /(x)  und  <p{x)  für  alle  reellen  Werte 
von  X zwischen  x — a und  x = h eindeutig  und  endlich  verlaufen. 
Während  jedoch  g>{r)  in  diesem  Intervalle  durchaus  reell  und  stetig 
bleiben  soll,  werden  für  /(®)  auch  complexo  Werte  und  Stetigkeits- 
sprUngc  zugelassen.  Die  beabsichtigte  Disenssion  bedingt  in  letzterem 
P'allo,  dass  die  Sprünge  von  f(x)  nicht  unendlich  grosse  seien  und 
dass  die  Anzahl  derselben  innerhalb  des  Integrations-Intorvalles  eine 
begrenzte  bleibt. 


Was  die  Grenzen  a und  b selbst  betrifft,  so  nehmen  wir  an,  dass 
für  dieselben  q>{x)  von  Null  verschieden  sei,  eine  Annahme  durch 
welche,  wie  sich  zeigen  wird,  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
keinen  Abbruch  erleidet. 


Zwischen  den  Grenzen  a und  A > a des  auf  x bezogenen  Inter- 
valles schieben  wir  eine  Reihe  von  Teil-Intervallen  ein,  welche  durch 
die  ihrer  Grösse  nach  geordneten  Abscissen: 

a da  <C. Öß  ...  <C.9n  <^b 

besUmmt  werden  und  beachten  hierbei  folgendes: 
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l.  Wenn  /(*)  innerhalb  des  Intervalles  von  n bis  h Stetigkeits- 
sprfinge  erleidet,  so  lassen  wir  in  jedem  derselben  eine  der  ein- 
geschobenen Abscissen  mit  der  Sprungstcllc  zusammenfallen.  Das 
ganze  Integrations-Intervall  zerfällt  dadurch  in  mehrere  Teile,  inner- 
halb deren  nun  /(x)  endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt.  Sind  etwa 
J«  und  Sß  > Ja  die  Grenzen  eines  solchen  Teilintervalles , so  treten 
also  in  das  entsprechende  Tcilintcgrale 


J = flu  f(x)C0Sn<p(x).(p'(x)tix 


nur  jene  Werte  von  f(x)  ein,  welche  einerseits  stetig  ans  /(Ja-l-O) 
hergeleitot  und  andererseits  stetig  in  f(6ß  — 0)  ttbergeleitet  werden 
können,  und  wenn  si)ociell  von  den  Worten  die  Rede  ist,  welche  f(x) 
an  den  Grenzen  des  eben  betrachteten  Teilintervalles  annimmt,  so 
werden  wir  darunter  den  Wert  /‘iJo+O)  an  der  unteren  Grenze  und 
f(,9ß — 0)  au  der  oberen  zu  verstehen  haben. 


2.  Wollen  wir  Sorge  tragen,  dass  in  die  Reihe  der  J auch  alle, 
selbstverständlich  innerhalb  des  Intcgrations- Intervalles  liegenden 
Werte  von  x aufgenommen  werden,  für  welche  g>(x)  den  Wert  Null 
annimmt 


3.  Die  zwischen  diesen  wesentlichen  Punkten  liegenden  Inter- 
valle teilen  wir  in  unendlich  viele,  also  unendlich  kleine  Intervalle, 
welche  so  gewählt  sind,  dass  in  keinem  derselben  der  Quotient 


/'(«) 

cos«g>(x).9'(x) 

das  Zeichen  ändert. 

In  jedem  einzelnen  Tcilintcgrale  ist  es  dann  gestattet,  den  Mittel- 
wertsatz von  Paul  du  Bois-Reymoud  anzuwenden: 

b i b 

J f{x)<flx)dx  =^f{a) J* q>(x)tlx  <p{x)elx 

n (I  ^ 

Es  folgt: 

du  /"(Jo-l-O)  J COiu<p{x).f()' {x)dx  f/«/(Jo4-l)y  C0B«ip(x).<Jp'(x)f/«r 

/■f 

dvf{Sa\\)  / COauip{x).<p'(x)dx-]-  f dufffia^'St)  j cosu<p(x).cp’(x)dx 

0 r d, 

-•f  ‘ ; 


‘'.+1 


Digitized  by  Google 


32 


Ser$awy;  Diieuttion  einet  mehrfachen  Inteyralet. 


j^COiuq>{x).(p\x)dx-\-Piluf(iß — 0)  j\oi‘U(p{x).<p' (x)dx 

'V-i  ® Cl 


das  heisst: 


wobei 


da  <C  I«  < dofi  <C  |o+i  ...  dA-i  <C  < 6).  •<  h ...  < <C 

Das  Gcsammt-Integralc  J ist  eine  Summe  aus  einer  endlichen 
Anzahl  ähnlich  gebildeter  Integrale;  es  genügt  also  die  Diseussion 
au  diesem  einzelnen  durchzuführen. 


II.  Setzen  wir  in  1)  noch  q>{x)  = y,  so  dass  wir  erhalten: 
» n^a)  « i(h) 

2)  j=f{ia-\-0)^duJ^cmuydy-\-Eh^f{S))^tlH^ ZOiuydy 

— 0)  / <f'‘/  cos  uydy 

V 


n^ß-l) 


so  können  wir  diese  Diseussion  auch  sofort  in  Angriff  nehmen.  Die- 
selbe vollzieht  sich  leicht  mit  Hülfe  der  Bemerkung,  dass  bei  reellen 
P und  q das  Integrale 


® Jf  ® 

/*  p , pdu  . pdn 

j du  # COSuydy  ~ j ~ 8m<?t«  — j — e 


- Binpu 


den  Wert  Null  besitzt,  wenn  p und  q gleichbezeichnet  sind;  es  ist 
ferner  dasselbe  Integrale  gleich  + »,  wenn  p und  q entgegengesetzte 
Zeichen  besitzen,  und  hierbei  ist  das  Zeichen  bei  n das  der  oberen 
Grenze  q;  endlich  ist 


und  daher 


/ rfay  C08uy<fy  = + j 
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'/J/  = T 2 

Da  wir  nun  vorausgesetzt  haben,  dass  <f>(x)  innerhalb  des  ganzen 
Intorvalles  von  n bis  A und  somit  auch  innerhalb  des  Teil-Intervallcs 
von  da  bis  iß  reelle  Werte  besitzt,  so  kann  der  Wert  von  j leicht 
angegeben  werden. 

Es  können  in  den  einzelnen  Teilen  von  j alle  speciellen  Werte 
des  Integrales  2)  zum  Vorschein  kommen,  da  die  Grenzen  dieser 
Tcilintegralc  durch  je  zwei  aufeinander  folgende  Werte  der  stetig 
verlaufenden  Function  9(3-)  gebildet  werden.  Indem  nun  g>(x)  nur 
beim  Durchgänge  durch  Null  sein  Zeichen  andern  kann,  muss  die 
Reihe  der  Werte  <p(x)  von  einem  x au,  welches  um  etwas  unendlich 
Kleines  grösser  ist  als  irgend  eine  der  reellen  Wurzeln  von 

3)  q>{x)  = 0 

bis  unendlich  nahe  vor  der  nächst  grösseren  reellen  Wurzel  derselben 
Gleichung  mit  einerlei  Zeichen  behaftet  sein.  Alle  Teilintegrale  von 
j,  deren  Grenzen  aus  einer  solchen  Reihe  genommen  sind,  fallen  aus 
dem  Ansdrucke  für  j aus,  denn  sie  sind  identisch  Null  und  es  bleiben 
in  2)  überhaupt  nur  jene  stehen,  in  deren  Grenzen  q>(x)  einen  Durch- 
gang durch  die  Null  vollzieht.  Liegt  also  innerhalb  des  Intervalles 
von  X ~ da  bis  X = iß  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  3),  so  ist 
j selbst  gleich  Null. 

Integrale,  deren  Grenzen  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  können 
offenbar  nur  in  jenem  Teile  von  J Vorkommen,  welcher  in  Gleichung  2) 
unter  ein  Summenzeichen  zusammengefasst  worden  ist,  und  wir  er- 
halten für  jede  reelle  Wurzel  w von  3),  welche  innerhalb  des  Inter- 
valles da  bis  iß  gelegen  ist,  ein  Integrale  von  der  Form: 


/■(«)  COS  ny  dy 

0 ^(ic— #) 


worin  t und  J unendlich  kleine  und  zugleich  wesentlich  j)Ositive 
Grössen  sind.  Unter  den  Prämissen  dieser  Untersuchung  ist  nun 

£* 

<P('C  — £)  = — *v'(w)  + — • • • 


somit  ist  schliesslich  der  Wert  eines  solchen  Integrales  abhängig  von 
der  Anzahl  anfänglicher  Differentialquotienten  von  <p(x),  welche  für 
T«U  uiiv.  3 
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a;  ■=  (d  gleichzeitig  mit  qp(*r)  verschwinden.  Besitzt  der  erste  Diffe- 
rcntialquoticnt  von  welcher  für  * — i»-  nicht  verschwindet,  den 

Index  |u,  oder  mit  anderen  Worten,  ist  x = tr  eine  fache  Wurzel 
der  Gleichung  3),  so  hat  das  Integrale,  welches  eben  in  Untersncbnng 
steht,  den  Wert 


/■('c) 


COSttytiy  = [/"('c)  — C08f4Ä./(»r)] 


>/?  sin  <p<“>(fr)i< 


verschwindet  also  im  Besonderen,  wenn  die  Wurzel  m eine  dopjmlte. 
4 fache,  . . . , 2m  fache  ist. 

Aehulicb  gestaltet  sich  das  Resultat  für  jede  andere  innerhalb 
der  Grenzen  da  und  iß  gelegene  reelle  Wurzeln  von  .3).  Ist  zufiillig 
äa  selbst  eine  solche  Wurzel,  so  tritt  zu  den  bereits  vorhandenen 
Gliedern  noch  das  folgende: 


/(d«+0)  j ^*singi('‘“){d„)n 


und  eventuell  für  6ß\ 


ga 

■cos  . f(iß  — 0)  / sin  (iß)n 


hinzu,  in  welchen  Ausdrücken  die  ludices  ya  und  nß  eine  dem  frühe- 
ren ja  entsprechende  Bedeutung  haben. 

III.  Da  eine  Wurzel  x 6a  der  Gleichung  3),  wenn  sie  mit 
einer  Sprungstcllc  von  f(x)  zusammeufiUlt,  nach  dem  eben  Gefundenen 
auf  beide  in  der  Sprungstello  vorhandenen  Aeste  von  f{x)  Einfluss 
nimmt,  so  ergiebt  sich  der  Wert  von  ./  in  folgender  Gestalt: 

* 

•f  ==  Z[/'((r)  — KOH(nn)  .f'{ir)  f sill 

u 

n 

-}-  2;[/'(d„-j-0)  — cos  (tntt  ./■(dn  — 0)]  — Sin(““V(dn)o 

• / O 

0 

in  welcher  Formel  die  Bozcichiiuugeu  des  vorigen  Artikels  boibehalten 
sind.  Die  erste  Summe  ist  über  alle  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
3)  zu  erstrecken,  welche  nicht  zugleich  Spruugstelleu  von /(x)  sind, 
während  die  zweite  gerade  jene  Wurzeln  umfasst,  welche  mit  solchen 
Sprungstellen  znsammenfallen.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass,  wenn  f(x) 
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in  der  Nähe  des  Wertes  * = «■  stetig  ist,  /(tc  + 0)  und  /(>/> — 0) 
nsammenfallen.  kann  mau  diese  Gleichung  in  die  einheitliche: 


oc  ® 

S [/(v)  -|-0)  — cos  isn.f{w  — 0)] ^ ~ sin 


0 Ü 


zosammenziehen.  In  dieser  bedeutet  tr  irgend  eine  reelle  Wurzel 
der  Gleichung  <p{x)  ==  0,  welche  innerhalb  des  Intervalles  von  a bis 
b gelegen  ist,  ft  ist  der  Index  des  ersten  Difforentialquotionten  von 
tf)(x),  der  für  x = ir  nicht  verschwindet;  die  Summation  rechts  ist 
auf  alle  zwischen  « und  b liegenden  reellen  Wurzeln  von  qp(x)  = 0 
aaszndehnen.  Das  behandelte  Integrale  ist  also  identisch  Null,  wenn 
in  dem  Intervalle  von  a bis  h keine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung 
enthalten  ist. 


Es  fliesst  aus  diesen  Auseinandersetzungen  leicht  der  Wert  des 
Integrales  J,  wenn  a oder  b selbst  Wurzeln  von  9>(x)  = 0 sind,  wir 
werden  diese  Eventualität  daher  auch  im  Folgenden  nicht  weiter 
berücksichtigen. 

Für  cp{x)  =x — « folgt  tp'(x)  =•  1,  die  Gleichung  <p{x)  =»  0 hat 
nur  die  eine  Wurzel  x = «.  Ferner  ist  ft  = 1 und  wir  erhalten: 


95  ® 50 

/(x)cosu(x  — a)tlx  = [/(«  + 0) — 0)]  j —%xa^ 

ö a 0 

/(«+0)+/(«-0) 


. »,  wenn  a <C.a  <C.b 


was  mit  der  FourieFschen  Formel  zusammenfällL 

IV.  Setzen  wir  in  Formel  I)  an  Stelle  von  /(x)  die  Function 

50 

/(*)  / ^sing)'(x)ü 

ö 

wodurch  die  Bedingungen  für  /(x)  und  <p(x)  keine  Acndemng  er- 
leiden, BO  folgt: 

/dtt y j* f{x)  cos  ip(x)u . sin  <p'(x)v . q>'{x)dx  = 

ö 0 n 

/»  » 

— 8in^p</‘)(ir)ii  / —sm<p'(>v)v 
U I? 

0 0 

3* 
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Das  Integrale 


sin«)5'(»r)f  verschwindet  für  alle  mehrfachen  Wur- 


0 

zeln  von  tp(x)  — 0.  In  die  rechte  Seite  gehen  nunmehr  nur  die  ein- 
fachen reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  ein,  und  da  für  dieselben 
f*  ==  1,  so  erhalten  wir  die  Formel: 


II) 


X X 

^ j tht  j •“^^y^ar)C0S<p(a‘)n.siuqp'(r)«’.y'(a‘)r/r=  ^ 


welche  für  tf>{x)  = x — « ebenfalls  in  die  Fonrier’sche  Gleichung 
übergeht. 

In  dieser  Gleichung  II)  ist  die  Summation  rechts  nur  über 
die  einfachen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

V(x)  = 0 

auazudehnen.  Die  rechte  Seite  Ist  Null,  wenn  zwischen  a 
und  b keine  solche  Wurzel  gelegen  ist. 


V.  Von  den  vielen  Specialisirungen , welche  die  Formel  II)  ge- 
stattet, sollen  nur  zwei  hervorgehoben  werden,  welche  mit  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  Zusammenhängen.  Für  /(x)  1 zu- 

nächst liefert  jede  reelle  und  einfache  Wurzel  von  tp(x)  = 0,  welche 
zwischen  a und  l>  liegt,  in  die  rechte  Seite  -|-1,  das  Integrale  II) 
repräsentirt  dann  die  Anzahl  der  zwischen  a und  b liegenden  reellen 
uud  einfachen  Wurzeln.  Bezeichnen  wir  diese  Zahl  mit  «,  so  ist  also: 


III) 


2 /^d  ^ 

» = - j / fluj  I sin  (p' (*■)»’.  ^»'(x)<te 


Wenn  q>{x)  eine  ganze,  rationale  Function  vorstellt,  so  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  die  Angabe  der  Gleichung  III)  dem  Wesen  nach 
mit  dem  Stnrm’schon  Lehrsätze  identisch  ist. 


Dies  erweist  man  durch  teilweise  Integration.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Gleichung  III)  mit  2 und  schreibt  da.s  Resultat  in  fol- 
gender Gestalt 


2a 


4 Af«  /‘rfi’  r. 

0 0 n 


Sin  <p'(x)r 


d sin  <p(x)h 
dx 


dx 


SO  ergiebt  sich  durch  teilweise  Integration: 

“N 
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. 2 /•  Jtf  . 2 , 

— 8in<)p(*>».- y — 8iii<)p(iV- 

2 /V/«  . 2 ^ 

/ 8inflp(</)tt.-  / ~sin®(a)r 

0 0 

r.  r.  ^ 

4 /V/«  /• 

— f sin9(x)«  .co8*’9  (x)-9>  {x)fU 


0 0 <1 


oder,  da  die  Bezeiebuaug  der  Iiitcgratious-Variabeln  glcicbgtUlig  ist. 
and  wenn  man 

2 /',l„  2 r,ia  . , 

17  - «««Pi*)“ 

0 ö 

- ■ / . - • V i 

— n J ~H  ®**^*?^(^)**  * / TT 


a)  2m  = -^1,  — 


X r ^ 

ip(x)tß . cos  (p'(x)ii . q>"(x)t/jc 

0 0 ft 


Wenn  iiuu  ip(jc)  eine  ganze  rationale  Function  von  jc  ist,  so  ist  cs 
immer  möglicb 

<p(x)  = Q,<p'(x)  — /i,(r) 

zu  machen ; setzen  wir  diesen  Wert  in  «)  ein,  so  verwandelt  sieb  das 
dreifache  Integrale  dieser  Formel  in 

75  X 

— Siu[Qi<P*W  — COS<p'(r)u.ip"(jf)rfz 

0 0 n 

und  dieses  ist  nach  Gleicbnng  I) 

X r,  ^ 

— ^2 


0 0 '< 


Dadurch  ist  auch 


4 * / ” 

2m  = ^1, -|-"2  / / ~ / siu/f,(j)e.cos(p’(i')K.<p’'(r)f/j' 


0 0 M 


welche  Form  man  einer  ganz  ähnlichen  Rednetion  antcrzichcn  kann. 
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Durch  teilweise  Intogratiou  erhält  mau  zunächst  wieder  ciuou  blos 
von  den  Grenzen  a und  b abhängigen  Teil: 

2 /Vttt  , 2 Pdu 

= - / — sing)  (*)«■  - y ~ sinÄ,(*)» 

2 Pelu  . . 2 Pdu  . _ , . 

-«./  ir 

und  ein  dreifaches  Integrale: 

ao  OB  ^ 

— ^ • ros  Ä,(a:)it.  i?j'(z)<fe 

ö 0 a 

welches  letztere  durch  die  Beziehung 
tp'{x)  = 

seinerseits  wieder  in 

cc  ic  ^ 


0 0 <1 


übergeht.  Bei  fortgesetzter  Anwendung  dieses  Verfahrens  wird,  wie 
bekannt,  notwendiger  Weise  eine  der  Functionen  i?(r),  welche  nichts 
anderes  sind  als  die  Sturm’sehcn  Reste,  entweder  Null  oder  eine  von 
X nicht  weiter  abhängige  Grösse.  Bei  dieser  schliesst  die  Reihe  der 
angedeuteten  Reductionen,  denn  es  ist  daun  7?'(x)  = 0 und  der  Ge- 
sammtwert  von  2n  setzt  sich  aus  den  constanten  Grössen  ... 

zusammen.  Bezeichnen  wir  die  Function 


itf 

0 0 

. 2 ^dn  . „ , 2 fdu  . „ , , 

+ «./  -;7SinJf,(x)« 

0 0 

1 ^ Pdti  . _ 2 Pdu  . „ , , , 


d>(x) 


so  ist  also 

2«  = <P(6)  — ®(a) 

\ 
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Ein  Prodact  von  der  Form 


2 Pdu  . 
- / — si 
nj  » 


sin  i(x)« . 


Lat  den  Wert  +1,  wenn  die  Zeichen  von  k(x)  und  ft(x)  eine  Zeichen- 
folge bilden  und  — 1 bei  einem  Zeichenwccbscl  und  ist  Null , wenn 
i(i)  oder  f*(ar)  den  Wert  Null  besitzt. 

Bilden  wir  also  die  Reihe 


ß)  9>W,  "sW,  , • ■ 

vou  der,  um  Weitläutigkeiteu  zu  vermeiden,  vorausgesetzt  werden  soll, 
dass  keines  ihrer  Glieder  für  einen  eben  betrachteten  Wert  von  x 
verschwindet,  so  ist  <D(r)  gleich  der  Anzahl  der  in  dieser  Reiho  eut- 
baltencn  Zeichenfolgen,  weniger  der  Anzahl  der  Zeichenwechscl.  Be- 
zeichnen wir  also  ersterc  Zahl  mit  F(x),  letztere  mit  IF(a-),  so  ist 

<P(x)  = F(x)—  IV' (a) 

oud  damit  weiter 


2n  = [/••(/O  - !»’(*)]  - lF(a)  - H-(«)  | 


Wenn  die  Reihe  ß)  sowol  für  x = a als  für  x = A vollst&ndig  ist,  so 
ist  notwendig 


also  endlich 


F(/,)  + 14'(A)  = /-(el-fU'fa), 

,,  = F(/t)  — F(a)  — IV^(/<), 


in  welcher  Gleichung  der  Sturm’scbe  Satz  über  das  Vorkommen  der 
reellen  einfachen  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  ausgespro- 
chen ist 


VI.  Da  der  Sturm’sehe  Satz  ein  Mittel  darbietet,  um  die  ein- 
fachen reellen  Wurzeln  von 

<jp(i)  = ( t 

zu  sciiarii'eu,  so  kann  im  folgenden  angenommen  werden,  dass  zwischen 
a und  6 nur  mehr  eine  .solche  Wurzel  x = f sich  betiude.  Wenn 
dann  der  Einfachheit  wegen  angenommeu  wird , dass  /(x)  für  diesen 
Wert  von  x keine  Sprnngstellc  besitze,  so  folgt  aus  Formel  II): 

IV)  /'("•)=  ^5  ^ 'f'*  ^ ~ ^/(x)  cos  (p(r)u  .sin  ip'(x)i' .q>’(x)dx 
d 0 >i 

vermittelst  welcher  Gleichung  mau  /(«•)■.  also  auch  «•  durch  die  Grenzen 
n und  b ansdrückeu  kann.  Wenn  man  zur  Auswertung  dieses  Integrales 
die  particnlärc  Integration  zu  Hülfe  nimmt,  so  reicht  cs,  wie  sogleich 
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bemerkt  werden  ma^.  nicbt  hin,  dn&s  die  Wurzel  w in  dem  Integra- 
tions-JnterrnDe  separirt  liege,  rielmehr  mnss  dieselbe,  wie  gezeigt 
werden  wird,  so  eingeengt  werden,  dass  v'(z)  in  dem  ganzen  Inter- 
vaUe  von  a bis  & das  Zeichen  nicht  ändern  kann. 

Die  particnläre  Integration  selbst  nimmt  einige  bestimmte  Inte- 
grale zn  Hülfe,  deren  Wert  leicht  gefnnden  werden  kann. 


Das  Integrale: 

5. 


=y^(sin^- -...+(- ly  ^ 


wird  durch  die  bekannte  Relation: 


.-»Ir/--- 


eU 


in  das  Doppel-Integrale 


(2«  — 1)! 


verwandelt  und  ist  daher 


r(2 


^ /• 


In  ähnlicher  Weise  findet  mau 

c^-j  ^cos^.r-1-f ° 
0 

= (_  l)..+l 

0 

Insbesondere  flicsscu  hieraus  die  Formeln: 

/ Vie  ß /*sin  ßx 

I (cos^o:-!)  = - -^dx 
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0 0 


dx 


Durch  teilweise  Integration  folgt  nun  aus  IV) 

2 


/•(«,)  -=  ^ ^^^sing>'(6)o 

X 

V 


,,  , 2 ^ri«  . 2 1 

« / ~8iu<p'(o)v  I 


a » 6 

2 /»rftt  /*riü  P , 

~ n'.J  ~Hj  TJ  ^ 

0 0 a 

^ X h 

+ **  j ^ J* /■(*)cosq)'(a;)p.sin9)(a:)M.9)"(a-)'i* 


0 0 


Von  den  hier  auftretenden  Gliedern  gcstatüet  das  zweite  eine  weitere 
Rednction  nur  dann,  wenn  wir  es  in  der  Form: « 


sin  tf’(x)u . sin  cp(x)  .u.tp'(x)dx 


anscbreiben,  also  überhaupt  nur  daun,  wenn  cp'(x)  zwischen  x = a und 
X — * das  Zeichen  nicht  ändern  kann.  Das  dritte  Glied  hat  dann  der 
I onnel  I)  zufolge  den  Wert  Null  und  wir  erhalten 


. sin  (f'{x)v . sin  g>(x)t« . <p{x)  dx 


worin 
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I 2 /*«/«  2 /Vr 

tu  “ 4 TT  ;;  / -8in»)'(A)r 

0 0 

— /(«)-/  — sin(jp((i)M.-  I — 8iu<p(«)rj 

zu  sctzeu  ist. 

Um  weiter  zu  rcduciren,  bemerke  uiau,  dass 
2 /Vt«  /*./r  A'(x) 

- Hj  tJ  ^sm,.(x)r.sm9>(x).H.<p(x),/x 

0 0 *1 

X jt  ^ 

2 /•«/«  /'dy  /’f(x)  . ,,  , f;{cü8(p(x)it— 1]  , 

= rsin®  (x)c.  ; — — - — 'f/x 

0 U >1 

es  fiicsst  hieraus  dasselbe  Integrale 

. »2  /'(x)  /‘‘lUr  , 2 /Vt’  . , 

0 0 

/•'(a)  2 /V«.  , ^ ^ ‘i  r%  . i 

J -sm^WeJ 

0 u 

2 /^/«  /Vr  /V/'(x)\'. 

“«V  n\J  , J H89>WH-ll  .9lU<p(x)r,/x 


& 

/>  #•' 


2 /^du  rdr  /Y'(if)  r . , « 

~n*J  ir*./  7./  ^-(^  [cosipCx)«— ljc08<?)(x)c.9)  (x)dx 

0 0 ^g. 

Auch  hier  ist  das  letzte  Glied  in  Folge  der  Glcicliuug  1)  ideiitiseli 
Null,  indem  «jp’ix)  zwischen  a und  b nicht  Null  werden  kann;  es 
bleibt  somit 

/6  * t «'  * 

/ 7.  / (i'lxj)  - * |s*“t'(-^)p  >1^ 

0 U a 

worin 

* ^ X » 

"*  “ i j^) . /*«“ f ^ • 1 / 7®'“ 
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zo  Betzen  ist. 

Um  die  weitere  Rodnetion  Qbersichtlicber  za  machen,  bezeichnen 
wir  die  in  den  dreifachen  Integralen  aoftretenden  Fnnctiooen 


/'(x)  1 //"(x)/ 

V'(x)'  9'WVW/  •••  ^ ^ 

[1,  x],  [i,  xj,  . . . 

setzen  also  allgemein: 

v'(x)  rfr 

Danach  haben  wir  non  das  Integrale 

0^  0 a 

- - '1-  “»'W'  • 

0 0 a 

za  betrachten.  Es  ist,  wie  leicht  zu  sehen: 

C » * 

2 /*dti  f*dt)  /* 

/(«.)  = + J y - y [3,  x]  sinv'fx)c  X 

0 ö « 

X [singjfx)« — «p{x)u]^'{x)dx 

worin 

X » 

i |[2.  *]- y — qp(4)u],  ^ / ^8inqp'(&)u 

0 0 

— [2,  a)  “ y '^[sin^p(a)«  — 9(a)i»].  ^ ^ —siny'fo)«  | 


zu  setzen  ist. 


Es  ist  nicht  notwendig,  die  Keduction  weiter  zu  verfolgen.  In 
den  Ausdrdeken  B treten  der  Reihe  nach  die  früher  mit  5«  nnd  Cn 
bczeichnetcn  bestimmten  Integrale  auf  und  wenn  wir  die  weiter  oben 
angegebene  Tabelle  benutzen,  finden  wir,  dass  sich  /(«?)  in  folgcndfigi 
Form  entwickelt:  ^ 
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2 fdu  . 2 Pdv 

nj  -sm<p{b)vX 

X [/ti) -[!,*],(,(/>)  + [2,*]]^  - ... 

/(.r)  = i { ^ 

i 2 ßdu  . 2 /*r/r 

j~njü  ^ J - sm<p'{a)c  X 

X [/(«) - 1 1,  a]v(«)+  [2,  . 

Da  zwiscbeu  « uud  b nur  eine  Wurzel  der  Gleichung  liegen  und 
<P  {x)  das  Zeichen  nicht  ändern  soll,  so  können  an  den  Grenzen  des 
Intervalles  überhaupt  nur  folgende  Zeichen  Combiuationcu  stattfinden: 

v(o)— , 9>'(<i)4-  oder  qp(«)  + , tp'{a)  — 

VW  + j <p'{b)-\-  tp(b)  — , q>'{a)  — 

CS  ist  also 

( + /(«)  - [ 1,  oJ.p(a)  + [2,  . 

also  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Werten,  welche  die  Reihe: 

:r].p(x)  + | 2,  x]  - . . . 

au  den  Grenzeu  des  betrachteten  Intorvallos  auuiniint.  Die  hier  auf- 
tretende  Reibe  t//(x)  ist  ein  Special-f'all  der  Bnrmanu’scheu  Ent- 
wickelung : 

f(d)  = f(x)-\~Af  [9>(«)  — 9>(^)]-f--ls[<p(o)  — ••• 

und  unter  den  hier  notwendig  gewordenen  Bedingungen  jederzeit  cou- 
vergent.  Ein  näherer  Nachweis  dieser  Eigenschaften  kann  hier  über- 
gangen werden. 

Auch  in  dem  Falle,  in  welchem  zwischen  « und  b keine  reelle 
Wurzel  von  <p(x)  -=  0 enthalten  ist,  ist,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
die  eben  durchgefuhrte  Rcduction  nur  daun  erlaubt,  wenn  <p'(x)  iu 
dem  betrachteten  Intervalle  das  Zeichen  nicht  ändert.  Dies  voraus- 
gesetzt, folgt  dann: 

0 = - ip(o)j 
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die  Reihe  ^(i)  besitzt  also  für  alle  x,  für  welche  sie  convergirt,  einen 
constanten  Wert,  and  man  kann  auch  setzen: 

/(if)  = if>(x)  (Euler,  Inst.  calc.  diff.) 

Man  erhält  dieselbe  Reihe  ri>(x) , wenn  man , im  Besitze  eines  Nähe- 
rungswertes X für  die  Wurzel  ir,  den  Wert  von  /(ir)  mit  Hülfe  der 
Ncwtou’schen  Näherangsmethode  zu  berechnen  unternimmt. 

Da  solcher  Art  unsere  Discussion  auf  bekannte  Resultate  und 
Methoden  führt,  so  kann  dieselbe  auch  a posteriori  als  genügend 
verificirt  betrachtet  werden. 


V 


r 


Digitized  by  Google 


4G 


Do i ton  Momonts  JinortU  den  Surfaeu  tt  Solide* 


VI. 

Moments  d’inertie  des  Surfaces  et  Solides 
de  rdvolution  appartenant  a la  Sphere. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Les  expressions  de  cos  moments  d’inertie  sont,  pour  la  pla- 
part,  assez  simples;  nous  ignorous  si  dies  ont  d^jü  6te  calculdcs: 
nous  ne  les  avons  tronvees  nulle  part.  Comme  ellcs  peuvent  s’ob- 
tenir  facilement,  nous  nous  empressons  d’cn  douner  ici  le  calcnl  et 
la  valeur. 

Nous  nous  appuierons,  daus  notre  methode,  sur  les  moments 
d’inertie  des  surfaces  et  volumes  du  cönc  et  du  tronc  de  cune.  II 
uc  sera  donc  pas  inutile  d’en  determiner  pr^alablement  les  expres- 
sions. 


§ I.  Moments  d’inertie  des  surfaces  de  rdvolution 
par  rapport  k l’axe. 

2.  Formule.  Si  l’dquation  y = f(x)  repr^sente  la  courbe  mdri- 
dienno,  traede  dans  le  plan  des  ory  et  rapportde  ä Taxe  de  rdvolution 
comme  axe  des  x,  le  moment  d’inertie  de  la  surface  engendrde,  par 
rapport  ä cct  axe,  sera  donnd  par  la  formule 

/ = 2ngt  f y V», 

oü  ( reprdsente  l’dpaisseur  de  la  surface  materielle  supposde  infini- 
ment  mince  et  oü  p est  la  densite  constante  de  la  couche. 
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3.  Surfaee  lateral«  dn  edne.  Soient  r Io  rayon  do  base  et  h 
la  bautenr  du  cöno,  dont  nous  supposons  Io  sommet  d rorigine; 
l'equation  de  la  gön^ratricc  m^ridienno  scra 

rx 

Cette  ^oation  nons  donne 


et  par  suite 

fh  = Y 

pti  representant  par  c le  cötö  du  cönc. 

Nous  avonc  doiic,  pour  le  moment  d’inertie  / de  la  siirfaro  late- 
rale de  notre  cöne 

/*r^^  edx  er*  Z' 

Prenant  cette  intt^gralo  depuis  x = 0 jusqu’ä  x ==  A,  on  obtient 
/=  J«pfcr*  = Jpj.wre.r* 

on 

(I)  /=  JptS.r*  = iJMr*, 

eu  designant  par  S Tairc  ct  par  M la  masse  de  la  surfaoe  laterale 
du  cöne. 

Le  moment  d’inertic  de  la  surfaee  laterale  d’un 
cöne  de  rövolution,  par  rapport  ii  son  axe,  est  donc  ögal 
au  produit  de  sa  masse  par  Ic  demi-carre  du  rayon  do 
base. 

4.  Surfaee  laterale  du  trone  de  cöne.  Si  r ct  r'  sont  les  ray- 
ODs  des  denx  bases  du  trone,  celni-ci  sera  la  difförence  de  deux 
cönes  ayant  r et  r'  pour  rayons  de  base.  Soient  m et  m'  les  masses 
des  surfaces  latörales  de  ccs  denx  cönes,  > ct  Z leurs  moments  d’iner- 
tie; 3f  la  masse  de  la  snrfacc  laterale  du  trone  de  cöne  et  I son 
moment  d’inertic.  Nons  avous 

I = i — i'  = ^rar* — 

or  les  masses  m et  m’  des  surfaces  laterales  des  deux  cönes  sont 
entro  eiles  comme  ees  surfaces  ou  comme  r*  et  r'*;  par  suite  on  a 

m m'  in  — »»'  M 

p = 7»  = r*ZV3  =■  ^ 

r 
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d’oü  on  tirc 


m 


Mr* 

r*  — r'*’ 


t 

m 


Mr'* 
r* — r'- 


II  nous  vicut  doiic 


(II) 


1 = \M 


Ainsi  le  moment  d’inertie  de  la  surfaco  laterale  du 
tronc  de  cöno,  par  rapport  t\  son  axe,  cst  egal  au  pro- 
dnit  de  sa  masse  par  la  demi-sommo  doscarresdesray- 
ons  des  dcux  bases 


ü.  l'alotte  sph^rique.  L’arc  geu^rateur,  rapporte  ü son  rentre, 
est  represente  par  röqnation 

==  Ä-, 

qni  donne 

xdx 

^ ?/ 

et  par  suite 

xdx 
il»  = . 

y 


Xous  tronvons  ainsi,  pour  le  moment  d’inertie 

I = 2nQtfRy^dx  = 2nfcllf(R*dx  — xhlx) 


ou 


Qt.2nR  (r*x-^^-\-C. 


En  appelant  a la  distance  du  centre  de  la  spbi'ro  au  plan  de 
base  de  la  calotte,  il  fandra  prendre  cette  integrale  depnis  x = R — //, 
jnsqu’ä  x = R,  ou  II  represente  la  hautcur  de  la  calotte.  Nous  voj'- 
ons  ainsi  que 

Ott 

(III)  /= 

en  d6signant  par  M la  masse  de  la  calotte  sph^rique. 


6.  Zone  queleonque.  Supposons  que  la  zone  soit  la  diff^renco 
des  dcux  calottes  dout  h et  h'  sont  les  hauteurs,  m et  m'  Ics  masses ; 
et  soient  H la  hauteur  et  M la  masse  de  notro  zone.  Nous  avons 
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Or  Ics  masscs  m ct  m'  des  dcnx  calottcs  sont  cntre  dies  corame  leurs 
sorfaces  ou  comme  leurs  liauteurs,  de  sorte  (jue  i’on  peut  eerire 

vi  7ii'  m — 7h'  M 

h—h’  ^ Ir  ’ 


d’on  on  tire 


Mh 


MI,' 


"*  = -jr 

On  a aiusi,  en  Observant  quo  h — h'  = //, 

Appelons  r et  r les  rayons  des  dcux  bases  de  la  zone.  Los 
dcnx  dgalites 

r*  = /<(2Ä— Ä),  »•'*==  Ä'(2/?  — A') 

nous  donnent 

r»4-r'-  A*4-A'* 

«(A+Ä')  = ^-  +^- 

et,  comme 


(h  — h’)i  A»+/,'s  7/i  Ai+Z/i 


6 2 G 2 ’ 

11  vient  enfin,  pour  le  moment  d’inertie  de  la  zone, 

{i\')  7= 

7.  On  peut  donner  ä cettc  expression  une  autre  forme.  En 
effet,  si  V est  le  volume  du  segment  spherique,  qui  est  termine  par 
la  zone,  on  a 

de  Sorte  qn’il  vient  anssi 

m '-S/’ 

8.  Zone  sym^trique.  Les  deux  bases  de  la  zone  sont  6gales 
et  l’on  a 

7/i 

r»  = r'i  = 7?»  — — ; 

4 

la  formale  (TV)  devient  ainsi 

(VI)  7=  3/(7/*-^"). 

9.  Zone  dont  I’uie  des  bnses  est  an  grnnd  eerele  de  In  sphdre. 

Dans  ce  cas  ou  a 

*»tV.  jer  4 
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r=/J,  r’* 

substitnant  tlans  (IV).  on  «btb’nt 


t)- 


Itt.  Deni-surEaff  s^^rique.  Posant  II  ~ II  dan>  cotte  ex- 
prossion  (VII),  ou  tronve  que 
(Vlll)  I = 

11.  Su-fkre  it  U spWre.  Eu  fai?ant  //=2«  dans  la  fonnule 
(VI),  on  a aussi 

(IX)  ‘ = 

w qui  s’oxpliqne  faciloment. 

§ II.  Moments  d'inertic  des  solides  de  revolution 
par  rapport  ä l axe. 


12.  Formmlf.  Le  luonient  d’inertie  d’un  solide  de  ri'volution 

)»ar  rapport  i\  Taxe  est  ^ 

I = hrtfj  y*th-, 

*9 

Oll  e expriine  la  deusite  du  solide,  et  oü  n et  h soiit  les  distances 
Torigine  des  plans  paralleles  extremes. 

13.  Cjllndre  eircnlaire  plein.  Soieiit  r le  rayon  de  base  et 
h la  hauteur  du  cylindre:  l’equatiou  de  la  geueratrice  scra  .•/  = r, 
et  Ton  aura 


k 


ou 

(I)  1=  \nqr^h  = 

M designant  la  massc  du  rylindre. 

14.  Cylindre  creux.  Si  r et  r'  sout  les  rayons  des  deux  cylin- 
dres,  dont  la  diffi'rencc  est  egale  ä notre  solide,  uous  auroiis 

(II)  / — J.T:e/-(r*  — r'«)  = Jd/(r*+ r'^^). 

l:j.  Cylindre  creux  Inflniment  inince.  Si  >■  est  le  rayon  du 
cylindre  interieur,  r-}-r/r  sera  le  rayon  du  cylindre  ext^rieur.  de  Sorte 
que  l’on  a 


ilt  rivolution  apparlenanl  ä la  sphire. 
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(r-|-rfr)*  = r^-^2rrir,  (r-(-</r)*  = r'‘-|-4rVr, 

eil  negligeant  les  infinimcnt  petits  d’un  ordre  supC’rionr  au  premier. 
On  trouvo  donc  ([ue 

(III)  I — 2JlQhr\lr  = Mr-, 

attcndu  que  Ic  volumc  du  cylindrc  est  2nrhdr. 

16.  CAne  plein.  Prenons  le  somraet  du  rone  ponr  originc; 
r(‘quation  de  la  generafricc  sera  y = jx,  et  nous  aurons  pour  Ic 
niomcnt  d’inertie 

k 


0 


OU 

(IV)  / = 

17.  C4ne  crenx.  Si  r'  est  le  rayon  de  base  du  cöne  exti-rieur, 
nous  aurons 

(V)  / = A«(.(/‘-r‘)  = A^»'(r*  + r'*). 

18.  Cöne  ereux  inliiilinent  minee.  Ponr  r'=  il  nous 

vient 

(VI)  /=  Inghrhlr  = iMr^. 

19.  Trone  de  cöne.  Soient  r et  r'  les  rayons  des  denx  bases 
dn  trone  ct  H sn  hauteur. 


Le  trone  est  la  differeucc  de  deux  c/jnes,  dont  les  hauteurs  sont 
et  3,  r et  r'  etant  les  rayons  de  lenrs  bases. 

Designons  par  /',  t’  et  I les  inoments  d’inertie,  par  rappf^rt  ä 
Taxe,  du  grand  cöne,  du  petit  cöne  et  du  trone;  et  par  M’,  ,\f"  et 
les  masses  rcspcctives  de  ces  solides.  Nous  avons 


/’ 

d’oii  nous  tirons 


/"=  A.ir/*, 


/ = /'—  r = A/-W— -W*). 

Or  on  sait  que 

M'  _ .\r  M'—sr  _ M 
"r*  ""  7*  ” ~ 7— r'S* 


et  par  suite 


donc  il  vient 


M"= 


Mr’* 


M - 


4* 
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(VII) 


r5 /5 


^ngll 


^5_r'ä 


20.  (iegrnieut  sph^rique  ä deux  bases.  Soient  »■  ct  r'  Ics  rayous 
(los  doux  bases  du  segraent,  H sa  hautcur  ot  K le  rayon  de  la  Sphäre, 
iV  laqucllo  il  appartient. 

Le  cerele  genörateur,  rapporte  i\  son  centro  et  il  la  hauteur  du 
Segment  comme  axe  des  a-,  a pour  equation 

a:*-f  yS  = Ä*. 


En  appelant  p la  densite  du  segment,  oii  n pour  le  moment 
d’inertie, 

il  h 


J 


i”9  2 — x^)hlT 


n 


ofl  a et  * ddsiguent  les  distances  du  centre  aux  deux  bases  du  segment. 
L’integration  nous  donue 

(1)  / = ^jrp[l57?Hi“«)  — 10Ä-(A»  — n*)  + 3(Af'  — «■>)]. 

Soicut  a la  distauce  du  centre  de  la  s])here  il  la  section  falte  il 
Egales  distances  des  deux  bases  du  segment  et  »•,  le  rayon  de  eette 
section;  nous  avons  ^videmment 


(2) 


(3)  — r*; 

Nous  en  tirons 

a = H, 

ce  qui  doune,  par  la  Substitution  daus  (1), 

/ = — ä/.*-//-+  A//*  - 15(2/f2  — Ihz*]. 

Si,  dans  cette  exiiressiou,  uons  rempla^ons  z-  par  son  equivalent 
(3).  nous  trouverons,  apres  rcductious,  que 


I = 


57;^//=“+ 15 
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Mais  nous  avons  fait  voir  (Archiv  der  Mathematik  und 
Physik,  T.  LX,  p.  327)  que 

„ //-  r*  + r'“.  *) 

4 “ 2 ’ 

dont  il  vient  enfiu 

(\TII)  /=  r4T,«p//[20«*//»+15(fS-t-r'=*)‘— 3//*]. 

Ou  peut,  ä la  rigueur,  rendre  cette  expression  independantc  du 
rayou  R de  la  sphei'e. 

Pour  cela,  elevoiis  au  carre  les  deux  nienibres  de  l’egalite  evidente 
H=zb—o^  y/f*“  ,.s. 

nous  obteuons 

H--  = — — 

ou  

'2-^(K^7*)(RiZrr'-.)  ^ -211-  - 

Elevant  de  nouveau  au  carre,  ou  trouve,  apres  reductions,  que 
4/?*//*  = (rS-l-r’^)*  + 2r*{//*  — ,•'=*)-{- 2/-'2(ffä  — r*)  + //‘. 

Si  nous  snbstituoiis  cette  valcur  dans  (VIII),  nous  verrous  que 
(IX)  / = iiS:te//[10(,  = + c'=!)S4..0,-i(//-i— /i)-j-5»-'*(//*-  c^)+ 

21.  hiegrmeut  spfaeriqne  h uue  base.  Si  la  plus  jietite  base  cst 
nulle,  on  a r'  = 0 et  la  forinulc  lu'ccedonte  devieut 


*)  Cette  relatiuii  s’obticnt  d’aillctirs  facilcmciit.  Nous  avons  cn  eilet 
2r/  -=  27?*— 2:*, 
r*  = 7?*-ö*  = /?*-(=- 

r'*  = 7?*- A*  ~ 7?*-  ^ - .*-c77- 

’l'ou  on  lirc 
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(X) 

resultat  conformc  ä l’expression  donnec  par  Euler  dans  sa  Thco- 
ria  motus  corporum  solidorum,  cap.  VI,  probl.  42. 

Puisque  l’on  a 

= H(2R—H)  = 2RH—H^, 
cettc  cxpression  revient  aussi  il  la  suivante 

(XI)  / = T^nqH^{20R*—  15Ä//+  ZIP). 

22.  L'uue  des  bases  du  segmient  est  nu  grand  cerclc  de  la 
Sphäre.  Si  r = /?,  on  a »•'*  = R~  — 7/*,  ce  qui  transformc  la  for- 
mulo  (VIII)  dans  la  suivante 

(XII)  7 = .^nqllilhR^  — l07e*7/*+  37/^). 

77* 

23.  Segment  sym^trique.  Puisque  r ==»•',  on  a j * = 77* — -j-, 
ec  qui  donne 

15(r^+r'*)*  = 607?<  — ;iOÄ*77ä+>f77<. 

Snbstituant  dans  la  formulc  genörale  (VIII),  on  trouvc  quo 
(Xni)  7=  ,J,);»p/7(2407f*  — 4077*77» -f37/^). 

24.  Deml-spbdre.  Le  inoment  d’inertie  (XII)  deviont  celui  de 
la  demi-sphfere,  si  l’on  y pose  77  = 77,  co  qui  donne 

(XIV)  7=  ,^»p775=  gil777», 
oü  M d6signe  la  masse  de  la  demi-sphere. 

25.  Sphäre.  En  faisant  77  = 277  dans  (XI),  le  segment  devient 
la  Sphäre  entiere,  et  cettc  formule  donne 

(XV)  7 = f^nqR^  = p777», 
oü  jt7  oxprime  la  masse  de  la  sphere  entiere. 

26.  Secteur  spli7rique  pleiu.  II  so  compose  d’uu  segment  sphe- 
rique  ä une  base  et  d’un  cöne,  qni  a memo  base  que  le  segment  et 
pour  sommet  le  centre  de  la  spberc. 

Soient  »•  le  rayou  de  base  et  77  la  bauteur  du  segment;  la  hau- 
teur  du  cöne  sera  77  — II. 

En  d^siguant  par  1’  et  7"  Ics  momonts  d’inertic  de  ces  dcux 
corps  par  rapport  ü Taxe,  nous  avons  d’abord,  en  vertu  de  la  for- 
mule (X)  d’Euler, 

/'=  ,75np77(10r<  + .5r*77*-f  77<), 
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puis,  par  la  foruiulc  (IV)  du  cöuc 

II  nous  vieut  par  suite 

I = + ,A.  + br^H^  -f  //*). 

Puisque 

r*  = ff{2K  — J/)  = 

nous  avons 

= Ä//=i(4Ä=*  — 4Ä//+ //=*), 

4r^ +;>=•//*+  H*  = (r>'+//^)(4.-+//>*)  = 

Nous  obteuüus  duue,  oii  substituant 

/ = ^^7iQl{ffH\2Jt^—  12ff//+3//=*)  + 3\,«pÄ//*(87?//— 3//*), 
ou.  apres  reductions, 

(XVI)  / = i\nQll^J/Xoll— ll). 

Tel  est  le  niomuiit  d’iuertio  du  seeteur  spli6rique.  qui  cst  ter- 
mine  par  la  calottc,  a.vnut  //  pour  liautour. 

27.  Seeteur  sph^riqiie  erenx.  Si  lo  seeteur  spherique  est  la 
diÄercnce  de  deux  sectcurs  plein.s,  dont  les  hautcurs  respectives  sout 
II  et  H’,  oü  l’ou  a //  ^ • H\  le  momeiit  d’iuertio  du  solide,  par  rap- 
port  ä Taxe,  sera  evideinmeiit 

(XVII)  /-  ft7rp/t’==[3//( 

28.  t'urps  eiigreudre  pur  la  r^volutiuii  d'uu  segmeut  circulaire 
autour  du  diaiuHre  ineii^  par  l'iinc  des  extr^mit^s  de  Pare. 
Soient  AMB  l’ai'c  ilu  segmeiit,  Bü  Taxe  de  revolution  et  AC  la  per- 
pendiculaire  abaissie  de  siir  BO. 

Designons  par  I.  J"  les  momeuts  d’incrtic  des  solides  engcii- 
dres  par  la  revolution  du  seginent  AMBA,  du  seeteur  OAMBO  et 
du  trianglc  OAB  autour  de  OB. 


Nous  avons,  eii  posaiit  (/B  = B,  CB  = //,  AC  = r, 

/'=  ,%ngnnr-(\\R-n), 

r=  ,\:tQtHOC+CB)  = 


uu,  puisque  /•*  = H(2R  - H), 

/"  = ^\nQRII^(AR-—^RH^  //»). 


11  nous  vieut  donc 


^r,7tgR^H^(3R— 11)  — 47?//-f  W*), 
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c’est-ä-dirc 

(XVIII)  / = ii’s  nQRHHSR  — 3H). 

Si  C CSt  la  cordc,  qni  sous-tend  l’arc  g6n6ratcur  du  solide,  on  a 
C* 

R =»  ce  qui  donne 

(XIX)  /=  ÄVwec*iy(4c-— 3//*). 

29.  Solide  engendr^  par  la  r^volutlon  d’un  segnient  circulaire 
autonr  d’un  diamdtre  exWrleur.  Soient  7/  la  projection  de  l’arc  du 
Segment  sur  Taxe  de  rdvolution;  »•  et  r'  les  distances  des  extröinit^s 
de  cet  arc  ä Taxe.  Reprdseutoiis  i>ar  /'  lo  moment  d’inertie  du 
Segment  splierique  con'espondaut,  par  7"  ceini  du  tronc  de  cöne  qui 
a mfimos  bases  et  memo  hauteur,  enfiu  par  7 le  moment  d’inertie 
cherchd  do  notre  solide,  qui  est  la  differencc  eutre  ces  deux  corps. 
Nous  avons 

= Tk«P^^[207?*77*+15(r2 + »•'*)*—  377*], 

/"=  = TVnp7/(r*  + rV+rV'*  + rr'3+r'*). 

II  nous  vieut,  par  suite, 

7 = T^wpÄ-[207?*7/*+15(rS  + r'»)* 

— 12(r*  + rV+,-*r'»-f  ,r'3  + r'*)  — 37/*]. 
Mais  il  est  aise  de  voir  (luc 
15(,.»4-,.'2)ä_12(r*+rV+rVS  + tv'34-/'‘) 

■=■  3(r‘  — 4rV’-|~6r*r’'  — 4n‘'®-['’’’*)  = 3(r  — r')*. 

Donc  on  a 

(XX)  7=  + r')*  — 377*]. 

Si  l’arc  comraencc  ä Taxe,  on  n r'  = 0-,  et  coranic 

3r*  = 37/*(277  — 7/)*  = 127?ä7/s_  127/7/3+377*, 

il  vieut 

/=  tJjäpT/ (327/3//*— 127/7/3), 
ou 

7 = +ap7/7/3(87/  — 37/), 
comme  plus  baut  (n®  28). 

30.  La  eorde  du  segmeut  circulaire  est  parallele  b Taxe.  On 
a dans  cc  cas  »•  = »•',  ce  qui  reduit  la  formulc  (XX)  ii  la  siiivantc 

(XXI)  1^  fij,nQH^{20R^~'dJJ^). 

U“ 

Puisque  7/^  = r*+-j-.  on  a aus.si 
(XXII)  7=  «V«p773(10/-3+/r*). 
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VII. 

Evaluation  d’im  certain  detenninant. 

Par 

Georges  Dostor. 

1.  Nous  nons  propo8ons,  dans  cctto  notc,  do  simplificr  lo  de- 
tcnmnant 

— «1,  — ...  j 

— "m  *3  + *4+ •••  + *!  — •••  + + 

<•*+“54-— + **  + *.-,+  “+**~*3)  •••  ^'4  + ^‘.->  + •■■+**— ^‘3j’ 

<i]+(ig+...+a(i -I — «Ul  />i+Aj-)-...+Aii— 1— •/>«,  ...  /'j-j-Aj-j-...-)-/.'«—! — k„ 

dans  lequcl  la  loi  de  composition  des  termes  est  facile  ä saisir,  et 
qne  nous  reprösentorons  par 

2.  Posons 

“i+“s+ •••+“•' 4j+ij+ ... +/'i,  = 2Zt,  ... 

notre  determiiiant  pourra  s’öcrirc 

12^  — 2n„  2B~2b^,  ...  2A'— 2/.-,| 

2J  — 2fij,  ‘2B—'2b»,  ...  2Ä'— 

,2^  — 2(J3,  2B—2b^,  ...  2A— 2/v- 

I . . . ' ■; 

'2^1  — 2«h,  2B  — 2bn,  ...  2K-  2k„'. 

on,  par  la  uiise  eu  evidencc  du  l'acteur  2 daiis  Ics  « ligucs, 

A — «j,  B — bl,  ...  K — I.'i 
iA  — Of,  B — Äj,  ...  K — fcjl 
^ = 2«  ^-«3,  B-h„  ... 

A — oh,  B — b„,  ...  K-k„\ 
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Aax  6IenicutJ>  de  la  premiere  liguc  ajoutous  la  sommc  des  ele- 
mcnts  correspondauts  de  toutes  les  autrcs  ligncs,  nous  aurous 


hA  — 2A, 

..  «A’— 

■2A'-| 

A — u«, 

D — A.,  .. 

A'— 

il 

A— flj. 

B-A37  .. 

. K— 

*3  ’ 

A — a», 

K— 

X-H 

ct,  eu  divisaut  la  i>rcniierc  ligue  par  « — 2, 

A,  n,  ...  K 
,A  — • A 

J SB  (»  — 2):J"  — a,,  /i — Äj,  ...  K — Arjj' 

i • • • i 

li  Äj«,  ...  A— A'iil 


Dans  cc  determiiiaiit,  ictranchons  les  elemcnts  de  la  premiere 
liguc  lies  elemcnts  cuiTcspondants  de  toutes  les  autres  ligncs ; le 
determinant  deviendra.  apres  multiplicatioii  de  la  premiere  ligne  par  2. 


,-'A, 

in,  .. 

. 2A'j 

; — «i7 

— *s,  •• 

' ^*3 ! 

1 «37 

-*37  •• 

• -X»! 

— ««7 

. . , 

, -xj 

Si  nous  ajoutous,  anx  elemcnts  de  la  premiere  ligue,  la  sonime 
des  6l^mouts  de  toutes  los  autrcs  ligncs,  nous  aurons  entin 


«17  *17 

. . A*J  , 

«27  *27  • 

..  — iUi 

7 

1 

1 

«37  *37  • 

Xjj 

• . • 1 

rt||,  ■ 

..  — X-M 

Oj,  />J, 

...  X-,. 

• • X'ä 

d - (>i-2)(- 

i)"-'  i«3,  *37 

1 B B . 

...  X-aj- 

1 

^11} 

...  x-,j 

3.  Ainsi  Ic  determinant  du  troisieme  urdre 

Oj-f-Oa  — "n  — *i7  — r,| 

^ = "3  + — "ä7  *3  + *1  — *t)  ^3  + 

'«!+«*  — «37  + ''i  — *37  ‘‘j  + C»  — Cs! 


revient  ä 
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i"l  *1  C|1 

= 2-  ja, 

^*3  ^3  *’a 

ce  qu’U  CSt  aise  de  verifier  directenient. 


En  eftct,  si  l’on  ajonto  la  preinU-rc  lignc  chacunc  des  dcux 
suivantes.  on  obtient 


l«*+«3  — «D 

**+*3 *11  <’i+<’3 «^li 

2ü3, 

2*31 

2i'3  i. 

! 2«„ 

2*., 

2es  1 

«Ä+"3-«l> 

*3  + *3 *11  ‘-'*  + ‘^3 <^11 

^ =.  2» 

«3, 

*31 

Ca  j. 

Oi, 

*ii 

<■*  1 

II  snftit  ici  d’ajoiiter  t'i  la  preraiere  ligiie  la  sonimc  des  dcux 
autres,  ponr  trouver  que 

i <*1)  *-’i 

^ = 2-  j Oj  Ä.(  C.j 

! 

oa 


J 


2* 


^ 

(lg  Cjj. 

’h  ^3  ^s' 
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Vlll. 

Untersuchungen  über  kürzeste  Linien. 


Von 

R.  Hoppe. 


Hat  man  auf  einer  Flädie  eine  stetige  Sebar  Kürzester,  welche 
von  einer  stetigen  Scliar  geodätischer  Parallelen  rechtwinklig  ge- 
schnitten wird,  so  ist  in  jedem  Schnittpunkte  die  Binormale  der  er- 
stem identisch  mit  der  Tangente  der  letztem,  und  umgekehrt  ist  Jodes 
orthogonale  Curvensystem  auf  einer  Fläclie.  von  der  Figenschaft  dass 
die  Binormalen  der  einen  Schar  mit  den  Tangenten  der  audern  zu- 
sainmenfallcn , orthogonal  geodätisch.  Dieser  Umstand  gestattet  uns 
das  Problem  der  Kürzesten  von  der  h'lächcnthcorio  abzulösen  und 
ausschliesslich  auf  dem  Boden  der  Curventheoric  zu  hchaudelu.  Wir 
betrachten  daher  die  Fläche  nicht  als  gegeben,  sondern  erteilen  einer 
Cunc  eine  solche  Variation,  dass  sie  Kürzeste  auf  der  von  ihr  er- 
zeugten Fläche  wird. 


1.  Ent  Wickel  ungsformcln. 


Der  Bogeu  einer  Curvc  sei  u,  die  llichtungscosinus  ihrer  Tan- 
gente /,  V,  Ä,  ihrer  Hauptuormale  /',  </',  //,  ihrer  Binormale  /,  m.  n. 
Betrachtet  man  diese  9 Grössen  als  ein  beliebiges  Orthogonalcoef- 
ficientensystem , das  mit  einem  (von  u unabhängigen)  Parameter  v 
variirt,  so  erfüllen  ihre  partiellen  Diffcreutialquotienteu  die  Kclationcn : 


_j_  I 


0 
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dl  dm  dn 

^g;;+’"0r  + ’‘dr^^ 


/i+. 

+ 

«wa 

11 

'Z+- 

U. 

+ • 

f'%+ 

ans  denen  ihre  Werte  einzeln  hci^orgehcn.  Ihnen  znr  Seite  wollen 
wir  die  partiellen  Diiferentialqnotienten  in  Bezng  anf  « stellen  gemäss 
ihrer  Beziehung  zur  Cnnc.  Sei  n die  KrOmmnng,  p die  Torsion; 
dann  erhält  mau; 


Sf 

ft; 

ih 

= iv^l  — te»f 

s/'  , , 

Sf 

Sv 

= Ifj/" — tri 

dl 

Sl 

d u = - 

Sv 

Sv 

1 

II 

nebst  den  Analogen  bezüglich  auf  die  g und  s Axe. 

Diffcrcntiirt  man  die  Gleichungen  links  nach  v,  die  rechts  nach 
«.  so  ergiebt  die  Identität  der  Resultate: 

(ö!  + £ “ ’*"■•)  ' “ ® f 


Sfi  , Sw 
ft,  + F. 

8«’,  , _ f, 
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Bf  ft:  C 


Aftr  ImrzjtOt  f imim. 


^ 2.  f:b«<  (-rTkcroBtl  fcoditiscken  Systems. 

Sei  m Pu-VKier  <kr  Kärrc-s^ea  r = coasj..  aml  r Parameter 
ikrer  onkoci«air-a  Tra^c^^örs.  d i der  fe<odä!iseheii  Parallelen 
> = Sedera  der  PcLki  :ryz)  mit  «■  is  der  Rkktang  der  Binor- 

■ak-  ikr  Kfemesiea  rarnrt.  kat  maa; 


Nimmt  man  die  Sunme-  «kr  «^aadrate,  so  eriteuit  man,  dass  icubr 
«las  Fläcbeaclement  «larstcBt.  Diese  «^Mnemsdie  Bedeutung  von  t 
kommt  indes  hier  nkht  in  Betracht:  vielmehr  ist  ( eine  unbekannte 
Fsn«'tion  von  ■ nnd 


IHferentiirt  man  die  Gl.  (o)  naih  w.  so  kommt: 


Cf'  o»  , 

-■  = . 1 — f>j  ; ete. 
Cr  O. 


daher  nach  (1)  rechts 


rt  . 

CM  ' 


JetTt  werden  die  Gl.  (2): 


j'+risiK 

CC  CH  ' ^ CH 

cp  ?K  Cf 

CV  • Cu  * CH 

Eh'minirt  man  rr.  so  erhält  man: 

5«  I o 

^ + 2p5 — h ^ 
or  p«  r« 


3p 


ct 


Q*1  — 


ä«» 


(4) 


(:•) 


(C) 


(7) 


Nach  Elimination  von  t würde  eine  Bedingungsgleichung  übrig  blei- 
ben, welche  die  Krümmung  nnd  Torsion  der  Cure  •«,  sofern  sie  mit 
e variiren,  von  einander  abhängig  macht.  Es  fragt  sich,  ob  diese, 
notwendige  Bedingnug  auch  ausreichend  ist. 


Zur  Untersuchung  sei  angenommen,  dass  jv,  p.  i als  F ntytioncn 
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von  M,  t)  bestimmt  seien,  die  den  Gl.  (6)  (7)  gcnQgeu.  Dann  lässt 
sich,  mit  Absehen  von  /,  für  jedes  v eine  Curve  bilden,  deren  Bogen, 
Krümmung  und  Torsion  m,  w,  q sind.  Deren  Lage  im  Raume  wird 
durch  G willkürliche  Functionen  von  o bestimmt;  nehmen  wir  diese 
als  stetig  an,  so  ergeben  sich/,  l und  die  Analogen  als  stetige 
Functionen  von  «,  r,  welche  nach  §.  l.  die  Gl.  (1)  und  (2)  befriedi- 
gen. Setzt  man  zur  Abkürzung 

und  snbtrahirt  die  Gl.  (2)  von  den  Gl.  (6)  (7)  ergänzt  durch  (8),  so 
kommt: 


8(p<—  (f„)  \ 

dti  ^ \3u 

d(T — ic)  (dt  \ 

'8ir 

I;  (!.-*'•») 


p(e<— "•*)  — «(  7’—»'') 


Hiernach  stehen  die  3 Grössen  T — »r,  gt—ir^,  in  derselben 

Relation  wie  /,  /,  f nach  den  Gl.  (1)  links.  Folglich  genügen  den 
Gl.  (9)  die  Werte: 


— ir,  ■== 


wo  p,  Pf,  p.  willkürliche  Functionen  von  ^ sind.  Vorstehende  Glei- 
chungen sind  die  allgemeinste  Lösung  des  Systems  (9);  denn  wenn 
man  zwischen  den  Gl.  (1)  links  2 der  Grössen  /,  /,  f eliminirt,  so 
erhält  man  eine  lineare  Gleicbnng  3.  Ordnnng  für  die  dritte,  deren 
vollständiges  Integral  bekanntlich  immer  in  der  Form  (10)  ans  3 ver- 
schiedenen Spcciallösnngen  znsaiomengesetzt  werden  kann.  Setzt  man 

Cf 

^ 0,  -SO  «inj  ^ and  .r  and  diest'  BeU- 

- Ch  * 

tioneu  waren  ansr»-icbewi  nr  ronstmetion  der  Fläche. 

Hiermit  ist  bewiesen.  jetie  I^ösong  des  Gleich ungspares  (0) 
(7)  mindestens  einer  lläciK:  futs]*richt.  auf  wekber  die  Conen 
const  Kürzeste,  dk  f orveu  k = oontl.  ge«jdäti‘idie  FaralJeleu 
■fedfaid,  and  w,  r die  gesawate  geomerrisebe  Bedentxng  Laben,  so  das« 
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1,  0, 


Ö4 


die  Fnndamcntalgrüssen  1.  Ordnung  auf  jener  Flüche  darstellen,  d.  li, 
dass  ein  beliebiges  Linicnelenient  ds  den  Ausdruck  hat: 

0**  = 


§.  3.  Ergebnisse  aus  den  vorigen  Bestimmungen. 

Unterscheidet  man  die  Bestimmungsstücke  der  Curvcn  n = const. 
durch  den  Index  1,  so  sind  die  Richtuugscosinus  ihrer  Tangente 

/■,  = /;  etc.  (11) 

Hieraus  ergeben  sich  durch  Differentiation,  wenn  man 

IC  <=  p cosv;  ir,  = (*sinr 

setzt,  die  ihrer  Hauptnormalc 

/,'  = /'cos »'  — /sin  V ; etc. 
zugleich  mit  ihrer  Krümmung 

tdr  t 

daun  aus  (11)  und  (12)  die  ihrer  Biuormale 

/,  = — /'sinv — /cosv;  etc. 
und  durch  neue  Differentiation  ihr  Torsionswinkel 

= V — y «Cg  0c 

Ferner  erhält  man  leicht  durch  partielle  Differentiation  der  Coor- 
dinateu  die  Werte  der  Fundamentalgrössen  2.  Ordnung  der  Fläche: 

K ==  w;  ff  =«=  tic  (16) 

hieraus  die  Summe  und  das  Product  der  Hauptkrümmnngen 


(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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§.  4.  Bedingung  verschiedener  Flächen  fttr 
gleich  bestimmte  Kürzeste. 


Durch  Bogen,  Krümmung  und  Torsion  ist  die  Curvc  u in  sich 
bestimmt,  aber  nicht  ihre  Lage.  Es  bleibt  daher,  auch  wenn  n,  9 
in  u,  p gegeben  sind,  denkbar,  dass  die  Curve  verschiedene  Flächen 
erzeugen  kann.  Existirten  2 solche  Flächen,  so  müssten  2 Wert- 
systeme von  «•,  «•*  für  gegebene  ji,  q die  Gl.  (2)  befriedigen.  In 

§.  2.  ist  gezeigt,  dass  dann  die  3 Differenzen  die  Fonn  (10)  haben 
würden.  Die  rechten  Seiten  von  (10)  gehen  aber  über  in  fio/i,  Hofüi 
Itofi,  wenn  /*,  /*,/»'  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  Biuormale, 
Hanptnormale  der  Curve  u gegen  eine  gewisse  neue,  mit  v variirende 
Axe  bezeichnen.  Jetzt  kommen  die  Bestimmungen  (4)  hinzu.  Sind 
also  t und  die  entsprechenden  Werte  von  t,  so  muss  sein 

= f'o/s*;  9*1  = Mof*  (19) 


ft  — *1*  i 2*  — - (20) 

Differentiirt  man  die  Gleichung  nach  u und  eliminirt  so  kommt: 


woraus: 
das  ist 


/■*  = {9(14-**)-!^}^ 


oder,  wenn  man 


setzt: 


* = tgt;  tgij 


ft  = h 


ac 

~ jrcosf 

tg*? 

cosj 


Dies  verbunden  mit  (20)  und  der  Gleichung 
ergiebt  die  Werte: 

/,  = sin»;;  /,  = cosi/cosf;  /■*'=  costjsinJ 


(21) 

(22) 


(23) 


Nimmt  man  zu  der  betrachteten  Axe  der  x«  zwei  orthogonale  Axen 
der  y,  und  s,  hinzu,  so  findet  man  nach  bekannter  Methode*)  die 
entsprechenden  Werte: 


•)  Hoppe,  Curventh.  §.  8.  Arch.  LVI.  p.  59. 

nv.  " 

T 

y 


5 
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ffa  •=■  cosjjcosqp;  Aj  = cosTjsinqp 
m^  = — sint/cosfcosgj  + siufslnqj 
fig  = — sin  cos  f sin  — sin  f cos  qs 
gt  = — sin  ij  sin  fcos  gs  — cos  fsin  g> 
Aj'==  — sinijsintsiny-f'COsJcosqp 


wo 


costjtgt 


»-/< 

zngleich  aber  den  KrUmmungs-  nnd  Torsionswinkel 

^ = y siTr  üf- 


(24) 


(25) 


welche  beide  von  der  Coordinatenaxeulage  unabhängig  sind,  daher 
mit  den  durch 

dt  _ 0d 

**  du’  ^ du 

bereits  bestimmten  übereinstiramen  müssen.  Es  fragt  sich  nun,  ob 
die  4 Gleichungen  (21)  (25)  vereinbar  sind.  Nach  ihnen  ist 


ds 

. 0 1 ^ du 

^tg?  = g--;  tg,,=  — 


(26) 


3»;  ■ y. 


Die  letzte  Gleichung  ist  das  Product  der  2 vorhergehenden,  kommt  da- 
her nicht  in  Rechnung.  Doch  kann  mau  aus  ihr  ein  Integral  gewinnen, 
indem  man  für  tgf  als  Factor  von  q seinen  Wert  setzt;  dann  kommt: 


integrirt : 


cosijcosJ;  =j/j  (*  Fnnct.  v.  v) 


Ferner  ist  nach  der  2.  Gl.  (26) 

es 


du 


= p — «tgi? 


(27) 


(28) 


Differentiirt  man  mit  Anwendung  der  so  erhaltenen  Werte  von  di/, 
0J  Gl.  (27),  so  kommt: 


Ö / 

■ e cos  »j  sin  {;  = 1^/^  oder 
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cos  t;  sin  f 


1 dg 

‘jy  tgi  du 


(29) 


mul  als  Summe  der  Quadrate  von  (27)  und  (29): 


C0X,-l{,  + 4-’,(®')'}  (30) 

Dies  differentiirt  giebt  gemäss  dem  Werte  von  dtj: 

o - . . iap(,  . 1 5*P  3 fSgy} 

-2^sin»?cosi,siu5:=  + ) 

das  ist  nach  Gl.  (29): 


Ttsin  t] 


2'y  egt  ) 


2p»+ 


d^g 

OM* 


£ 

2p 


Entwickelt  man  noch  den  Wert  von  sin  jj  aus  Gl.  (30),  so  findet  man 
schliesslich : 


v+H-lfT 

p4(t-e)p^-  (gfj 


(31) 


Diese  Relation  zwischen  u,  n,  g i.st  demnach  notwendige  Bedingung 
dafür,  dass  mehr  als  ein  Wert  von  t die  Gl.  (G)  (7)  befriedigt,  dass 
also  mehr  als  eine  i'läche  für  dieselben  «,  «,  g oxistirt.  Ist  sie  aber 
erfüllt,  so  vertritt  sie  eine  der  3 Gl.  (26),  die  beiden  übrigen  können 
durch  f)  und  t erfüllt  werden;  folglich  ist  (31)  ausreichende  Bedin- 
gung dafür,  dass  sich  ein  bekannter  Wert  t auf  erweitern  lässt. 
Kuu  ist  nach  (19)  (23)  (27) 

#*«  jf*0 

- Q 

daher  erweitern  sich  t,  ic,  icj,  ic*  auf 


' + 


y«  • 

Vtg' 


w 


J*P_  . 

2y  tpi 


2y£pi0it’ 


§.  5.  Ebene  Kürzeste. 

Da  g öfters  als  Divisor  vorkommt,  so  ist  der  Fall  p = 0,  wo 
die  Kürzeste  eben  ist,  besonders  zu  behandeln.  Derselbe  hat  um  so 
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mehr  Interesse,  weil  hier  die  Gl.  (6)  (7j  sich  autlösen  lassen,  und 
eine  entwickelte  Darstellung  der  Fläche  möglich  ist. 

Für  e = 0 reducirt  sich  Gl.  (6)  auf 

daher  ist  n Function  von  u allein,  und  alle  Curven  n congruent. 
Gl.  (7)  wird: 


Bt  d (I  B*t\  ^ 
**  8m  \«  du*)  ~~  * 


Führt  man  den  Krümmnngswinkel 

r =/  nBu 

und  die  bereits  in  §.  1.  und  2.  gebrauchte  Grösse 


ct 

du 


ein,  so  lautet  die  Gleichung: 


I r. 

«•l  + -0^*  = 


und  giebt  nach  Integration: 

8 F , , I 

0,7“s(*  — 

wo  F und  willkürliche  Functionen  von  v sind.  Eine  solche  müsste  > 
auch  als  Addend  in  t enthalten  sein;  da  sie  aber  mit  ^ verschmilzt,  ' 
so  betrachten  wir  x als  reine  Function  von  u. 

Ferner  folgt  aus  (4),  dass 


ICj  = ü 

demnach  aus  der  3.  Gl.  (2),  dass 

8ir,  dV  . . 


Dies  verglichen  mit  den  Werten  in  §.  3.  zeigt,  dass 

8r 

^ = ^5  v = R-t+if; 
daher  nach  Gl.  (13)  und  (15) 

Ti  = F;  #1  = 

ist,  wenn  man  dabei  beachtet,  da.ss  die  Gl.  (13)  (15)  über  einen  in 
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Tj  and  in  enthaltenen  von  m abhängigen  Addenden  nichts  bestim- 
men, and  festsetzt,  dass  r,  und  reine  Functionen  von  c sein  sollen. 

Jetzt  hat  man: 

~ ^ 5 «c,  = 0 (32) 

Sofern  die  Parameter  u,  v hier  durch  r,  Tj  vertreten  werden  kennen, 
gehen  die  Formeln  (1)  über  in 

Bf  Bf* 

är  “ ai,  “ fcos(T— ^,)  (,'J3) 

ö/'  3/' 

3/  3(  , . 

= U 3^  ^ sin(T  — »,)— /cos(r  — Oj) 

Hiernach  sind  die  Grössen 

/•,  ■=  /;  etc.  (.34) 

Doabhängig  von  u.  Differcntiirt  man  sic  nach  t,,  so  erhält  man  ge- 
mäss der  letzten  Formel: 

/i'  = /'sin(r — d,) — /cos(r  — #,);  etc.  (nnabh.  v.  u) 
and  in  Verbindung  mit  (34): 

= — /'cosft  — ^,)  — fam(t  — ^,);  etc.  (nnabh.  v.  «) 

vorans ; 

/= —/i'cos(r  — &,)  — /,  sin(r~d,);  etc.  (35) 

/'■= /■,'sin(t  — ^i)  — 4,cos(r  — ^,);  etc. 

Ferner  ist 

3t  3t, 

g-  C08(r-^.) 

woraus  durch  Integration: 

B Bv 

t,  = -g--’  / 3mcos(t — (*’o  ^ct.  V.  r)  (36) 

^'an  hat  man: 

3x  = y3«-f-I/3»;  ctc. 

4»hcr  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  t: 

* = / 43t,/3uco8(t — ^,)4" /l3oo-|- 
oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 


Digilized  by  Google 


7ü 


Uoppt:  Unlersuchungtn  ühtr  kürzcsU  Linitn, 


S <=//8t,cos^,;  r = //ct, sin&,:  *o=//i^’o 

setzt: 

* = S / ducosT T y?ttsinT  + Zfl-|-/'{u) 
und  nach  Differentiation  in  Bezng  anf  m: 

f = ScosT-f-  rsini-f-^^C«) 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  (35)  rücksichtlich  seiner  Form 
in  r,  so  ergiebt  sich: 

S = /,  sin  — //cos 

— ijCOS^i  — //sin^, ; F'(u)  = 0 

Folglich  sind  die  definitiven  Gleichungen  der  Fläche: 

X = xq — /i'/c»tcos(r  — &,)  — /,/8usin(T  — ■&!);  etc.  (37) 

Hier  sind  sq  die  Coordinaten  eines  Punktes,  der  von  beliebigem 

Anfang  bei  variircml'^m  v in  der  Tangentialrichtnng  der  geodätischen 
Parallelen  um  willkiii liehe,  aber  allen  gemeinsame  Bogenelemente  3f0 
fortrückt. 

Die  Fläche  ist,  wie  gleich  anfänglich  durch  geometrische  Be- 
trachtung erhellen  konnte,  eine  beliebige  Canalfläche,  erzeugt  von 
der  ebenen  Curve  u,  indem  sich  jeder  Punkt  normal  zu  ihrer  Ebene 
bewegt. 


§.  6.  Schraubenlinie  als  Kürzeste, 


Ein  zweiter  Fall,  wo  die  Gl.  (6)  (7)  sich  leicht  integriren  lassen, 
ist  der,  dass  n nnd  q unabhängig  von  « sind;  die  Curven  sind  dann 
Schraubenlinien.  Führt  man  die  Krümmungsbreite  A und  den  Tor- 
sionsbogen a ein,  so  dass 


e 


3t 


= tgi; 


3».* 


/3oy 

\8»/ 


also 


3<r  , • 1 / 1-  • , 

n—  g^^cosA;  p = g— sinA  («  linear  m «) 


wird,  so  geht  Gl.  (6)  über  in 


8*0  , 8o  3A  . , , Jt  da  . , 

s-ö-cosA — 2 ^smA-t-a«  ^ sinA 
oitcv  au  de  du  du 


0 


daher  ist  auch  i linear  in  u,  verschwindet, 
sich  auf 


und  Gl.  (7)  reducirt 
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0*(i  Ba  dl  Bl  Bo  cos  2A 

q'  n Sin  Ä~  «'■  cos  o i\  Ä"  0 

ouov  ' CU  OU  CU  Bis  COS  A 

Beide  Glcichangcn  verbinden  sich  zu 
0*<J  , 0(J 

0U0P  0u  8u  ^ 

, Bl  8t 

00  0Jt 

woraus  nach  Integration: 

t = <n  + (^0  Function  von  ») 

00  cos  l 

0it  constant) 


(38) 

(39) 


Jetzt  wird 


0 = 0(|-f--cosA  (0(,  Fct.  V.  v) 


cos^A  sin  A cos  A 

;t  = “ — ; e = 


(40) 


(41) 


c c 

Ans  der  2.  Gl.  (1)  links  erhält  man  durch  neue  Differentiation: 
0V' 


= — (’'"*+ eV'  oder 
ö“*/' 

00*+^'  = ^^ 

wovon  das  allgemeine  Integral  bei  constantem  o lautet: 


(42) 


/■' = o,  cos  o+oj sine  (e„  Fct.  v.  o)  (43) 

Dies  differentiirt  nach  o hei  constantem  v giebt: 

i sin  A — /■  cos  A = — o,  sin  o + cos  o)  (44) 

Ausserdem  findet  man  durch  Elimination  von  f'  zwischen  der  1.  und 
3.  Gl.  (1)  links: 

a cos  A + „ Sin  A = 0 
Ch  ' on 

und  nach  Integration: 

IcosA+Z’sinA  = o,  (Fct.  v.  o)  (4f>) 


Die  Quadratsumme  der  3 Grössen  (43)  (44)  (45)  muss  “ 1 sein;  da- 
her ist  ■ 

ri*+es*+i’3^  = 1 

Sei  um  dem  zu  genügen 
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0,  = sin  I sin  ft ; = sintcosft;  r,  = cos* 


dann  wird 


f = — sin* cosicos(ff+fi)-|-  cos i sin  1 
l = sinrsinilcos(a-}-ft) 1 

/■'=  sinisin(<f-|-f*) 


Diese  Werte  haben  noch  die  Gl.  (1)  rechts  zu  befriedigen.  Hier 
ist  nach  (4)  (39) 

, (a  “4-  , \ 

iCj  = i ; ir,  = sin  A COS  A i 

/ (47) 

to+li’u  . „ ( 

,c  == 8in*i  I 

c / 

Nach  Einftthrnng  in  die  erste  derselben  erhält  man: 

— t'{co8f<<)sAcos(tf-|-fi)-4-sintsinAj-}-A'i 


-f-y'cos  A ft’ — “ A’sin  A^  = A'/  — f 


’l  — f>  “sinAcos A 
c 


Nach  Hebung  identischer  Terme  bleibt  nur  ein  Term 

— r'sin  t sin  A 

welcher  keine  periodische  Function  von  n zum  Factor  hat;  folglich 
ist  t'=0,  und  cs  bleibt: 

<Jo'+f*'  = — -®8inA  (48) 

Sei  tfo+f*  = »;  dann  hat  man: 

0 = 0» — ft  + ^cosA  (49) 


,,  ca 

t = A’m : — 5 

sin  A 


Die  analogen  Grössen  für  /,  /,  f'  müssen  nun  der  Gl.  (42)  gleich- 
falls genügen;  sie  können  sich  daher  nur  durch  die  Werte  der  Intc- 
grationsconstanten  r,,  e,,  r,  oder  r,  ft  unterscheiden.  Gl.  (48)  zeigt, 
dass  ft'  sich  stets  gleich  bleibt,  also  ft  nur  constanto  Incremente  be- 
kommen kann.  Diese  sowol  als  die  Werte  des  constanten  e bestim- 
men aber  nur  die  Lage  der  Gesanimtfigur  im  Raume.  Es  genügt 
daher  ihnen  die  bequemsten  Werte  bcizulegen,  welche  das  System 
der  9 Ricbtungscosinus  orthogonal  und  die  Detenninante  = -|- 1 
machen.  Dies  geschieht,  wenn  wir  in  Betreff  der  x,  y,  * bzhw.  für 


{,  ft  setzen: 
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(0,  fl)  (R,  fl)  (R,  fl  — R) 

dann  gehen  die  Gl.  (46)  mit  Anwendung  von  (49)  Ober  in 

^ , , /ucosi  , \ . /ticosi,  \ 

/=8ini;  g = — cosAcosI — r“)i  * = — cosisml — - — rmj 

■ , /ucosi  , \ . /ucosi  , \ 

2 = cosi;  m = smicosl — h“);  u = smisinl — |-e#l 

,,  n , . /ucosi  \ /ucosi  , \ 

/■  = 0;  <7  = ^ h“ j > A — = — cos^— ^ h«» j 

Ausserdem  hat  man  nach  (50): 

sini 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

X = y(/3u-}-ft?!)) 

nnd  in  die  analogen  ein,  so  findet  man: 

* = iisini— c /3wcoti 


. /ucos  i , \ 

y = — csxn  I — 10  1 

(ucosi  , \ 


ecos 


Statt  ca  kann  man  auch  v schreiben.  Die  Fläche  ist  ein  Rotations- 
cjlinder.  In  den  Linien  v = const.  sind  im  ganzen  alle  möglichen 
Kürzesten  enthalten. 
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IX. 

Lösung  einiger  Aufgaben  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Von 

Simon  Spitzer. 


Aufgabe  1.  Drei  Personen  A,  IS  und  C machen  ein  Spiel. 

Jede  Person  erlegt  den  gleichen  Einsatz  Diejenige  von  diesen 

drei  gleich  gut  spielenden  Personen,  die  zuerst  drei  Spiele  gewinnt, 
bekömmt  den  ganzen  Einsatz  Äf. 

Nach  einiger  Zeit  hat 

die  Person  A 2 Spiele 
IS  2 

C 1 Spiel 

gewonnen.  Und  nnn  unterbrochen  sie  das  Spiel.  Wie  ist  der  Ein- 
satz M zu  teilen?  Wieviel  gebührt  der  Person  A,  wieviel  der  Person 
B und  wieviel  der  Person  C? 

Auflösung.  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  denke  man  sich,  die 
3 Spieler  spielen  noch  ein  Spiel.  Dieses  kann  sowohl  der  A,  als  der 
ß,  als  der  C gewinnen,  und  da  alle  3 Spieler  gleich  gut  spielen,  so 
ist  die  W’^ahrscheinlichkcit  zu  gewinnen  für  alle  3 Spieler  die  gleiche. 
Gewinnt  A,  so  hat  A 3 Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  daher  der 
ganze  Einsatz  M-,  B und  C gehen  leer  aus.  Gewinnt  ß,  so  gebührt 
ihm  der  ganze  Einsatz  M\  A und  C gehen  leer  aus;  gewinnt  endlich 
C,  so  hat  jeder  der  Spieler  zwei  Spiele  gewonnen,  und  es  ist  klar. 


X 
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dass  in  diesem  Falle  jeder  der  3 Spieler  seinen  gemachten  Einsatz 
~ zorackcrhält 

Der  A erhält  also  entweder  den  ganzen  Einsatz  M,  oder  gar 
nichts,  oder  er  erhält  und  da  für  ihn  jeder  der  3 Fälle  gleich 
wahrscheinlich  ist,  so  erhält  er 

Der  B hat  offenbar  den  gleichen  Anspruch  auf  den  Einsatz  wio  der 
A,  ihm  gebühren  daher  auch  $3/;  dem  C bleibt  sonach 

Aufgabe  2.  Nehmen  wir  wieder  au,  dass  3 Personen  unter 
den  in  der  früheren  Aufgabe  gegebenen  Bedingungen  spielen,  dass 
aber  nach  einiger  Zeit 

die  Person  -1  2 Spiele 
B 1 Spiel 
C 1 

gewonnen  hat.  Wie  ist  in  diesem  Falle,  wenn  das  Spiel  unterbrochen 
wird,  der  Einsatz  zu  teilen? 

Anflösung.  Denkt  man  sich  wieder,  dass  noch  ein  Spiel  ge- 
spielt wird,  so  kann  dieses  der  A oder  der  B oder  der  C gewinnen. 

Gewinnt  A , so  gebührt  ihm  der  ganze  Einsatz  A/,  der  B und 
der  C gehen  leer  aus. 

Gewinnt  B,  so  hat  der  A 2 Spiele,  der  B 2 Spiele  und  der  C 
1 Spiel  gewonnen,  nach  Aufgabe  1.  gebührt  daher 

dem  A Af 

- B JA/ 

- C JA/ 

Gewinnt  endlich  C,  so  hat  A 2 Spiele.  C 2 Spiele  und  B 1 Spiel 
gewonnen,  nach  Aufgabe  1.  gebührt  daher 

■ dem  A JA/ 

- hM 

- C JA/ 

Es  hat  demnach  A Anspruch  entweder  auf  den  ganzen  Einsatz  A/, 
oder  auf  JA/,  also  gebühren  dem  A 
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Die  beiden  andern  Spieler  haben  sich  in  den  restirenden  ^^3/  aaf 
gleiche  Weise  za  teilen,  es  gebührt  demnach 

dem  A \i[M 

- B 

- C ^M. 

Aufgabe  3.  Nehmen  wir  wieder  an,  dass  die  3 Personen  unter 
den  bei  den  früheren  Aufgaben  gegebenen  Bedingungen  spielen,  dass 
aber  nach  einiger  Zeit 

die  Person  A 2 Spiele 
B 2 - 

C kein  Spiel 

gewonnen  hat,  wie  ist  in  diesem  Falle,  wenn  das  Spiel  unterbrochen 
wird,  der  Einsatz  zu  teilen? 

Auflösung.  Denkt  man  sich  wieder,  dass  noch  ein  Spiel  ge- 
spielt wird,  so  kann  dies  der  A,  der  B oder  auch  der  C gewinnen. 

Gewinnt  A,  so  hat  er  3 Spiele  gewonnen,  ihm  gebülirt  daher  der 
Tolle  Einsatz  M,  B und  C gehen  leer  aus. 

Gewinnt  der  B,  so  hat  er  3 Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  da- 
her der  volle  Einsatz  M,  A und  C gehen  leer  aus 

Gewinnt  endlich  der  C,  so  hat  nach  der  Isten  Aufgabe  der  A 
Anspruch  auf  der  B gleichfalls  auf  f)AI,  der  C aber  hat  blos  An- 
spruch auf 

Es  hat  demnach  der  A Anspruch  entweder  auf  den  ganzen  Ein- 
satz M,  oder  auf  gar  nichts,  oder  auf  ^M\  cs  gebtthrem  demnach 
dem  A 

i(3/-fO+JA/)  = i43/ 

eben  so  viel  gebührt  auch  dem  B,  und  somit  bleibt  für  den  C blos 
,VA/. 

Aufgabe  4.  Nehmen  wir  nochjnals  an,  dass  3 Personen  unter 
den  in  den  früheren  Aufgaben  gegebenen  Bedingungen  spielen,  dass 
aber  vor  Auf  hören  des  Spieles 

die  Person  A gewonnen  hat  2 Spiele 
B - - 1 Spiel 

C - - kein  Spiel 

wie  ist  in  diesem  Falle  der  Einsatz  zu  teilen? 


Digitized  by  Google 


Spitzer;  Lösung  einiger  Aufgaben  a.  d.  fVakrsdieinlidikeittrtchnmg.  77 


Auflösung.  Wird  noch  ein  Spiel  gespielt,  und  gewinnt  dies 
der  A,  so  gebührt  ihm  der  ganze  Einsatz  M,  B und  C gehen  leer  aus. 


Gewinnt  der  B,  so  ist  nach  der  früheren  Aufgabe  der  Einsatz 
so  zu  teilen,  dass 


erhält. 


der  A ha/ 

- B ha/ 

- C jyA/ 


Gewinnt  der  C,  so  ist  nach  der  zweiten  Aufgabe  der  Einsatz  so 
za  teilen,  dass 

der  A JjA/ 

- B 

- C 

erhält. 

Es  hat  demzufolge  der  A Anspruch  entweder  auf  den  ganzen 
Einsatz  M oder  auf  HA/  oder  auf  HA/;  demnach  hat  A Anspruch 
auf 

i(A/+HA/+HA/)  = HA/ 

Der  B hat  Anspruch  entweder  auf  gar  nichts,  oder  auf  HA/  oder 
auf  ^A/,  somit  auf 

4(0+HA/+AAf)  = iM 

Der  C hat  Anspruch  entweder  auf  nichts,  oder  auf  oder  auf 
und  da  diese  3 Ansprüche  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  er- 
holen werden  können,  so  gebührt  dem  C 

4(0+jSA/+AAf)  = ^A/ 

Es  gebühren  demnach 

dem  A ha/ 

- B %M 

- C ^M. 

Aufgabe  5.  Fünf  Personen  A,  B,  C,  D und  E spielen,  und 
wir  nehmen  an , dass  bei  jedem  Spiele  2 Personen  gewinnen , und  3 
Personen  verlieren*).  Diejenige  von  diesen  fünf  gleich  gut  spielen- 
den Personen,  die  zuerst  3 Spiele  gewinnt,  bekömmt  den  ganzen  Ein- 


*)  Man  kann  lieh  das  auf  folgende  Art  denken.  In  einer  Urne  werden 
S »eiise  und  3 schwarze  Kugeln  gelegt.  Die  5 Personen  nehmen  jeder  blind- 
lisgi  und  gleichzeitig  eine  Kngel  ans  der  Urne.  Diejenigen  Personen , welche 
veisse  Kugeln  gezogen,  gewinnen,  diejenigen  Personen,  welche  schwane  Kngeln 
gMogen,  verlieren. 


Digilized  by  Google 


78  Spitzen  iJimng  einiger  Aufgaben  a.  d.  VTahrseheinlichtceiisreehnung. 

Satz  M-,  sollten  aber  2 Personen  gleichzeitig  3 Spiele  gewinnen,  so 
erhält  jede  derselben  den  halben  Einsatz.  Nach  einiger  Zeit 

hat  die  Person  A 2 Spiele 

- - - B 2 - 

- - - C 2 - 

D 1 Spiel 

- - - £ 1 - 

gewonnen,  nnd  nun  unterbrechen  sie  das  Spiel.  Wie  ist  der  Einsatz 
M zu  teilen?  Wieviel  gebtthrt  jeder  der  5 Personen? 

Auflösung.  Man  denke  sich,  dass  die  5 Spieler  noch  ein  Spiel 
machen.  Dieses  Spiel  kann  der  A und  der  B 
oder  ~ A - - c 

- - A - - D 

etc.  gewinnen. 


der  Aider  Äidcr  Cder  D der  £ 

! I I I 


Gewinnt  der  A und  der  B so  bekömmt 

M 

i i 

M ( 

i "2 

1 

nichts' 

, 1 
uichts  uichts 

- A - 

- C - 

1 

! 

1 M 
2 

nichts 

M 

2 

i 

- 

- A - 

- n - 

i 

1 M 

! - 

^nichts 

. 

- 

- A - 

- £ - 

' M 

- 

- 

- 

. B - 

- C - 

- 

nichts 

M 
, "2 

M 

' '2  1 

- 

- 

- B - 

- D - 

i 

1 

M 

uichts 

1 

- 

- 

- B - 

- £- 

1 

M 

- 

- 

- C - 

- D- 

! 

1 - 

nichts 

M 

- 

- 

- c - 

- £ - 

1 

1 

- 

- 

M 

- 

- 

- D - 

- E - 

M 

i T 

M 1 

■5  1 

M 

5 

M 

5 

M 

r> 

Dio  Aufstellung  ist 

klar.  Denn  gewinnt  A und  B 

, so  hat  jede  von 

diesen  beiden  Personen  3 Spiele  gewonnen,  also  ist  der  Einsatz  unter 
ihnen  gleich  zu  teilen,  die  andern  3 Personen  C,  D und  £ gehen 
leer  aus,  gewinnen  A und  C,  so  bekömmt  jede  dieser  2 Personen  den 
halben  Einsatz,  der  £,  D und  £ gehen  leer  aus;  gewinnt  A und  />, 
so  hat  der  A allein  3 Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  daher  der  volle 
Einsatz  u.  s.  w.,  gewinnen  schliesslich  I)  und  £,  so  hat  jeder  der  5 
Spieler  zwei  Spiele  gewonnen,  und  demnach  gebührt  offenbar  jedem 
Jtel  vom  Einsätze. 
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Wird  also,  nachdem  das  Spiel  unterbrochen  wurde,  noch  ein  Spiel 
gespielt,  so  erhält 

der  A entweder 

- - oder  ^ 

- - - M 

M 

• 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

M 

5 

und  da  alle  diese  10  Fälle  gleich  wahrscheinlich  sind,  so  erhält  der 
A ein  Zehntel  der  Summe,  d.  i. 

ebensoviel  erhält  auch  der  B und  der  C;  cs  bleibt  also  für  den  D 
und  den  E zusammen  uud  da  diese  beiden  gleiches  Anrecht 

auf  diese  haben,  so  gebührt  dem  D und  ebenso  dem  E 

,}^M. 

Aufgabe  6.  Fünf  Personen  spielen  nach  den  Bedingungen  der 
vorhergehenden  Aufgabe.  Nach  einiger  Zeit 

hat  die  Person  A 2 Spiele 

- - - B 2 - 

- - - C 2 - 

- - - n 2 - 

E kein  Spiel 

gewonnen;  und  nun  unterbrechen  sie  das  Spiel,  wie  ist  der  Einsatz 
zu  teilen? 

Auflösung.  Verfährt  man  genau  so,  wie  bei  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  verfahren  wurde,  so  hat  man  das  nachfolgende  Schema 
anfznstellcn: 
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jder  A der  B 

der  C^der  Dj 

der 

Gewinnt  der  A und  der  B so 

bekömmt 

M 

2 

M 

2 

nichts 

nichts 

nichts 

1 

- 

- A 

- - C - 

- 

M 

2 

nichts 

Al 

2 

- 

- A 

- - Z>  - 

- 

M 

2 

nichts 

1 Al 
2 

- 

- 

- A 

- - £ - 

- 

M 

- 

- 

nichts 

- 

- 

- B 

- - C - 

- 

nichts 

Af 

2 

Al 

2' 

- 

- 

- 

- B 

. . D- 

- 

- 

M 

2 

nichts 

Al 

2 

- 

- 

- B 

- . E ‘ 

- 

- 

M 

- 

nichts 

- 

- 

- C 

. . D - 

- 

nichts 

M 

2 

Al 

2 

- 

- 

- C 

. . E - 

- 

. 

- 

Al  \ 

nichts 

- 

- 

- D 

- 

• 

- 

nichts 

Al 

- 

Wird  also  noch  ein  Spiel  gespielt,  so  können  hierbei  zehn  verschie- 
dene Fälle  eintrcten,  in  keinem  Falle  erhält,  wie  man  aus  dem  obi- 
gen Schema  sieht,  der  E etwas,  also  gebt  der  E leer  ans,  die  Übrigen 
vier  haben  gleichen  Anspruch  auf  den  Einsatz,  somit  erhält  jeder  von 

ihnen  -7- 

Aufgabe  7.  In  einer  Urne  seien  n mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  4, 

5,  ...  n nnmerirte  Kugeln.  Ans  dieser  Urne  wird  eine  Kugel  ge- 

zogen. Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Nnmmer,  die 
ich  gesetzt  habe,  gezogen  wird? 

Auflösung.  Es  ist  klar,  dass  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
^ ist.  Würde  ich  2 Nummern  gesetzt  haben,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  eine  der  von  mir  besetzten  Nummern  gezogen  wird, 

2 

gleich  hätte  ich  3 Nummern  gesetzt,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 

3 

keit,  dass  eine  der  3 Nummern  gezogen  wird  - n.  s.  f. 

Aufgabe  8.  In  einer  Urne  seien  » mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  4, 

5,  ...  n nnmerirte  Kugeln.  Aus  dieser  Urne  werden  2 Kugeln  ge- 

zogen. Ich  besitze  ein  Los,  etwa  das  Los  Nr.  1.  Wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  Nr.  1 gezogen  wird? 

- ">1 
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Auflösung.  Um  die  Wahrscheinlichkeit  zu  linden,  bat  man 
anzugeben  die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle,  und  die  Anzahl  aller 
günstigen  Fälle.  Letztere  durch  die  erstero  dividirt  gibt  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit. 


Die  Anzahl  aller  Amben,  die  sich  aus  »/en  n Zahlen  construiren 
lässt,  ist  denn  auf  so  viele  verschiedene  Arten  als  die  Zahl 

anzcigt,  lassen  sich  2 Nummern  aus  « Nummern  ziehen.  Gün- 
stig sind  alle  jene  Amben,  bei  welchen  das  Element  1 mit  erscheint, 
also  die  Amben 

12,  13,  14,  15,  ...  1h 

Die  Anzahl  dieser  Amben  ist  » — 1;  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
ist  demnach 

71 1 


und  das  ist  gleich 


(y 

2 

n 


Aufgabe  9.  In  einer  Urne  seien  n Kugeln,  numerirt  mit  den 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  ...  n.  Aus  dieser  Unie  werden  2 Kugeln  ge- 
zogen. Ich  besitze  die  beiden  Lose  Nr.  1.  und  Nr.  2.  Wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  Nr.  1.  gezogen  wird,  oder  dass 
das  Los  Nr.  2.  gezogen  wird,  oder  dass  beide  Lose  Nr.  1.  und  Nr.  2. 
gezogen  werden? 


© 


Auflösung.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist  wieder 
Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  lässt  sich  leicht  angeben.  Man 


muss  nämlich  alle  jene  Amben  der  »i  Elemente  aufstellen,  in  denen 
die  beiden  Elemente  verkommen.  Diese  sind: 


12,  13,  14,  15,  16,  ...  ln 

23,  24,  25,  26,  ...  2» 

Die  Anzahl  aller  dieser  Amben  ist  (h — l)-j-(n  — 2)  also  ist  die  ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit 

(n— !)-!-(»  — 2)  _ 2(2h  — 3) 
n(«  — 1)’ 


Aufgabe  10.  In  einer  Urne  seien  n Nummern.  Ans  dieser 
Urne  werden  2 Nummeni  gezogen.  Ich  besitze  m Lose.  Wie  gross 
Teil  1.XIV.  6 
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ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne?  d.  h.  wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  eines  der  m Lose,  die  ich  habe,  oder  dass 
2 der  m Lose,  die  ich  habe,  gezogen  werden? 

Auflösung.  Löst  man  diese  Aufgabe  so,  wie  die  frühere  ge- 
löst wurde,  so  findet  man 


(h-1)+(»-2)  + («-3)-|-  ...  -f  («-»0 


oder  in  reducirter  Form 


6) 

m(2n  — 1 — m) 
»j(n  — 1) 


Beispiel.  Jemand  gibt  90  Lose  aus,  und  lässt  sich  für  jedes 
Los  eine  Mark  zahlen.  2 Lose  werden  gezogen,  nnd  jedes  gezogene 
Los  wird  mit  45  Mark  cingelöst 


Besitze  ich  ein  Los,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne 

89  1 _ 1 

' 90  ~ 45' 


Besitze  ich  2 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne, 
nicht  doppelt  so  gross,  sondern  cs  ist 


_ 8^+88  _177_  _59^ 

~ ^90^  ~ 40Ö5  “ 1335 

Besitze  ich  3 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne 


89-}-88-j-87  88 

/90\  “ 1335 


Besitze  ich  4 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne 


u.  s.  f. 


»'•4 


89 -j- 88 -j- 87 86 70 


Aufgabe  11.  In  einer  Urne  seien  n Nummern.  Aus  dieser 
Urne  werden  3 Nummern  gezogen.  Ich  besitze  ein  Los,  etwa  das 
Los  Nr.  1.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne, 
d.  h.  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  Nr.  1.  ge- 
zogen wird  ? 
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Anflösnng.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist 


Um  die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle  zu  ennitteln,  hat  man  die- 
jenigen Temen  aufzustellen,  in  welchen  das  Element  1 vorkömmt. 
Zu  dem  Zwecke  bilde  man  sämmtliche  Amben  der  Nummern 


•2,  3,  4,  5,  0,  ...  n 

und  füge  jeder  dieser  Amben  das  Element  1 zu;  man  hat  dann 
offenbar  alle  Ternen  anfgestellt,  in  welchen  das  Element  1 erscheint. 

Die  Anzahl  dieser  Temen  ist  (” 


Es  ist  demnach  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


.Aufgabe  12.  In  einer  Urne  seien  n Nummern.  Aus  dieser 
Urne  worden  3 Nummern  gezogen.  Ich  besitze  2 Lose,  etwa  die 
Lose  Nr.  1.  und  Nr.  2.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ich  gewinne? 


Auflösung.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist,  wie  bei  der 
vorhergegangenen  Aufgabe 

Um  die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle  zu  ermitteln,  constraire 
man  wirklich  alle  Temen  (oder  denke  sich  dieselben  nach  der  Ord- 
nung regelrecht  coustrairt),  und  sehe  nach,  bei  wieviel  Temen  die 
beiden  Elemente  1 und  2 einzeln  oder  zusammen  Vorkommen. 


Die  Anzahl  dieser  Temen,  bei  welchen  die  beiden  Elemente  1 
und  2 Vorkommen,  dividirt  durch  gibt  die  gesuchte  Wahrschein- 
lichkeit 

Damit  der  Leser  klar  werde,  wie  ich  dies  meine,  mache  ich  ein 
numerisches  Beispiel. 

Es  sei  >1  = 9.  Ich  constraire  sodann  sämmtliche  Temen,  die 
sich  ans  den  9 Elementen  1,  2,  3,  4,  5,  G,  7,  8,  9 bilden  lassen ; 
diese  sind: 

c* 


Digilized  by  Google 


Spiti€r:  Liisvng  einiger  Äufgahta  a.  <i.  WahrschetHlichleitsrec/inung. 


Ternen-Nr.  ! 

Teruen-Nr. 

Ternen-Nr. 

[ Terneu-Nr. 

1 

123  1 

22  . . 

. 1.59  i 

43  . . 

, . 259 

64 

.389 

2 

124 

23 

167  : 

44 

267 

65 

456 

3 

125 

24 

168  ^ 

45 

268 

66 

457 

4 

126 

25  . . 

. 169 

46  . . 

. 269 

67 

458 

5 

127  1 

26 

178 

47 

278 

68 

459 

G 

128  ! 

27 

179  j 

48 

279 

69 

467 

7 . 

. . 129  , 

1 

28 

189 

49 

289 

70 

468 

8 

134  : 

29 

234 

.50 

345 

71 

469 

9 

135 

:k) 

235 

51 

346 

72 

478 

10 

136  1 

31 

236 

52 

347 

73 

479 

11 

1.37 

32 

237 

53 

348 

74 

489 

12 

138 

33 

238 

54  . , 

, . 349 

75 

567 

13  . 

. .139 

34  . . 

. 239 

.55 

3.56 

76 

568 

14 

145 

:K) 

245 

56 

357 

77 

569 

15 

146 

36 

246 

57 

358 

78 

578 

16 

147 

37 

247 

58  . , 

, . :i59 

79 

579 

17 

148 

38 

248 

59 

367 

80 

589 

18  . 

. . 149 

; 39  . . 

. 249 

, 60 

368 

81 

678 

19 

1.56 

i 40 

256 

61 

369 

82 

679 

20 

157 

1 

257  1 

62 

378 

83 

689 

21 

158 

! 42 

258 

63 

379 

84 

789 

Und  nun  sicht  mau  aus  diesem  Tableau,  dass  die  Anzahl  sämmt- 
licher  Terncn  84  ist,  dass  ferner  das  Element  1 so  oft  vorkömmt, 
und  den  ersten  Platz  jeder  Tcrue  ciniiimmt,  als  sich  aus  den  8 Ele- 
menten 2,  3,  4,  5,  G,  7,  8,  0 Amben  bilden  lassen-,  d.  i.  28mal. 
Lässt  man  die  ersten  28  Terncn  dieses  Tableau’s  weg  und  zählt  man 
ab  die  Anzahl  der  Terncn,  in  welchen  das  Element  2 verkömmt , so 
sieht  man,  dass  das  Element  2 in  21  Terncn  erscheint,  d.  i.  in  so- 
viel Ternen,  als  sich  aus  den  7 Elementen  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 Amben 
bilden  lassen,  und  bei  diesen  Terncn  nimmt  die  Zahl  2 stets  den  er- 
sten Platz  ein.  Lässt  man  nun  auch  diese  21  Ternen  weg,  so  kom- 
men dann  eine  Anzahl  von  Terneu,  in  denen  den  ersten  Platz  das 
Element  3 eiuuimmt.  Die  Anzahl  dieser  Ternen  ist  gleich  der  An- 
zahl der  Amben,  die  sich  aus  den  6 Elementen  4,  5,  6,  7,  8,  9 bil- 
den lassen,  u.  s.  f. 

Hieraus  sicht  man  auch,  dass 
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ist,  nämlich  die  Auzahl  sämmtlichcr  Tcrncii,  die  sich  aus  den  0 Ele- 
menten 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 construircu  lassen,  ist  gleich  der 
Summe  sämmtlicher  Ambcu,  die  sich  aus  8 Elemcnteu,  dann  ans  7 
Elementen,  dann  aus  tl  Elementen  etc.  constmireu  lassen.  Auf  gleiche 
NVeise  findet  man,  dass 


(3)-(V)+CiV("7V-+©+©+© 


ist. 


Kommen  wir  nun  wieder  zu  unserer  Aufgabe  zurück.  Coustruirt 
man  sämmtlichc  Temen,  und  schreibt  selbe  in  geregelter  Ordnung 
auf,  so  findet  mau,  dass  das  Element  1 so  oft  den  ersten  Platz  cin- 
uimmt,  als  sich  aus  den  » — 1 Elementen  2,  3,  4 ...  « Amben  cou- 

strairen  lassen,  d.  i.  / ' sucht  mau  daun,  wie  oft  das  Ele- 


ment 2 den  ersten  Platz  einnimmt,  so  findet  man,  dass  dies  so  oft 
geschieht,  als  sich  aus  den  n — 2 Elementen  3,  4,  5,  6 ...  n Amben 

/«— 2\ 

coDStruiren  lassen,  d.  i.  I 2 f demnach  die  Anzahl  aller 


günstigen  Fälle,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Ternen,  in  welchen  die  beiden 
Elemente  1 und  2 vorkommcu 


somit  ist  die  Wahrscheinlichkeit  bei  einer  Lotterie,  die  ans  « Num- 
mern besteht,  ans  welchen  3 Nummern  gezogen  werden,  mit  2 Losen 
zn  gewinnen; 


+ 1 

(3) 

auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  zu  ge- 
winnen bei  einer  aus  « Nummern  bestehenden  Lotterie,  aus  welchen 
3 Nummern  gezogen  werden,  wenn  man  3 Lose  dieser  Lotterie  be- 
sitzt, gleich  ist: 


('7') 

—2 

2 

+ 

(V) 

1 

ß) 

Ebenso  findet  mau,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  bei 
einer  aus  n Nummern  bestehenden  Lotterie,  ans  welchen  3 Nummern 
gezogen  werden,  wenn  man  m l^osc  dieser  Lotterie  besitzt,  gleich  ist : 
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(“!*) 

l + l 

(“^>C 

( rt — m\ 

l 2 ) 

;) 

Aufgabe  13.  In  einer  Urne  seien  »»  Nummern.  Aus  dieser 
Urne  werden  r Nummern  gezogen.  Ich  besitze  m Lose.  Wie  gross 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dass  ich  gewinne? 

Antwort.  Es  ist 


(:=;) 

I+C-?) 

l+l 

+ 

+ 

1 1 
a u 

f H — m\ 

U-ij 

1 

( 

(rj 

1 

Beispiel  1.  Jemand  gibt  90  Lose  aus,  und  lässt  sich  für  jedes 
Los  eine  Mark  zahlen.  5 Lose  werden  gezogen,  und  jedes  gezogene 
Los  wird  mit  18  Mark  eingelöst. 

Besitze  ich  ein  Los,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne 

(D  . 

Besitze  ich  2 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne, nicht  doppelt  so  gross,  wie  früher,  sondern: 


Besitze  ich  3 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne 


c 

D+C 

+ 

')  X«. 

• 

(1 

“) 

117'48 

Besitze  ich  4 Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne 


(?)  + l 

(?) 

1 + 

(?) 

l+l 

|'8G\ 

U / 

1 

(?) 

106081 

511038 
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Besitze  ich  11  Lose,  so  ist  die  Wahrsclicinlichkcit,  dass  ich  ge- 
winne 


tc 


11 


J4^1 

1,331796 


0-48719  ... 


Besitze  ich  12  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 
winne 


“•l! 


3,806363 

7,324878 


= 0-51964  ... 


es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Wahrscheinlichkeit  za  gewinnen  grösser 
als  die  Wahrscheinlichkeit  zu  verlieren. 


Beispiel  2.  Am  15.  Januar  1879  waren  von  dem  Prämien- 
Aulchen  der  Stadt  Wien  noch  2772  Serien  unverlost.  Bei  der  näch- 
sten am  1.  April  1879  stattfindenden  Ziehung  werden  12  Serien- 
Nnmmern  verlost.  Jedes  Los,  dessen  Serien-Nummer  gezogen  wird, 
gewinnt.  Ich  besitze  1,  2,  3,  4 ...  Lose,  welche  alle  verschiedene 
Serien-Nummern  haben,  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ich  gewinne? 

Auflösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Lose  zu  ge- 
winnen ist; 

/2771 

"■i  — j'2772^  “=  23i  “ 


Die  Wahrscheinlichkeit  mit  2 Losen  zu  gewinnen  ist: 


27^71 -f  2760  _ 
2772.2771 


.5531 

00771  = 


Die  Wahrscheinlichkeit  mit  3 Losen  zu  gewinnen  ist: 


l+l 

(T)+l 

r2769\ 
^ 11 ; 

1 

K 12  } 

1 

2771.2770+2770.2760-1-2760.2759  3276.53  _ 

2772.2771.2770  2.5,329711  • • 

etc.  Man  sieht  sclion  hieraus,  wie  complicirt  solche  Rechnaugen 
werden,  wenn  eine  nur  cinigermassen  grosse  Anzahl  von  Losen  in 
Betracht  kommt. 


Digilized  by  Google 


Spitier-,  LSsumj  einiger  Aufgaben  a.  d.  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 


Beispiel  3.  Am  15.  Januar  1879  waren  von  dem  Prämien- 
Anlchcn  der  Stadt  Wien  noch  2772  Serien  unvcrlost  Am  1.  April 
1879  werden  12  Serien-Nummern  und  am  1.  Juli  1879  abermals  12 
Serien-Nummern  gezogen.  Ich  besitze  1,  2,  3,  4 ...  Lose  von  ver- 
schiedenen Serien-Nummern.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  ich  bei  den  beiden  nächsten  Ziehungen  gewinne  ? 


Auflösung, 
winuen  ist: 


Die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Lose  zu  gc- 


("D 

“ /2772\ 
\ 24  ) 


»77‘Ä  — i>oi  — 0' 00865 


231 


und  ist  somit  doppelt  so  gross,  wie  in  dem  vorhergehenden  Beispiele. 
— Die  Wahrscheinlichkeit  mit  2 Losen  zu  gewinnen  ist: 


277 1-f- 2748  _ 11038 
“‘^■'2772.1771  — 640101 


= 0 01724  ... 


Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  nicht  doppelt  so  gross,  wie  die  im  vor- 
hergehenden Beispiele  gefundene  Zahl  «?j. 


Die  Wahrscheinlichkeit  mit  3 Losen  zu  gewinnen  ist: 


i+i 

(1f) 

( 

f'2772\ 
: 24  J 

1 

^ 2771. 2770 -1-2770. 2748 -f  2748.2747  22,836386 

-24.  ■"2772.2771:2770  “ 886,539885 

Auch  diese  Wahrscheinlichkeit  ist  nicht  doppelt  so  gross,  wie  die  im 
vorhergehenden  Beispiele  gefundene  Zahl  ir,. 


Aufgabe  14.  In  der  vorhergehenden  Aufgabe  fanden  wir  für 
wm  folgenden  Ausdruck: 


C-I) 

i+C: 

t-") 

1 

{ n\ 
[r  j 

1 

(1) 


Dieser  Ausdruck  ist,  falls  vi,  n und  r ziemlich  grosse  Zahlen 
sind,  äusserst  beschwerlich  auszurechnen,  wir  wollen  daher  diesen 
Ausdruck  transformircu. 


Digilized  by  Google 


Spitzen  LtSsuny  einiger  Aufgaben  a.  d.  Wahrechtinlichkeitsretknung.  g9 


SeUen  wir 
so  ist 


und  man  hat 


ir„,  «=  + 


r 


n 


Aj, 


n — t 1 


d* 


n — r — 2 

» — 3 
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und  hieraus  folgt  weiter 


r r n — r r 

«•in  = - 

H n H — 1 n 


n — r n — i — 1 . r n — r n — r — 1 »i — r — 2 

n — 1 n — 2 n — 1 « — 2 « — 3 ' 


H — r n — ) — 1 II — r — 2 

n — 1 n — 2 , n — 3 


n — r — m-|-2 
I» — ro-f-1 


Beispiel.  Ist  » = 277'2,  r = 12,  »«  = 3 (wie  ini  Beispiele  2 
der  vorhergehenden  Aufgabe)  so  ist: 


“ 277-2  + 2772  ’ 2771  + 2772  ’ 2771 ' 2770 


oder  kürzer 


1 

231 

1 


2760  27^  27.^9 

^ + 2771  + 2771  ■ 2770 


3 = - [ 1 -f  0 ■ 99ü0.‘«)  . . . + 0 • 992074  . . .] 


= 0-01293  ... 


Auch  die  Formel  (2)  ist  noch  sehr  complicirt,  sie  enthält  ui 
üliede,  die  langsam  abuehmen.  Wir  wollen  daher  die  Formel  (1) 
noch  auf  andere  Weise  transforiniren.  Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir, 
dass  der  Zähler  der  Formel  (1)  eine  arithmetische  Reihe  der  r — Itcu 
Ordnung  ist.  Wint  diese  siiininirt,  so  tindet  man: 


(3) 


i'-iii 


C) 

Diese  Reihe  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

ir,„  = — /Ij  -}-  Tlj  — 2^4  ■}“■•■ 


woselbst : 


22, 


22, 


(r)_(:3 

(5 

(:•)  (::') 

C) 
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ist.  Non  hat  man: 


mr 

n 

m — 1 

r — 1 

B; 

2 

u-1 

B^ 

m — 2 

r-2 

Bt~^ 

3 ■ 

M — 2 

Be 

m — 3 

r — 3 

B,~^ 

4 

n — 3 

folglich  ist: 

m — 1 r — 1 , tn — 1 m — 2 r — 1 r — 2 
2 1 + “2  — l‘n^ 

m — 1 f» — 2 m — 3 r — 1 r — 2 r — 3 . "j 

und  diese  Formel  ist  äusserst  bcfjucm  für  die  Berechnung.  Setzt 
man  in  dieselbe 

>'•»1  = i 

und  sucht  man  daun  aus  derselben  das  »t,  so  tindet  mau  die  Anzahl 
der  Lose,  die  man  haben  muss,  um  bei  einer  aus  n Nummern  be- 
stehenden Lotterie,  bei  welcher  r Nummern  gezogen  werden,  wahr- 
scheinlich zu  gewinnen. 


Aufgabe  15.  Am  15.  Januar  1«79  waren  von  dem  Prämien- 
Ajilchen  der  Stadt  Wien  noch  2772  Serien-Nummem  unverlost  Bei 
der  nächsten  Ziehung  werden  12  Nummern  gezogen.  Wieviel  Lose 
dieses  Anlchens  (mit  verschiedenen  Scrien-Nummern)  muss  man  be- 
sitzen, um  wahrscheinlich  zu  gewinnen? 


Auflösung.  Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  bat  man  in  den  bis- 
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her  aufgestellten  Formeln  «•„,  = « = 2772,  r = 12  zu  setzen;  und 

daun  m zu  suchcu.  Aus  der  GlcicLung  (4)  folgt: 


. tn  ^ m — 1 11  — 1 m — 2 11  10 

* “ 231  Y~'  2771+  ■ “3“ ' ' 277l  ’ 2770 

»1—1  m— 2 7^3  U 1^  _L_  I 
2 ■ 3 ■ 4 2771  ■ 2770  ’ 2769  + • ■ 


(5) 


uud  cs  ist  hiebei  zu  bemerkcu,  dass  der  2.  Teil  dieser  Gleichung  aus 
12  Gliedern  besteht,  und  nach  m vom  12ten  Grade  ist.  Da  uach 
dem  frühem  die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Lose  zu  gewinnen 

ist,  ferner  die  Wahrscheinlichkeit  mit  2 Losen  zu  gewinnen 


kleiner  ist  als  die  Wahrscheinlichkeit  mit  3 Losen  zu  gewinnen 

3 

kleiner  ist  als  u.  s.  f.  so  ist  klar,  dass  ?«  grösser  sein  muss  als 
115;  versuchen  wir  daher  in  (5) 


tu  = 116 


zu  setzen,  so  wird  der  2.  Teil  der  Gleichung  (5)  sein: 


115  11  115.114  11.10 

2 ‘2771+  2.3  '2771.277Ö 

_ 115.114.113  11.  10.  9 

'2.'  3 . 4 ■2771.2770.2769  + ••■ 


oder,  wenn  man  die  Rechnung  in  6 Decimalen  führt: 

1 16 

^ [1  — 0 • 228257  + 0 • 031 313  — 0 • 002875  + 0 • 000187  — 0 ‘ 000009] 
= 0-800359  = 0-401912 


Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  mit  116  Losen 
zu  gewinnen,  blos  0-401912  ist;  wir  sind  daher  genöthigt  für  m eine 
grössere  Zahl  als  116  anznnehmen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgen: 


c;r)+CT)+c;r)+-+(ir) 
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Nun  ist: 


/2655\ 

VH/  2G55.2654.2653  ...  2G45. 

^2772^  ~ 2772.2771 .2770  ...  2762.2761 


Qod  hieraas  folgt: 


0 0027022  ... 


Man  siebt  hieraus,  dass,  wcim  die  Anzahl  der  Lose  von  116  anf  117 
steigt,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  um  0 (X)27022  ...  wächst; 
man  muss  daher  mindestens  um  36  Lose  mehr  rechnen,  wenn  man 
haben  will,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  um  0' 098088  ...  wachsen 
soll;  denn  wenn  die  für  116  Lose  statthahende  Wahrscheinlichkeit 
nm  0‘ 098088  ...  wächst,  ist  sic  genau  J. 

Setzen  wir  daher  im  2tcn  Teile  der  Gleichung  (i>) 


so  erhält  man: 


m = 152 


iä3l  2 ■ 2771  2 .'  3 ■ 2771 . 2770 

151.150.149  11.10.9 

2.  3 . 4 *2771.2770.2769  + ■". 

oder  in  6 Decimalen  berechnet: 

152 

^ [1  — 0 • 29971 1 + 0 ■ 054099  — 0 • 006550+  0 • 000560  — 0 ■ 000035 
152 

+0-000002]  = ^.0-748365  = 0’ 4924.30  ... 


Die  Wahrscheinlichkeit,  mit  152  Losen  zu  gewinnen,  ist  demnach 
schon  sehr  nahe  nimmt  man  um  1 Los  mehr,  so  wächst  dadurch 
die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  um 
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Dies  ist  gleich: 

2619.2618.2617  ...  2609 
2772 . 2771.2770  . . . 2767 . 2761 

oder 

()•  0028247  ... 

Man  sicht  hieraus,  dass,  wenn  die  Anzahl  der  Lose  von  152  auf  153 
steigt,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  um  0'0023247  ...  wächst, 
mau  muss  daher  mindestens  um  3 Lose  mehr  nehmen,  wenn  man 
haben  will,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  um  0‘(X»7570  ...  wachsen 
soll,  denn  wenn  die  für  152  Lose  statthabende  Wahrscheinlichkeit 
um  0’007570  wächst  ...  wächst,  so  ist  sie  genau 

Setzen  wir  daher  im  2ten  Teile  der  Gleichung  (5) 

»rt  = 155 

so  erhält  man: 

ir>5r  154  11  154.153  11.10 

231  2 '277l‘^  2.  3 ■2771.2770 

1,54.152.152  11.10.  9 

‘2.  3 . 4 ■2771.2770.2769  '^ 

oder  in  6 Decimalen  berechnet: 

1 55 

j [1  _ 0 • 305666  + 0 • 056  278  — 0 • 006951  + 0 • 000607  — 0 ' 000(\38 
155 

+0-000002]  = ^.0-744232...  = 0-499376  ... 

Die  Wahrscheinlichkeit  mit  155  Losen  zu  gewinnen  ist  demnach  schon 
äusserst  nahe  gleich  versuchen  wir  daher  zum  Schlüsse  noch 

m = 156 


zu  setzen,  so  erhält  mau  aus  der  Gleichung  (5) 


156  r 155  11  1.55.154  11.10  ‘ 

231  ~ ‘-i  ' 2 '71  2 . 3 ■ 2771 . 2770. 

_ [1  _ 0- 307651  + 0-0f)7014  - 0-007088  + 0-000623  — 0-000040 

231  ^ 


+ 0-00(XX)2] 


0-50167  ... 


Besteht  daher  eine  Lotterie  aus  2772  Nummern,  werden  hieraus  12 
Nummern  mit. Treffer  gezogen,  so  ist  es  wahrscheinlich,  dass  der- 
jenige, der  156  Lose  dieser  Anleihe  besitzt,  mindestens  mit  einem 
seiner  Lose  gezogen  wird. 
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X. 

Miscellen. 


1. 

Sur  un  th^or^me  coiicernant  les  s^rirs  trironom^triques. 

Dans  le  tome  72  du  joomal  de  Grelle,  M.  Cantor  dimontre  le 
th^orfme  suivant: 

.,Si  nne  s4rie  trigonometrique 

(1)  Ojcosa;-j-  "l“  o*cos2j-  -j-  /^jsin2x  «»cosnjr-l-Äi.sinnr-j-... 

,.est  convcrgentc  ponr  toutes  les  valeurs  de  x coniprises  dans  uii 
,-certain  intenallc  (a...ß),  les  coefficients  a„  et  i„  tendent  sur  0 
„qoand  n augmente  ind6(iniment.“ 

La  d^monstration  de  M.  Cantor  etant  assez  longue  je  pense 
qo’on  ne  verra  pas  sans  interet  unc  demonstration  ]>lus  simple  de 
cet  important  th^oreme.  La  Serie  (1)  etant  convergente  ponr  toutes 
les  valeurs  de  x comprises  dans  rintervallc  (o...  ß),  le  terme  g6n6ral 

-d»  = n»  cos  «z -(- Ä,i  sin  7u: 

tead  vers  0 quand  n augmente  indeiiniment  ponr  toutes  ces  valeurs 
de  z.  Appclons  JJn  la  plus  graude  valeur  absoluc  qne  prend  A„ 
lorsqne  x varie  de  « i\  jS;  cette  valeur  Ji„  tend  d'galemont  sur  0 
quand  n augmente  indeiiniment.  On  peut  donc  d^terminer  un  entier 
I»  tel  que  pour  » = m et  pour  n >■  m la  valeur  de  B„  soit  plus 
petite  qu’un  nombre  £ si  petit  (ju’il  soit 

Bn<i  B 

Soit  alors  x uue  valeur  determiuec  (luclconquo  prise  dans  rintervalle 
(e...ß);  on  a en  valeur  absolue 
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(2)  f7„  costwr-j-Api  sin  HX  ü/’  (n  ^ »») 

puisque  la  valenr  absolue  de  est  au  plus  dgale  ü ü„.  £n  ontre.  | 

s > 

on  peut  tonjours  supposer  ?n  assez  grand  ponr  que  la  valeur  j 

seit  coniprisc  dans  l’intervallc  (a...ß);  la  valeur 
est  alors  aussi  comprisc  dans  Tintcnalle,  et  on  a 

H„cosH  ^x-|-^^^  + *"8inn^x-|-^^  <;  E 


ou  bien 

(3) 


— a,i  sin  Hx-f-  cos  HX  <;^  E 


(»  ^ "») 


Elevant  au  carre  les  deux  meinbrcs  des  in6galites  (2)  et  (3)  et  ajon 
taut  membre  s\  membre  on  a l'inegalitc 


(h  ^ Hl) 


Comme  E est  aussi  petit  qu’on  le  vent,  cette  derniere  indgalite  montre 
que  n„  et  A„  doivent  tendre  s^parement  vers  0 quand  « angmeirte 
ind6finiment. 

P.  Appell. 


2. 

Freier  Fall  aus  einem  Punkte  der  Erdoberfliehe. 

Betrachtet  man  die  Erde  als  ein  homogenes  Rotationsellipsoid, 
so  sind  die  Compoueuten  ihrer  Anziehung  auf  die  Masseneiuheit  auf 
der  Oberfläche  oder  im  Innern  proportional  den  Coordinaten  des  an- 
gezogenen  Punktes,  und  zwar  x*x,  x%  Xh,  wenn  wir  den  Mittelpunkt 
zum  Anfangspunkt,  die  Erdaxe  zur  Axe  der  e nehmen,  also  die  ße- 
weguiigsgleichungen : 

S*u  dh 

g^+*«x  = 0;  = 0;  = 0 (1) 

Ein  Punkt  auf  der  Oberfläche  in  der  Breite  ß,  sei  zur  Zeit  < = 0 
abgclöst  und  der  Anziehung  überlassen.  Die  x Axe  gehe  durch  seinen 
anfänglichen  Meridian;  a sei  Radius  des  Acqnators,  f>  halbe  Erdaxe. 
Dann  sind  die  anfänglichen  Werte  von  x,  y,  z: 

wo  r = y«*cos*/J-f-A*siii*^ 


' '1A>  . ■ 
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und,  wenn  ^ die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  bezeichnet,  die 
anßlnglichen  Componenten  der  Geschwindigkeit: 

ü,  ü 

r 

Entsprechend  diesen  äussem  Bedingungen  sind  die  Integrale  der  ein- 
zelnen Gl.  (1): 


a*cosß  uo*  cos  d i*  sin  fl 

a:  = cosxt:  « — sinirt;  z= cos« 

r ’ xr  ’ r 


(2) 


Die  absolute  Bahn  ist  demnach  im  allgemeinen  eine  doppelt  ge- 
krümmte, transcendente  Linie,  die  einen  elliptischen  Cylinder  vom 
Axenverhältniss  x:p  umwindet,  während  sic  periodisch  in  axialer 
Richtung  zwischen  2 Grenzen  auf  und  ab  geht. 

Wir  betrachten  nun  die  Bahn  relativ  zur  Erde.  Das  System  der 
anfangs  mit  dem  zusammenfallend,  rotire  mit  der  Erde. 
Dann  sind  die  Relationen  der  Coordinaten: 


at,  = a:C0S|u(-|-ysinp< 
y,  = — «siapt-j-y  cosp< 

S,  = 3 

also  die  Babngleichungen 


a*cosfl  / , P . . \ 

X,  = — - - lcosx«co8pt-t--sinx<sinpt  1 

o’*cosfl/  1 f*  . . A 

y,  =.  — I — cosx<sinp<-(-^8inxtcosp<  1 


(3) 


Ä*8in^  , 

z,  = ^^cosi< 

* r 


Hieraus  berechnet,  werden  für  < = 0 die  Richtnngscosiuus 

der  Tangente  — cos^,  0,  — sinjS 

der  Hauptnormale  0,  1,  0 

der  Binormalc  sin^,  0,  — cos^ 

Nimmt  man  diese  3 Geraden  der  Reihe  nach  zu  Axen  der  x„  y„  e,, 
so  werden  die  Relationen  der  Coordinaten: 
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das  untere  giebt  keine  Bestimmung  für  ; daher  hat  ein  Knotenpunkt 
die  Coordinaten: 


, ,.a*C08^  2ltiR 

*=  (-1)*  — - cos  -j-  ; 


' ' xr 


sin- 


2/xR 


, i^sinjJ  2HR 
s = (-1)'-^-  cos  - 


(10) 


Fragen  wir  weiter:  In  welchem  Abstande  geht  die  Bahn  am 
Mittelpunkte  vorbei?  Der  Radiusvector  zur  Zeit  < für  die  anfäng- 
liche Breite  ß sei  »•(/?,  <);  dann  ist 


0 = 


a‘cos*/J^l  — * sin-xt^  -j- ** sin*^ cos*l/ 


a*cos*|3-f-**sin*j5 


(11) 


Den  Maximis  und  Minimis  bei  constantem  ß entspriebt  die  Bedingung: 


X sin21< 
X sin  2xt 


^cot  ß 


(12) 


Da  A wenig  grösser  als  x,  so  kann,  wenn  nicht  t sehr  gross  ist,  T 
nur  negativ  werden,  wo  eine  ganze  Anzahl  Rechte  zwischen  x/  und  A< 
enthalten  ist,  so  dass,  wenn  k eine  ganze  Zahl, 

x<  <[  AR  ■<[  iU 

Da  ferner  von  < = ü an  der  Radiusvector  abuimrat,  so  folgt,  dass  er 
für  ungerade  k seine  Minima,  für  gerade  k seine  Maxima  hat. 

Um  Gl.  (12)  approximativ  aufzulösen,  setzen  wir 


wo 


tu  = AR  — xqo 
kt  =AR-1-A(v — ip) 

k — X, 


(13) 


V = A 


xX 


R 


dann  wird  Gl.  (12): 

'/■(»»(l  — |xV*+---)  + (»'  — «p)[l  — !A*(v— ...]  = 0 
woraus  in  umgekehrter  Entwickelung: 

V — i_2.|i+l*'  J (i_r)»  +•••) 


(14) 


Nun  ist,  wenn 
gesetzt  wird. 


b = a cos  « 


0<i-x<X  — Vx*  — A 


a — b 


2A  sin^  Jet 


also 
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\ 

f 

I 

1 

I 

I 


0 vx  4I:Rsin*  Jo 

Demnach  sind  vx,  vA  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  o*;  von  gleicher 
Ordnnng  sind  dann  auch  x(f>,  l<p,  ferner  für  gerade  k auch  sinM, 
siHiU.  and,  solange  Terme  mit  dem  Factor  o*  nicht  in  Rechnung 
kommen, 

V 

•P-r-r 

Gegenaärtig  ist 

l—T^  j I ^ l + tg*«»COB*/? 

**~cos*o  ” sin*/J 
also 

<p  = vsin*^(l  — tg*ocü8*jJ-f*”') 

Dis  Hinimam  des  Radiusvectors  wird  nun: 

r(ß,  tß)  = ^cos/S(l-f  Jsin*«sin*|J+  ...)  (15) 

am  grössten  auf  dem  Acquator; 

KO,  <o)  = ^ 

In  den  Punkten  grösster  Radicnvcctorcn, 

Hß,  tß)  =•  o(l  — Jsin*osiu*^-f-”-) 


kommt  die  Bahn  der  Oberfläche  stets  nahe,  doch  nicht  am  nächsten. 
Bedingung  des  kleinsten  Abstandes  d von  der  Oberfläche  ist,  dass  die 
auf  die  Meridianebeno  projicirte  Tangente  der  Bahn  der  Tangente 
des  Meridians  im  Fasspnnktc  der  Normale  zur  Oberfläche  parallel 
sei.  Bezeichnet  y die  Breite  des  Fusspunkts,  q = ya:*-f-y*  den  Ab- 
stand von  der  Axe,  der  Index  0 die  Werte  der  topischen  Grössen 
für  den  Fnsspunkt,  so  sind  die  Bedingungen  der  Parallelität  und  der 
uormalon  Richtung; 

(16) 
(17) 


(18) 
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dg 


. ?0  — * 

tgy  

9o  — 9 


«orans : 
Da 


Po 


ggdg-j-^gdz  •=  g8g-j-zdz 

ncos^otgy 


Vl  -j-  C08*o  tg*y  ’ y 1 + cos*o  tg*y 

ist,  so  erhält  man  nach  Elimination  von  y: 

adpsin*a 


j/l  + (|fc08o) 


102 


ihscciirn. 

eine  Glcicbuug  welche  zeigt,  dass  der  Radiusvector  bei 

grösster  Nähe  der  Überfläche  noch  uni  ein  Geringes  variirt  und  zwar 
in  gleichem  Sinne  mit  q. 

Führt  man  für  Sp,  dz  ihre  Werte  aus  (2)  ein,  so  kommt,  nach 
Division  durch  gdg: 

1 + r cos««  tg«/3  = (19) 

Bis  auf  eine  Differenz  von  der  Ordnung  «’*’  genügt  dieser  Gleichung 
der  Wert: 

T = — cot«^(l  — J sin««  sin*|S  cos«(J)  (20) 

woraus  nach  der  allgenieingültigen  Gl.  (14): 

?>  = vsin«^ll  + ?v«cos«^[*«sin^^  — A«cos*|S(cos«/S—  J siu««sin*/J)]j  (21) 


Durch  Differentiation  der  Gl.  (2)  ergiebt  sich: 

Sg  cotß  cosk  cotß  I a » 

a.  = ~r  -y— - - = ± - y l-Ji-[(v-g.)«-g,«cos««J 

^1  — -iC0S*«sin«*< 


daher  ist  nach  (16),  wenn  mau  auch  die  Werte  (20)  (21)  auwendet, 

(22) 


t l«v«  ) 

tgy  = itgjS  5-  cos2j3(l  — siu«osiu«/J)  | 


Durch  q>  sind  uuu  nach  (13)  und  (2)  g und  z,  durch  y die  Grössen 


fü  = : 


«« cos  y 


y <j«  cos«y  -j-  Ä*  sin«y  ’ ^ V «« cos«y  -j-  4*  sin*y 

bekannt,  und  durch  diese  der  kleinste  Abstand  von  der  Oberfläche 

S ^ PAlLi.  _ 

cosy  siny 

Beide  Ausdrücke  geben  übereinstimmend: 
o*  i«v« 


i«siny 


d = ~ cos««  sin«^  cos«/J 


(23) 


In  Gl.  (22)  gilt  das  obere  Zeichen  für  gerade,  das  untere  für  un- 
gerade il-.  Sie  zeigt,  dass  der  fallende  Körper  nach  Refle.viou  am 
Gegenpunkt  der  Erde  weiter  nördlich  oder  weiter  südlich  wieder- 
kommt, jenachdem  er  nördlich  oder  südlich  vom  nördlichen  Parallcl- 
krcisc  ausgegangen  ist. 
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Die  Berechnung  giebt  nun  Anlass  zu  einigen  Fragen.  Setzt  man 
-U-  statt  k,  so  zählt  k die  Ilückkünftc  dc.s  fallenden  Körpers  nach 
RcHexion  am  Gegenpunkto  der  Erde.  In  der  Zwischenzeit 


t = 


ist  der  Ausgangspunkt  um 


•WR 

X 

•LluR 


— tp 


■litp 


nach  Osten  gerückt.  Bezeichnet  die  Länge  der  Projectiou  des  Kör- 
pers auf  die  Oberfläche  zur  Zeit  der  grössten  Nähe  vom  anfänglichen 
Meridian  an  gerechnet  nach  Osten,  so  ist 


X = pco8(»;  + p0;  y = psin(»j-f  pO 


also  nach  (2) 


tg(»l+M0 


^tgx<=  — ^tgxg) 


tg  + ’*  3 - ?>*+■  • •)} 


folglich  nach  (13)  (21) 

V 4(a(x*— ft*)v3sin«/3  — ... 

Die  Zunahme  der  Breite  beträgt: 

y — ß = — il*v-siu4jJ(l— sin*asin*/3) 

bis  auf  eine  Differenz  von  der  Ordnung  n".  Nach  (24)  kommt  der 
Körper  stets  ein  beträchtliches  weiter  in  Westen  zurück. 

Aus  den  Gl.  (3)  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  relativ  zur  Erde: 


(24) 


(25) 


S«, 


= - (x*  — fi“)vsin/Scos/S 


(26) 


und  die  Richtungscosinus  der  relativen  Bahn : 

= sin^cosfi/;  = — sin /S  singt;  =— cos/J  (27) 

Den  numerischen  Werten  mögen  zu  Grunde  liegen  die  der  Halb- 
a.vcn  des  Meridians  in  Meter 

logo  = 6,80464;  logfi  = 6,80319 

die  der  Schwerkraft  bei  (S  = JR  in  Meter  und  Secunden 

=9,8059 
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und  der  Rotätionsgeschwindigkeit  in  Secnnden 



^ ~ 21600 

Hieraas  crgiobt  sich: 

log(a*— ft*)  = 4,18612  — 10 
logx  = 7,09381  — 10 
logi  = 7,09451—10 
log  fi  = 5,86167  — 10 

Die  Gleichungen  der  relativen  Bahn  für  Nadir-,  Ost-  und  SUd- 
Richtung  und  für  /}  — |R  sind: 

a:,  = 4,9030<*(1  — 0,00000  01292  3t*) 
y,  = 0,00016  808t* 

Zt  = 0,0000000022 144t« 

«i  = 4,9030t*(l- 0,00000  01285  7 t*) 

die  Richtungscosinas  der  Tangente,  Hanptnornialc,  Binorinsde: 

/,  = 1 — 0,00000  00013  221 1* 
y/  = 1 —0,0000000019  393t* 

.t,  = 1 — 0,0000000006  1714  t* 

Äj'  = — wi,  = 0,00003  5132t 

= 0,00000  00009  0329 1* 
y,  = — ==  0,00005 1422t 


der  Krütnmnngs-  und  Torsionsradius; 


^ = 190694  t 


dtf 

89„ 


= 93038t 


die  Knoten  der  ahsolnten  Bahn  werden  erreicht  in  den,  den  Doppel- 
zeichen entsprechenden,  in  Stunden  ausgedrückten  Zeiten: 


0,70200i  + 0,705921-  (1  >0,  l>  k) 

In  den  folgenden  Fragen,  deren  Resultate  wir  wieder  nur  für 
==  ^R  angehen,  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Werte  von  v und 
•p.  Hier  ist 

log  I = 0,31378 ; logf  = 0,01275 


Die  Correction  von  q>  in  den  Ausdrücken  (14)  und  (21)  ist  etwas 
<C  10-®,  daher  ohne  Anwendung. 
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Das  erste  Minimum  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  findet  statt 
nach  21,077  Minuten  und  ist 

= 264801  Meter 

Das  zweite  Minimum  der  Entfernung  von  der  Oberfläche,  d.  i. 
bei  der  ersten  Rückkunft,  wird  erreicht  nach  1,4051  Stunden  und  ist 

d = 82,050  Meter 

Die  Längenznnahme  ist  hier 

t] 0,23438R 21,094  Grad 

die  Breitenznnahme,  wie  Gl.  (25)  zeigt,  y — jj  = 0.  Der  Körper  hat, 
wo  er  der  Oberfläche  am  nächsten  kommt,  noch  eine  relative  Ge- 
schwindigkeit 

^ = 40,393  Meter 

Die  Tangcntialricbtnug  in  diesem  Punkte  bestimmt  sich  am  einfach- 
sten nach  Uebergang  zum  Horizont  des  gleichzeitigen  Ortes  (Länge  tj, 
Breite  y).  Die  Gleichnngen  der  Bahn  in  Bezug  auf  die  neue  Nadir-, 
Ost-,  SUdriebtung  gehen  aus  (4)  durch  Substitution  von  und 

/ für  fU  und  ß hervor,  wobei  jedoch  das  schon  in  (3)  enthaltene  ß 
uuverändert  bleibt  Durch  Differentiation  der  so  gebildeten  Coordi- 
naten  2-3,  findet  mau  genau  8x3  = 0 und  in  erster  Näherung: 

= l:>ivsin*j3 

beide  Variationen  positiv.  Daher  weicht  die  Tangente  von  der  Süd- 
richtung nach  Osten  zu  um  einen  Winkel 

j^  = 0,00013485  R 
ab. 

Für  andere  Breiten  ß sind  einesteils  nur  die  Factoren  y2sin^, 
V2cos|3  hinzuzufügen , wie  cs  die  bezüglichen  Formeln  verlangen, 
im  übrigen  aber  bedarf  cs  noch  kleiner  Correctionen  von  der  Form 
i cos2|3,  welche  gleichfalls  aus  den  Formeln  leicht  zu  entnehmen  sind. 

R.  Hoppe. 


3. 

Beweis  eines  Satzes  Uber  Projectionen. 

Herr  Professor  R.  Standigl  bat  in  den  Sitzungsberichten  der 
kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  (math.-naturw.  Classc. 
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LXIV.  Bd.  II.  Abtli.  1871.)  eine  Abhandlung  „Uebor  die  Identität 
von  Coustructiouen  in  jierspcctivisolier , scliiefer  und  orthogonaler 
Projcction“  abgefasst,  welcher  folgender,  von  ihm  allererst  in  all- 
gemeinster Form  ausgesprochener  Satz  zn  Grunde  liegt: 

„Allo  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie,  bei  denen  weder 
ein  Längen-,  noch  ein  Wiukelmaass  in  Betracht  kommt,  also  alle 
Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Lage  augehören,  können  auf 
ganz  gleiche  Weise,  durch  ganz  dieselben  Linieucombinationen  sowohl 
in  pcrspectivischer,  wie  in  schiefer  als  auch  orthogonaler  (axono- 
metrischer)  Projcction  gelöst  werden.“ 

Der  Verfasser  gelaugt  zu  diesem  interessanten  Schlüsse,  indem 
er  zeigt,  dass  es  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Baumes  unendlich 
viele,  mit  einem  gegebenen  collinearc  Baumgebilde  gibt,  welche  aus 
demselben  Punkte  auf  eine  gegel)cne  Ebene  projicirt,  dieselbe  Pro- 
jcction liefern,  wie  das  ursi)rünglicbe  für  ein  gegebenes  Centrum. 

Nachdem  der  ersterwähnte  Punkt  auch  in  unendlicher  Feme 
gedacht  werden  kann,  ist  einleuchtend,  dass  jede  ebene  Central-  oder 
Parallelprojcctiou  irgend  eines  Raumgebildes  sowohl  als  eine  centrale, 
als  auch  eine  schiefe  oder  orthogonale  Projcction  eines  mit  dem  ge- 
gebenen colliuearen  Baumgebildes  für  irgend  ein  beliebiges  Projec- 
tionscentrum  betrachtet  werden  kann. 

In  den  folgenden  Zeilen  soll  ein  einfacher  Beweis  dieses  letzteren 
Satzes  geliefert,  und  einige  Bemerkungen,  das  Wesen  der  Aufgabe 
betreffend,  beigefügt  werden.  Bekanntlich  genügt  cs,  den  Beweis  für 
das  einfachste  Baumgebilde,  für  ein  Dreieck  zu  liefern,  wie  es  auch 
Herr  Staudigl  in  seiner  Abhandlung  für  hinreichend  voraussetzte. 

Wir  denken  uns  ein  Dreieck  «Ae,  die  Projectionsceutra  « und 
daun  die  Projectionsebene  /v. 

Vermittelst  der  Projectiousstralen  Stil^/Sc  aus  x gelangen  wir 
zu  der  Projcction  a'f/c. 

Durch  das  Ceutrum  ’ä  und  diese  Punkte  sind  nun  neue  drei 
Projectiousstralen  gegeben,  welche  laut  des  zu  beweisenden  Satzes 
die  Ecken  des  mit  «Ae  collinearcn  Dreiecks  ’n'A>c  enthalten  sollen. 
(Bezeichnen  wir  diese  Stralen  mit  »S’’«  S’A,S'‘c). 

Um  dasselbe  zu  finden  berücksichtigen  wir,  da.ss  die  Seiten  des 
Dreiecks  «Ae  die  Projectionsebene  in  den  Punkten  mup  einer  Geraden 
O'  treffen,  welche  (Punkte)  auch  den  Seiten  des  Dreiecks  n'A'c'  au- 
gehören müssen.  Jede  beliebige  Ebene  des  Büschels  G(mnj>)  trifft 
die  Geraden  S’uS'AS’c  in  drei  Punkten  ^n’A’c,  diese  bilden  ein 
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Dreieck,  dessen  Seiten  unbedingt  die  Punkte  mnp  enthalten.  Folglich 
ist  dasselbe  mit  ab'c'  collinear  verwandt,  und  kann  letzteres  für  die 
Projection  des  ersteren  aus  betrachtet  werden. 

Nun  haben  aber  die  Seiten  der  Dreiecke  ahe,  in  der  Pro- 
jectionsebeue  die  Punkte  mnp  gemein,  und  sind  folglich  auch  unter- 
einander culliuear.  Daher  müssen  die  Geraden  G(a’n),  G{c^c) 

einen  gemeinschaftlichen  Punkt,  das  Centrum  U der  Collincation  ent- 
halten, was  zu  beweisen  war. 

Dass  die  Projectionsebene  zur  Collineationsebene  wird,  bedarf 
wohl  keiner  Erwähnung. 

Es  ist  leicht  einznsehen,  dass  nicht  nur  die  Dreiecke  nie, 
sondern  die  ganzen  Systeme  SaSiSe,  S‘aS’4S*c  einander  collinear 
verwandt  sind,  für  *«  als  Centrum  und  E als  Collineationsebene,  folg- 
lich muss  die  Gerade  das  genannte  Centrum  *«  enthalten. 

Dass  diese  Beweisführung  auch  bei  allgemeinen,  also  nicht  ebenen 
Gebilden  bcibehalten  werden  kann,  geht  aus  dem  Umstande  hervor, 
dass  ein  beliebiges  Raumgebildc  mit  seiner  ebenen  Projection  sich 
im  Verhältnisse  der  Collineation  befindet*). 


Untersuchen  wir  näher  die  besprochene  CoUinearverwandtschaft, 
so  finden  wir,  dass  dieselbe  immer  zur  Affinität  (speciell  Symmetrie) 
werden  kann. 

Hingegen  muss  der  Fall  der  Achnlichkeit  (speciell  Congruenz) 
immer  ausgeschlossen  bleiben,  weil  derselbe  eine  unendlich  entfernte 
Collineationsebene  erheischt,  was  unseren  Voraussetzungen  bezüglich 
der  Projectionsebene  widerspricht. 

(Dass  die  Affinität  unendliche  Male,  die  Symmetrie  aber  nur  ein 
Mal  cintreffen  kann,  ist  an  sich  klar.) 


Liegt  « im  I fällt  bei  der  1 Affinität,  Symmetrie} 

in’s  unendliche ; liegt  dann  in  der  | unendlichen  | <?(«**)? 

und  ist  folglich  im  i unendlichen  "" 


Kehren  wir  nun  zu  der  ursprünglichen  Bedeutung  unserer  Auf- 
gabe zurück,  dann  folgt  daraus,  dass  in  diesen  Fällen  die  Projectionen 
entweder  beide  central  oder  beide  klinogonal  (orthogonal),  also  immer 
homogen  sein  müssen.  Aus  der  Umkehrung  folgt  dann: 
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Sollen  die  Projcctionen  anhomogen  sein  — und  dieses  dürft4^ 
bei  der  praktischen  Auswertung  unseres  Satzes  einige  Wichtigkeit 
haben  — darf  weder  der  Fall  der  Affinität,  noch  der  der  Symmetrie 
vorausgesetzt  werden,  und  cs  bleibt  nachher  nur  der  allgemeinste 
Fall  — der  Collineation  — zur  Verfügung. 

Aus  diesem  Schlüsse  geht  wieder  hervor,  dass  das  Centrnm 
bei  anhomogenen  Projectionen  immer  im  endlichen  zu  suchen  ist. 
(Natürlich  nicht  umgekehrt.) 

(Dass  wir  bei  vorausgesetztem  Originalgebilde,  endlichem  s und 
immer  eine  unendliche  Anzahl  von  endlichen,  und  ein  einziges  un- 
endliches erhalten,  ist  einleuchtend.) 

Es  sei  endlich  noch  erlaubt,  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie 
ratsam  es  ist,  bei  Benutzung  des  Staudigl’schen  Satzes  diu  mehrmals 
bcsprocheuc  allgemeine  Collinearverwandtschaft  der  vertauschharen 
Kaumgcbildc  (als  solche)  gehörig  im  Auge  zu  behalten,  um  falschen 
Schlüssen  vorznbeugen.  Dem  besprochenen  Originalsatzc  zufolge 
müsste  anscheinend  folgender  Schluss  als  richtig  erscheinen: 

Das  centrale  Bild  von  einem  hyperbolischen  Paraboloidc  mit 
hyperbolischer  oder  elliptischer  Contour  kann  für  das  klinogoualu 
(orthogonale)  von  einem  collinearen  hyperbolischen  Paraboloidc  an- 
gesehen werden;  — und  doch  ist  laut  anderen  geometrischen  Erfah- 
rungen diese  Voraussetzung  falsch.  Das  Centrum  liegt  iu  vor- 
liegendem Falle  in  unendlicher  Entfernung,  * entspricht  folglich  einem 
unendlich  entfernten  Punkte,  die  Ebene  Es  (durch  s parallel  zur  Pro- 
jectionsebene,  also  Verschwindungsebene)  nachher  der  nnendlich  ent- 
fernten Ebene. 

Soll  nun  die  Contour  uuscres  Bildes  hyperbolisch  oder  elliptisch 
sein,  muss  das  hypcrholischc  Origiualparaholoid  die  Es  in  einer  all- 
gemeinen Curvc  zweiten  Grades  durchschneiden ; dann  muss  aber  die 
collincarc  Fläche  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  auch  eine  all- 
gemeine Curve  zweiten  Grades  gemein  haben,  ist  also  kein  hyper- 
bolisches Paraboloid  mehr,  sondern  ein  einmanteliges  Hyperboloid. 

Nur  bei  parabolischer  Contour  wird  einem  hyperbolischen  Para- 
boloidc ein  collineares  hyperbolisches  Paraboloid  entsprechen. 

(Das  ursprüngliche  dnrchschneidct  nämlich  die  Es  in  zwei  reellen 
Geraden,  nnd  folglich  muss  das  colliueare  Ranmgebildc  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene  auch  zwei  Gerade  gemein  haben,  folglich  auch 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  sein.) 

Prag,  März  1879.  Ant  Sucharda. 
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4. 

Brmerkungren  Ober  das  Erzeugniss  eines  eindeutigen  HtrahlenbOseiieis 
nnd  eines  zweideutigen  Strahiensystems  zweiter  Classe. 

Die  Gesammtheit  der  aus  den  Punkten  einer  Geraden  p an  einen 
Kegelschnitt  T gelegten  Tangenten  sei  die  erzeugende  Taugenten- 
Inrolutioii  J,  ihr  möge  das  StrahlcnbQschel  projectivisch  sein. 

Beide  Strahlgebilde  bilden  auf  irgend  einer  Geraden  G der  Ebene 
zwei  zweideutige  Puuktreiheu  a uud  ß.  Demi  irgend  ein  Strahl  a-^ 
von  J trifft  G in  einem  Punkte  welchem  in  der  Reihe  ß die  zwei 
Schnittpunkte  ft',  /J,"  der  a-,  entsprechenden  Tangenten  a-,',  ar,"  von 
T mit  G zugeorduet  sind.  Aber  man  kann  auch  aus  jedem  Punkte 
ft  zwei  Taugeuteu  a',',  x,'  an  den  Trägcrkcgclschuitt  liegen,  welchen 
als  Elementen  der  Tangentcn-Involutiou  zwei  verschiedene  Strahlen 
Xf,  xg  entsprechen;  diese  treffeu  nuu  G in  den  /3,  zugeordneten  zwei 
Paukten  er,,  er,  von  a.  Die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  der  zwei 
zweideutigen  conlocalcn  Reihen  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G 
mit  dem  Erzeugnisse  von  J nnd  zf  und  man  kann  daher  sagen: 

1.  „Das  Erzeugniss  eines  Strahlcubüschels  und  einer  ihm  pro- 
jectivischen  Tangenten-Iuvolutiou  zweiter  Classe  ist  eine  Curvo  vierter 
Ordnung.“  *) 

Durch  die  Constrnctiou  erhält  man  auf  jedem  Strahle  von  zf  zwei 
Curvenpunkte,  nämlich  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  mit  den  ihm 
entsprechenden  Tangentonpaare  der  Involution,  nnd  es  ist  daher  zf 
selbst  ein  Doppelpunkt  der  Curve. 

Dies  ist  auch  daraus  ersichtlich,  dass  den  aus  J an  T gelegten 
Tangenten  d,',  d,',  so  der  Tangente  d,'  uud  der  ihr  conjugirten  d," 
ein  Strahl  d,  in  ^ entspricht,  welcher  von  d,'  in  z/  getroffen  wird. 
Auf  ihm  liegt  also  ausser  nur  ein  Curvenpunkt  (d„  d,"),  woraus 
wir  erkennen,  dass  d,  und  demnach  auch  d,  Tangenten  der  Curve 
im  Punkte  J sind: 

2.  „Der  Scheitel  des  erzeugenden  Bttschels  ist  ein  Doppelpunkt 
der  Curve,  die  den  aus  ihm  an  den  Trägerkegelschnitt  T gelegten 
Tangenten  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlenbttschels  sind  die 
Doppelpunkts  tangentcu.“ 

Das  StrahlenbUschel  /!  (Fig.  1.)  uud  die  Tangenten-Iuvolution  J 
bilden,  wie  bereits  erwähnt,  auf  der  Involutionsaxe  p zwei  coaxiale, 
projectivische  Punktreihen  ; und  x,  deren  Doppelpunkte  zf,  und  zf, 
heisscu  mögen. 

*)  Siehe  bczaglich  der  Constnirtion  der  Schnittpunkte  einer  Gcrndcn  mit 
der  Cun'e:  „Ueber  Curvon  rierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten“  Sitzb.  d. 
k.  Akul.  d.  Wieacnrcli.  zu  Wien.  JSnncrheft  1879. 
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Ist  i;,  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  und  verbindet  ma 
ihn  mit  allen  Punkten  der  von  der  Tangenten-Iuvolution  auf  p gelül 
deten  Reihe  x,  so  erhält  man  ein  mit  d perspectivisches  StraUoB 
btlscbel  rji,  der  perspectivische  Durchschnitt  y,  geht  durch  denPunkt^ 

Will  man  die  auf  einem  Strahle  a-j  liegenden  Curvenpunkte  con 
strniren,  so  bestimme  man  den  Schnittpunkt  L,  dieses  Strahles  mit 
Die  Gerade  Z,,»;,  trifft  p in  dem  x,  entsprechenden  Punkte  dL 
aus  diesem  Punkto  an  T gelegten  Tangenten  liefern  mit  x,  zum  S<^afti 
gebracht  die  gesuchten  Curvenjmnkte.  Wählt  mau  den  Punkt  X.|  In 
dem  Schnittpunkte  einer  der  aus  % an  T gelegten  Tangenten  mit  fft, 
so  erkennt  mau  durch  die  Construction,  dass  diese  Punkte  die  auf 
gelegenen  Curvenpunkte  sind.  * 

Es  erhellt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  da  auf  jeder  durch 
gelegten  Geraden  yj  nur  zwei  Punkte  der  Curve  durch  Construction 
erhalten  werden,  der  Punkt  (mithin  auch  ein  Doppelpunkt 
der  Curve  ist. 

Es  ist  ferner  ersichtlich,  dass  wenn  »/,  die  Gerade  durch- 
läuft, die  Gerade  yj  ein  Strahlbüschel  erzeugt,  welches  mit  der, 
aus  den  ans  i]  an  T gelegten  Tangenten  gebildeten  Involution  pro- 
joctivisch  ist  und  mit  derselben  die  behandelte  Curve  erzeugt. 

Die  Doppelpnnktstangenten  in  zfj  kann  man  entweder  in  d® 
früher  angegebenen  Weise,  oder  auch  wie  folgt  bestimmen.  Man  legt  . 
eine  Tangente  Yi  zf*  an  T und  betrachtet  diese  als  Element  der  k 
zf*  zugehörigen  Tangenten-Involution  ./*,  sie  trifft  die  gegenüber-A 
liegende  Seite  zi^,  des  Doppelpunktsdrciccks  in  einem  Punkte  ify. 
Man  hat  nun  den  diesem  Punkt  entsprechenden  Strahl  von  zf^  zu 
bestimmen,  dies  geschieht  dadurch,  dass  man  mit  irgend  einem 
Punkte  Xi  der  Reihe  x verbindet,  die  Verbindungslinie  schneidet  den 
X,  entsprechenden  Strahl  von  ^ in  dem  Punkto  Z/j,  welcher  mit 
z/j  verbunden  den  y,'  entsprechenden  Strahl  von  zfj,  also  die  eine 
Doppolpunktstangcnte  giebt. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  lässt  sich  in  folgenden  Satz  zu- 
samroenfassen : 

3.  „Die  behandelte  Cune  ist  eine  allgemeine  rationale  Cnne 
vierter  Ordnung.  Ein  jeder  der  drei  Doppelpunkte  kann  als  Scheitel 
des  erzeugendon  Strahlenbüschcls  betrachtet  werden  und  einem  jeden 
entspricht  eine  besondere  Tangenten-Involution,  welche  die  dem  be- 
treffenden Doppelpunkte  gegenüberliegende  Seite  des  Doppelpunkts- 
dreiecks zur  involutionsaxe  hat.  Die  Doppelpnnktstangenten  der  Curve 
entsprechen  den  sechs  aus  den  Doppelpunkten  an  den  Trägerkegcl- 
schnitt  gelegten  Tangenten.“ 

4.  „Construction  der  Schnittpunkte  einer  Tangente  des  Trägcr- 
kegelschnitts  mit  der  Curve.“ 
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Jeder  Tangente  O (Fig.  2.)  von  T entspricht  ein  Strahl  des  er- 
zeugenden Strahlenbüschels  d,  welcher  diese  in  einem  Curvenpunkte 
trifft.  Auf  der  Tangente  (f  liegen  noch  weitere  drei  Curvenpunkte, 
sic  sind  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  conlocalen  ein-zweideutigen 
von  der  Taugentcn-Involution  und  dem  Büschel  d auf  ihr  gebildeten 
Reihen  a und  ß.  Ans  jedem  Punkte  der  Reihe  ß kann  mau  an  T 
eine  Tangente  />,  legen,  die  Gesammtheit  derselben  bildet  ein  Tan- 
gentensystem B.  Die  gemeinschaftlichen  Strahlen  dieses  Tangenten- 
systems und  der  erzeugenden  Tangcuten-Involntion  J schneiden  G in 
den  drei  Cnrvcnpnnkten.  Um  diese  Tangenten  zu  construiren  ver- 
binde man  die  Punkte  des  von  B auf  T gebildeten  Punktsystems  mit 
einem  beliebigen  Punkt  » des  Kegelschnitts  7’,  dieses  Büschel  ist  mit 
dem  Scheine  B der  von  ./  auf  T gebildeten  Punkt-Involution  pro- 
jectivisch  j beide  erzeugen  einen  Kegelschnitt  I-,  welcher  T ausser 
in  » in  den  Berührnugspuukten  d der  gesuchten  drei  sich  selbst  ent- 
sj)rechcnden  Tangenten  trifft. 

5.  „Der  Triigerkegelschnitt  der  erzeugenden  Tangenten-Involu- 
tion  berührt  die  behandelte  Curvo  vierfach.“ 

Betrachten  wir  den  von  dem  erzeugenden  Strahlbüschel  d (Fig.  2.) 
und  dem  Scheine  V der  Punkt-Involution  erzeugten  Kegelschnitt  K, 
so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  derselbe  den  Träger  T in  jenen  Punk- 
ten d schneidet,  welche  dieser  mit  der  Curve  gemein  hat  Denn  ver- 
bindet man  einen  solchen  Punkt  mit  d und  P,  so  erhält  man  zwei 
einander  entsprechende  Strahlen  x und  ^ dieser  Büschel ; die  in  d an 
T gelegte  Tangente  als  eine  der  x eutsi)rcchendcn  schneidet  diesen 
Strahl  ia  einem  Curvenpunkte,  welcher  aber  mit  d zusammenRlllt 
Die  Cun  e hat  in  jedem  der  Punkte  tl  mit  dem  Kegelschnitt  T mehr 
als  einen  Punkt  gemein,  da  in  Folge  der  Definition  derselben  sich 
kein  reelles  Continuum  ilirer  Punkte  innerhalb  des  Trägerkegel- 
schnittes befinden  darf. 

Man  überzeugt  sich  auch  durch  blosse  Construction  der  drei  wei- 
tem auf  der  Tangente  G in  d liegenden  Cunenpunkte,  dass  einer 
dieser  Punkte  mit  d zusammenfällt,  also  T ein  vierfach  berührender 
Kegelschnitt  der  Curve  ist. 

Die  Construction  der  drei  Curvenpunkte  ist  in  Art.  4.  gegeben. 

Um  einen  Punkt  des  dort  mit  h bezeichneten  Kegelschnitts  zu 
bestimmen  lege  man  aus  ßi  einem  Punkte  der  Tangente  G in  d die 
Tangente  t,  an  T.  Ihr  Berührungspunkt  mit  einem  beliebigen 
aber  für’s  Weitere  festen  Punkt  « von  T verbunden  und  mit  dem 

*)  Dna  StrahlcnbOschcl  P,  welches  mit  J projectiTisch,  kann  auch  dazu 
htnuttt  werden,  die  behandelte  Curve  Mos  mit  dem  Lineal  zu  construiren,  die 


uigiiized  by  Google 


112 


Müetlltn, 


diesem  Strahle  cutsprechenden,  also  dem  durch  J3,  gehenden  Strahle 
von  J zugeordneten  Strahl  £,  des  Bttschcls  P zum  Schnitt  gebracht 
liefert  einen  Punkt  von  k. 

Lässt  man  nun  mit  d coincidiren,  so  ersieht  man  ans  der 
Wiederholung  der  eben  angcdcuteten  Construction , dass  d anch  ein 
Punkt  dos  Kegelschnitts  k ist,  also  ein  Schnittimnkt  von  T und  k. 
Die  in  ihm  an  T gelegte  Tangente  trifft  daher  G in  einem  der  drei 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte  der  coulocalen  ein-zweideutigen 
Reihen.  Diese  Tangente  fällt  mit  G zu.sammeu  und  schneidet  sie 
also  in  dem  Berührungspunkte  d,  in  diesem  Punkte  haben  also  G,  T 
und  die  Curvc  zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  was  zu  beweisen  war. 

G.  „Construction  der  Curvc  aus  den  drei  Doppelpunkten  und 
fünf  weitern  Punkten,  sowie  Construction  der  unendlich  vielen  die 
behandelte  Curvc  vierfach  berührenden  Kegelschnitte.“ 

Einen  der  Doppcljiunkte  etwa  z/,  wähle  man  zum  Scheitel  des 
erzeugenden  Strahlbüschcls , die  Verbindungslinie  der  beiden  andern 
zur  involutionsaxe  p. 

Die  nach  den  einzelnen  Curvenpunkteu  m„  ...  gehenden 
Strahlen  des  Büschels  schneiden  p in  Punkten  f,,  f,,  ...  jj  der 
Constructionsreihe  j.  Einem  dieser  Punkt  weise  man  einen  be- 
liebigen Punkt  /j  der  Geraden  p als  entsprechenden  der  von  der 
Tangenten-Involution  auf  p gebildeten  Reihe  x zu.  Durch 
|T,  und  X,  ist  die  Projectivität  der  Reiben  £ und  x bestimmt 

Construirt  mau  die  den  Punkten  Ji,  j*,  f,,  {4,  fj  entsprechenden 
Punke  Xj,  X*,  Xj,  X4,  Xj  der  Reihe  x und  verbindet  diese  mit  den 
ihnen  entsprechenden  d.  h.  mit  gleichem  Index  versehenen  Curven- 
punktcu,  so  erhält  mau  fünf  Tangenten  des  Trägerkegelschnitts,  durch 
welche  dieser  bestimmt  ist. 

Die  Construction  der  Curvc  kann  in  der  bereits  angegebenen 
Weise  durchgeführt  werden. 

Wir  haben  dem  Punkte  5,  einen  beliebigen  Punkt  x,  als  ent- 
sprechend zugewiesen  und  erhielten  einen  ganz  bestimmten  Träger* 
kegelschuitt;  daraus  folgt,  dass  cs  unendlich  viele  solche  Kegelschnitte 
gibt,  deren  jeder  die  Curvo  vierfach  berührt  und  als  Träger  der  Tan- 
gcnten-Involutiou  betrachtet  werden  kann. 

Jeder  dieser  Kegelschnitte  kann  auch  als  Träger  der  Tangenten- 
Involution  Ji  für  einen  andern  Doppelpunkt  z#,  als  Scheitel  des  er- 
zeugenden Strahlbüschels  angesehen  werden.  Daraus  folgt,  dass  es 
nur  eine  einfach  unendliche  Reihe  solcher  Kegelschnitte  gibt,  aber 
dreimal  so  viele  dieselbe  Curvc  erzeugende  Tangenten-Involutionen. 

Wien,  März  1879.  Adolf  Ameseder. 
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XI. 

Die  «Ireiaxif^en  Coordinaten  in  den  Gleichungen 
1.  und  2.  Grades. 


Von 

W.  Veitmann. 


Die  Grundlagen  der  Lehre  von  den  Dreieckscoordinatcn  sollen 
im  Folgenden  nnahhäugig,  also  ohne  die  C'artcsischen  Coordinaten  als 
Hausmittel  zu  benutzen,  entwickelt  werden.  Als  weitere  Kigentttmlich- 
keit  der  hier  gegebenen  Darstellung  dieser  Theorie  werden  in  die  Glei- 
chung der  geraden  Linie  und  hierdurch  auch  in  andere  Gleichungen 
die  Seiten  des  Axcndrciecks  mit  eingeheu.  Es  ist  dies  von  wesent- 
licher Bedeutung  für  die  Anwendung  solcher  Coordinatensysteme. 

Die  Natur  des  durch  eine  Gleichung  gegebenen  geometrischen 
Gebildes  hängt  nämlich  nicht  blos  von  den  Coefficienten  der  Glei- 
chung, sondern  auch  vou  der  Beschaft'cubcit  des  Coordinatendreiecks 
ab.  So  kann  z.  B.  je  nach  der  Gestalt  des  letzteren  eine  und  die- 
selbe Gleichung  2ten  Grades  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel 
repräsentiren.  Sobald  aber  von  dem  Coordinatendreieck  die  Seiten 
dem  Verhältniss  nach  bekannt  sind,  während  die  absolute  Grösse  der- 
selben, sowie  die  Lage  des  Dreiecks  noch  willkürlich  bleibt,  lässt  sich 
entscheiden,  welche  von  obigen  Curven  iu  einer  gegebenen  Gleichung 
2 ten  Grades  enthalten  ist.  In  der  Tat  wird  im  Folgenden  nach  Auf- 
stellung der  allgemeinen  Theorie  der  Dreieckscoordinatcn  als  An- 
wendung derselben  eine  vollständige  Discussion  der  Gleichung  zweiten 
Grades  gegeben  werden.  Vorausgesetzt  werden  einige  Begriffsbestim- 
mungen und  Sätze  aus  der  rein  geometrischen  Lehre  vom  Schwer- 
punkt. 
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1.  Wir  sprechen  von  den  Gegenden  einer  Ebene,  wie  man  von 
den  Weltgegenden  des  Horizonts  spricht  Unter  der  Richtung  des 
senkrechten  Abstandes  eines  Punktes  von  einer  Geraden  verstehen 
wir  die  Richtung  nach  dem  Fusspunkte  hin.  Parallele  Abstände,  also 
solche  die  zu  ein  und  derselben  oder  zu  parallelen  Geraden  gehören, 
haben  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen,  je  nachdem  sie  nach 
derselben  oder  nach  entgegengesetzten  Gegenden  der  Ebene  gerich- 
tet sind. 

2.  AjAjAj  (Fig.  1.)  sei  das  zur  Bestimmung  der  Lage  von 
Punkten  und  geraden  Linien  dienende  Axeudreicck.  Die  Abstände 
eines  Punktes  von  den  drei  Axen  nehmen  wir  alle  drei  positiv,  wenn 
der  Punkt  im  Innern  des  Dreiecks  liegt.  Für  alle  übrigen  Punkte 
bestimmen  sich  dann  die  Vorzeichen  der  Axeiiabstände  luveh  1. 

Neunen  wir  die  Axeiiabstände  eines  Punktes  r-j,  die 

zugehörigen  wesentlich  positiven  Seiten  des  Axendreiecks 
und  den  doppelten  Inhalt  des  letzteren  /).  so  ist  immer 

(1)  *1  iCj 

In  Fällen,  wo  es  dahingestellt  bleibt,  ob  drei  gegebene  Grössen 
die  Axenabstündc  eines  Punktes  ihrer  Grösse  oder  nur  ihrem  Ver- 
hältniss  nach  sind,  nennen  wir  sie  Verhältnissabstäude.  Aus 
den  Verhältnissabständen  «,  leji«.,  eines  Punktes  erhält  man  die 
wirklichen 

a^D 

a^t) 

(2)  r,  X-  IL  " 

O,  -j- «;  f(j *;l  «s 

e;,ö 

j f/|  “j-  (f;, 

4.  Die  Abstände  einer  geraden  Linie  von  den  Ecken  des  Axen- 
dreiecks  nennen  wir  die  Knotenabstände  der  geraden  Linie. 
Für  die  Vorzeichen  derselben  gilt  das  unter  1.  Festgesetzte.  Nach 
welcher  von  den  beiden  einander  entgegengesetzten  Gegenden  der 
Ebene  man  die  positiven  Abstände  gerichtet  sein  lässt,  ist  gleichgül- 
tig, falls  nicht  besondere  Bedingungen  hinzukommen,  welche  für  eine 
bestimmte  derselben  entscheiden. 

Bios  ihrem  Verhältiiiss  nach  gegebene  Abstände  nennen  wir  auch 
hier  Verhältnissabstäude.  Aus  letzteren  lassen  sich  die  wirklichen 
Abstände  ebenfalls  leicht  berechnen.  Es  seien  die  Knotenabstämle 
«„  Wj,  einer  Geraden  L (Fig.  1.)  durch  die  Proportion 
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(3)  h,:m,:«3 -= 

gegeben,  wo  die  l>  bekannte  Grössen  sind.  Es  sollen  die  wahren 
Werte  der  « bestimmt  werden. 

Man  hat 

V = («,-«,)=*+ ÄA* 

(4)  I,*  = («s  — w,)*+  i\P,* 

«s*  = Oh  — «s)*+  ^1^.' 

(5)  Kl\  + + P~J^  = 0 

Narh  Gl.  (3)  kann  man  setzen: 

(t>)  «,  = i, »« j = »t,  = Aj 

SeUl  man  diese  Werte  in  (4),  so  wird: 

»9*  = P*{*I  —*«)*+  ^1^** 

nnd  wenn  man  die  hieraus  bestimmten  EaA',,  l\l\  in  (5)  eiu- 

setzt,  so  erhält  zur  Bestimmung  >on  p die  Gleichung 


(T)  y,,*  — p*(6,  _ A,,)>:  + y _ p=(A,  — A, )-  4-  y »;,* — p^(A,  — A,)*  =-  ( > 


Diese  Gleichung  befreien  wir  von  den  Wurzeln  mit  Hülfe  des  Satzes, 
dass,  weun 


ist,  auch 


n-j-Ä-l-c  0 


„4_|_A<  + c*  — 2(oäA*4-nV+AV)  =0 


ist,  welcher  sich  durch  folgende  nach  und  nach  aus  einander  hervnr- 
gehende  Gleichungen  ergibt: 


a-f"*“!“®  “ 0 
aAcfo-f"*“!"®)  “ U 

a^l)C-f- ai^c-j-aic*  = 0 
(flA-f-ac+Ac)*  — (a*Aä+a»c*-f  AV)  = 0 
1(«4“^4'®)*  — 2(aA-(-fic-|-ic)]*  — 4(«*A*-j-aS^s _ o 
(a*+A*+c*y  — 4(a*A*+oV-f-AV)  = Ü 
o4-fA<4-<r*— 2(a*A*  + nV4-AV)  = 0 


Setzen  wir  hier  für  o,  A und  c die  in  Gleichung  (7)  enthaltenen  Wur- 
zeln, so  wird 
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llö 


+ [*1  * — — *s)*J  [*3*  — — *t ) *J 

+ [V—p‘(*s—*i)*3C*3*—p*(^i— **)*]!  = ‘1 
oder 


+***[(i*-*3)M*3-*, )*+(*, -A.)^+*3i:(*,-A3)M-(i3-*,)* 

Nach  obigem  algebraischem  Satze  ist,  da  i, — *3,  ij  — nnd  — t. 
zur  Sammc  Null  haben,  der  Coefficieut  von  p*  der  Null  gleich.  Nach 
demselben  Satze  muss  der  von  p freie  Teil  durch  *i4-*s+*3  teilbar 
sein  und  man  kann  denselben  daher  als  Product  von 
einer  Grösse  dritter  Dimension  darstellen.  Indem  man  zugleich  den 
Coefficienteu  von  p^  etwas  anders  schreibt,  erhält  man: 

2 1 (A*  — *3)'(—  »,  * + »,*  4-  *3')  + (*3  — *1  )*(»!*  — + *3*) 

-j-  (A,  — *,)*(«,*  -f-  «j*  — «3*)  t />-  — (»,  + f * + ^'3)  f »1  ( — *1  * + "s*  4-  *3') 

4-**(*i*— ''**4-*3*)4-»s(»i‘4-'‘i*— *3*)]  = 


also,  wenn  man 


V^+»**4-»3* 

2 


mit  Ä*  bezeichnet: 


(A\  3 _ («i4-*34-*3)[*i('*’‘— *3*)4-«3(»^— *3*)] 

~[(A,-A3)V— <i-)+(A3-A,)-(.*— <*-)4-(*1-*3)*(»*-'3’')J 

Hieraus  ergeben  sich  für  p zwei  Werte  und  die  wirklichen  Abstände 
der  Linie  L sind  daun 


Mj  ==  + Aj7»,  »«3  ==  + A«;>,  »'3  = i ^3V 

Wenn  demnach  noch  die  Gegenil  angegeben  ist,  nach  welcher  die- 
selben positiv  genommen  werden  sollen,  so  ist  die  Lage  einer  Ge- 
raden durch  ihre  Verhältuissabstände  vollständig  bestimmt. 

Wenn  man  die  Werte 


h 


A3  = + 


“i 
■'  » 
V 


in  Gl.  (H)  cinsetzt,  so  erhält  man,  indem  man  zugleich  den  der  Ein 
heit  gleichen  Bruch  umgekehrt  schreibt: 


(tt)  1 


(«3 W3)’‘(*^— «l’^)  4“  (»%— *-')  4-  ("1  — 
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als  Bedingung  dafür,  dass  drei  Grössen  n,,  »j,  kj  die  Kuoteiiabstüude 
einer  geraden  Linie  sind. 

5.  Man  lege  eine  Gerade  L durch  den  Schwerpunkt  O des  Axen- 
drciecks  (Fig.  2.).  Die  Knotenabstände  derselben  seien  t>, , r,,  e,. 
Dann  ist 

( 10)  fj  -|-  -}■ »»  = 0. 

Denn  dem  absoluten  Werte  nach  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  Cj 
und  rj  gleich  der  Senkrechten  vom  Punkte  auf  L,  diese  Senk- 
rechte aber  die  Hälfte  von 

Ferner  ist,  wenn  man  die  Axeuabstände  des  Schwerpunkts  mit 
f„  I3  bezeichnet: 

2 

weil  jedes  von  diesen  Prodncteii  des  Dreiccksinhalts  ist.  Daher 
ist  auch  nach  (10) 

(11)  »1  =>  0 

Für  den  Schwerpunkt  und  jede  durch  denselben  gehende  gerade  Linie 
drückt  also  diese  Gleichung  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Ge- 
rade aus.  Wir  werden  jetzt  nachweisen,  dass  eine  solche  Gleichung 
allgemein  diese  Bedeutung  hat. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  zu  L pmallelc  Linie  M,  deren  Kuo- 
tcuabstände  «3,  sind,  und  deren  Abstand  vom  Schwerpunkt  « 
ist.  Wir  nehmen  n positiv  und  bestimmen  demgemäss  auch  nach  1. 
pag.  114.  die  Vorzeichen  der  u und  v.  Dann  ist 


also 


oder  wegen  (10) 
(12) 


II,  — r,  =>  «3  — C3  = «3  — C3  = a 

_ “» ~ ’i  +«4  — 


a 


«I  Hh  + 


6.  AjAgAj  (Fig.  3.)  sei  das  Axcndreicck,  O der  Schwerpunkt 
desselben,  L eine  Gerade  durch  diesen,  eine  zu  L Parallele,  Q 
ein  beliebiger  Punkt  in  dieser,  r„  c*,  c,  die  Knotenabstände  von  L. 
u„  (u,  II-  die  von  Af,  ar„  a-j  die  Axenabständc  von  Q.  Der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  UA*A^  liegt  auf  der  Linie  Q/’„  um  ^ von  P„ 


Der  Punkt  P,  hat  nun  von  den  Abstand 
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der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  QA^A-^  also  ^ desselben 
_ Ebenso  steht  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  Q A^  Ag  um 

ö 

derjenige  von  Q A,  uin  von  A/  ab. 


Setzen  wir  also  die  doppelte  Momentcusummc  der  Dreiecke  QA,Ag. 
QAfAj  und  gleich  der  doppelten  Momentensumme  des  Axen- 

drciecks  nml  neuueu  wir  wieder  letzteres  doppelt  genommen 

D,  so  haben  wir 


.*,  + 1 


‘"•I  _i_  ÜLllr  "1  I _ n 

^ +"s-'^s  — — aU 


3~  ' 


oder 


I , x'‘i+*^  + '*3  «i*i«*i+V*'‘s  + »3^a“s 

5 ■ ö — 


also,  weil  nach  (1)  und  (12)  das  erste  Glied  links  = oD  ist: 

(13)  + »***“»  + ■=  Ü 

Dies  ist  also  die  allgomcinc  Gleichung  der  vereinigten  Lage  von 
Punkt  und  Gerade.  Sie  gilt  auch,  wenn  die  x und  die  n Vcrhältniss- 
abstäude  sind. 


7.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  deren  Verhiiltuissabstäudo 
O],  o.,  03  sind,  ist  nach  6. 

wo  die  X die  Yerhältnissabständc  der  Punkte  der  Linie  sind.  Wenn 
die  Linie  sich  ins  Unendliche  entfernt,  so  werden  die  a einander 
gleich  und  es  ist  also,  unter  den  x endliche  Yerhältnissabständc  ver- 
standen, 

(14)  Ä,a-i  -f  «jar*  -f  «3X3  = 0 

die  Gleichung  einer  jeden  unendlich  entfernten  Linie. 

8.  Wenn  6„  die  Yerhältnissabständc  eines  Punktes  sind, 

so  ist  die  Gleichung  dieses  Punktes  nach  6. 

wo  die  u dio  Yerhältnissabständc  der  durch  den  Punkt  gehenden  Ge- 
raden sind.  Wenn  4,  = Aj  “ hi  erhält  man  die  Gleichung 

des  Mittelpunktes  des  in  das  Axendreicck  eingeschriebenen 
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Für  dcu  Schwfrpuukt  ist  schon  oben  die  Gleichung 

Mj  -|-  U.  — ^ ==  0 

erhalten  worden. 

9.  Eine  Gleichung 

mit  beliebigen  Coeflicicuten  n ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie, 
deren  Vorhältuissabstäiulc  u sich  bestiinnicii  aus 


Ebenso  ist 


mit  beliebigen  Cocfficicntcu  //  die  Gleichung  ciucs  Punktes,  dessen 
Vcrhältnissabstäudc  x sich  bestimmen  aus 


“ h-^xh^lh-^ 

lU.  Wenn  man  statt  der  rechtwinkligen  Abstände  m,, 

•‘n  “3  schiefwinklige 


‘J\  “ Vi  = y-6  “ «s''h 

P,  = *,«„  Pjj  = AgJtj,  »3  ==  *3»«3 

niuinit,  so  kann  mau  die  Grössen  a und  />,  d.  h.  die  Cusccanten  der 
betreffenden  Neigungswinkel  so  wählen,  dass  die  Gleichung  der  ver- 
einigten I>agc  von  Punkt  und  Gerade 

wird.  Man  braucht  zu  dem  Endo  nur  die  b von  den  « abbäugen  zu 
lassen  nach  dcu  Gleichungen: 

Hier  werden  solche  schiefwinklige  Abstände  nicht  weiter  benutzt 
werden. 

11.  Es  seien  Vj,  cj,  die  Knotenabständo  einer  Geraden,  a-„ 
r»,  die  Vorhältnissabständc  eines  Punktes.  Man  lege  durch  den 
Punkt  X eine  Parallele  zu  der  Linie  p,  deren  Knotenabstände  «„  tu, 
»3  seien.  Dann  ist 

f,  — «,  = P,—  = rj  — u■^  = p 


wo  p nicht  blos  der  Grösse,  sondern  wegen  des  in  1.  Festgesetzten 
auch  dem  Zeichen  nach  der  Abstand  des  Punktes  x von  der  Linie  « 
Es  folgt  hieraus 

rW  . . 
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“i  =*  i'!  — p)  '**  = ”j— /'i  «s  = 

Da  der  Punkt  x auf  der  Linie  n liegt,  so  ist  also 


mithin 


— P)+V*(*’S|— P)  = 0 


(15) 


x,x,v,  +SjXtVt  4- 

»1*1+ Vs + «33-, 


Mau  erhält  also  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer  (reradun,  in- 
dem mau  die  Yerhältuissabstände  des  Punktes  in  die  mit  den  wirk- 
lichen KuoteuabsUinden  versehene  Gleichung  der  Geraden  and  auch 
in  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Linie  cinsetzt  und  die  linke 
Seite  der  ersteren  Gleichung  durch  die  der  letzteren  dividirt 

12.  Es  sollen  die  Formeln  nufgestcllt  werden  für  den  Ueber- 
gaug  von  einem  -ixeudreieck  zu  einem  anderen  >1/^/3.  Auch 

für  das  neue  Dreif'ck  soll  die  Bestimmung  gelten,  dass  die  Seiten 
desselben  wesentlicli  | ositiv  sind  und  Punkte  im  Innern  dos  Dreiecks 
positive  Axenabständc  haben.  Dagegen  soll  für  den  Fall,  dass  zu- 
fällig eine  neue  Axe  einer  alten  jiaraJlel  ist,  für  dieselben  das  nntcr 
1.  für  parallele  Linien  Festgesetzte  nicht  massgebend  sein.  Lassen 
wir  daun  die  neuen  Axen  durch  ihre  alten  Knotenabständc  gegeben 
sein,  so  sind  durch  die  geometrische  Lage  der  neuen  Axen  diese 
Transfer mationsdateu  unzweideutig  bestimmt.  Dieselben  seien  die  in 
folgender  Tabelle  angegebenen,  wo  also  z.  B,  o„  der  Abstand  der 

neuen  Axe  <,  von  dem  alten  Axenknoteu  ist. 


**»3 

*3»1 

'1 

«n 

«1* 

«13 

«g* 

«*8 

^3 

«31 

«3* 

«.33 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  /%  dessen  alte  Ver- 
hältuissabstäudc  x,,  x^,  Xg  sind;  so  ist  dessen  Abstand  von  /,  nach  11.: 

+»«*>««+  Vä«» 

»J*l+»**t  + *3*3 

Ebenso  ist  der  Abstand  des  Punktes  F von  /j: 

+Vg<»ä3+»3*8«g» 

»J*I +»»**  + »3** 

und  der  von 

»1*1«31  + »g*g“.3t  + »3*3«3^t 

«jXj  +*3X3  -j-«3aj 
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Diese  Ausdracko  siad  also  dem  absointen  Werte  and  dtni  Zoicht  B 
aach  die  nenen  Axenabstände  y„  yj  des  Paoktes  P 

Nehmen  wir  ferner  eine  beliebige  Gerade  L and  bestiramoQ  wir 
aas  deren  Knoteaabst&nden  a im  alten  Srstera  die  p im  aeaea. 

Oie  mit  den  wirklichen  KnoteuabsUudeu  versehenea  Glcichangen 
der  neuen  Axen  in  Bezag  aof  das  alte  Dreieck  sind: 

von  /, : ” 0 

„ tj : »,«•,««  4-  “ *J 

„ G : + Vj“u  = t* 

Wenn  man  die  Determinanlo  ^ = Ä and  deren  l'n- 
lerdcterminanten  ä—  =■  Hi>,  setzt,  so  sind  hiernach  die  durch  Aatiösuug 

Oftij 

\on  je  zwei  der  vorstehenden  Gleichungen  sich  ergel^cndeu  alten  Ver- 
bältnissabstände  der  Knoten  tj/,,  und  des  neue»  Asendiviccks : 


von  /j/j: 

***»*11 

*r*»*ji 

***»®31 

Die  mit  ihren  wahren  Knotciiabständen  versehene  Gleichung  der  Linie 
L im  alten  System  ist; 

V3«9  = 

Folglich  ist  nach  11.  der  Abstand  der  Linie  L von  der  Lcke  = 

^ 1 1 “ t ■f'*»*!  I 1 j“3 

“ «n-f «.r+«..r 

Diesen  Ausdruck  können  wir  nun  = r,  setzen.  Bestimmen  wir  auf 
dieselbe  Weise  die  AbsUtnde  der  Linie  L von  y^  und  vou  t,<,,  so 
erhalten  wir 

- «,,+««+«« 

Die  e sind  nach  Früherem  nach  derselben  Gegend  der  fcbene  fKiSiliv, 
nach  welchen  die  u positiv  sind.  Ueber  die  Vorzeichen  der  « konnte 
inan  nach  1.  in  zweierlei W eise  verfügen;  kehrt  mau  die  Zeichen  der 
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H um,  so  kohrcn  sieb  auch  die  der  e um.  Immer  gilt  aber  auch  für 
die  V die  für  die  n getroft'ene  Bestimmuug,  dass  sie  alle  drei  nach 
dcrsolbcu  Gegend  positiv  sind. 

Wir  haben  also  jetzt  folgende  Trausformatiousformelu: 


~ *,  a-,  + * jXj 

■''=*  “ «i»-i+«s3-*4-Wi 

8tii  W|-|-Wi»Ui-{-Mi3»t:i 

'■>  “ «„+«,7+ «.3 


- Wa,  + «3*+«33 

Die  ff,  n,  o sind  hier  die  wirklichen,  die  x Vcrhilltnissahstilndc.  Weun 
mau  die  u als  Verhältuissabstünde  betrachtet,  so  siud  auch  die  e 
solche;  sic  bleiben  aber  mit  den  « nach  derselben  Gegend  positiv. 

Aus  den  Gleichungen  (16)  und  (17)  folgt,  indem  man  die  Itc, 
2to,  ilte  der  erstcren  resp.  mit  der  Iton,  2ten,  3ten  der  letzteren 
multiplicirt,  die  Neuner  fortschaift  und  dann  die  Gleichungen  addirt: 

(18)  [(Slii-l-Sl|s+?li.'i)yiei-|-(Wj,-j-Soi-j-9lj;.)i/äCg+(®3i~l"®:is"l“®33)y3‘'s] 

X(''ia-,+«<a;.-l-«3a;,,)  = (3,a-,«,-f  «j3-gUj+*jars«s)?l 

Nach  6.  ist 

(19)  tiyiVi+t*y*«>*+tsl'.s"3  “ 


die  Gleichung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Gerade.  Dieselbe 
Bedeutung  hat  aber  auch 


(20)  = 0 
oder  nach  (18) 


(21) 

(®ll+?llj+®i3)yie,4-(?l2l+S*a+?ls3)ys''2~l"(l^.St4'®.Hs4-))l33)ysr.3=0 


Da  nun  die  Grössen  y|f, , ff^i-^  durch  Aenderung  der  Lage  des 

Punktes  y uud  der  Geraden  (während  aber  beide  stets  screinigt 

bleiben)  beliebige  Wert  Verhältnisse  anuehmen  können,  so  folgt  aus 


(19) 


’”’ll^l): 
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(22)  + + «3. 

oder  weuu  wir  letztere  Summen  mit  H',  Ä",  51'"  bezeiclmeu 

(23) 

Die  Grössen  H',  H",  8*  sind  also  die  Verhältnissseiten  des  ucucu 
Axendreiccks  und,  da  diese  positiv  sind,  von  gleichem  Zeichen. 

13.  Durch  Auflösung  der  Gleichuugeu  (16)  und  (17)  pag.  122. 
erhält  man  die  alten  Coordinateu  ausgedrückt  durch  die  neuen.  Aus 
den  Gleichungen  (16),  in  welchen  hierbei  die  y auch  Vcrhältnissah- 
itändc  bedeuten  können,  ergehen  sich  folgende  Verfaältnissahständc  :c: 

*1 

3.  — 

»* 

j.  ^i»y ^sai/3 
*3 

Hieraus  kann  mau  nach  2.  die  walireu  Axenahstände  hcstininicn.  In 
den  Gloichungcu  (2)  in  3.  hodeuteu  dann  die  « die  Seiten  des  alten 
Dreiecks,  T)  den  doppelten  Inhalt  dcsselhen  und  weuu  man  in  den 
Nenner,  welchen  wir  hier  D'  nennen  wollen,  statt  der  u obige  Werte 
einsetzt,  so  wird 

Da  8';8":H*=  h'-ii-i-i  und  tiyi  +tj^s+tsy»  der  doppelte  Inhalt  des 
neuen  Axendreiecks  ist,  so  ist  D'  eine  constantc  Grösse. 

Löst  man  zugleich  auch  die  Gleichungen  (17)  auf,  so  erhält  man 
für  die  X und  » die  Formeln: 


‘ ~ «1  ■ D' 

* 3*  ■ D' 

*jsyi+^Mys+W.T3ys  o 
” 3,  ' D' 

ft,  = 

ft,  ■=  a'o,»t’,+8"a„fa+a*'oM''.t 

die  X die  wirklichen,  und  die  y,  tt,  v Vcrhältuissabständc. 
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14.  Die  allgemeine  Glcicbnng  2tcu  Grades  iu  Vcrhältnissab- 
ständen  sei 

(26)  -j-  2ag,i>■.^r^  + = O 

oder  nach  Clebsch’scher  Symbolik 

(26)  + ■=  U 

Oller  mit  einem  kürzeren  Symbol 
(26)  (,uy  = U 

Es  soll  untersnebt  werden,  welche  geometrische  Gebilde  (Kegelschnitte) 
in  dieser  Gleichung  enthalten  sein  können. 

Wenn  die  Determinante  der  Gleichnng  =0  ist,  so  stellt  sie  be- 
kanntlich zwei  gerade  Linien  dar,  welche  zusanimenfallcn , wenn  zugleich 
sämmtlichc  Unterdetenninanten  = 0 sind.  Die  Linien  sind  reell  oder 
imaginär,  je  naclidem  die  Diagonalelcinentc  der  adjungirten  Deter- 
minante (welche  immer  gleiche  Zeichen  haben)  positiv  oder  negativ 
sind.  Die  Linien  sind  parallel,  wenn  die  Gleichungen  derselben,  d.  h. 
die  linearen  Factoren  der  Gleichung  (26)  mit  der  Gleichung  der  un- 
endlich entleruteu  Linie  zusammen  eine  vcrsclnvindende  Determinante 
geben.  Sind  die  Linien  imaginär,  so  ist  ihr  Durchschnittspunkt  reell ; 
sind  sie  aber  dann  zugleich  jiarallel,  so  liegt  der  reelle  Durchschuitts- 
))unkt  im  üneudlichen  und  der  Gleichung  (26)  genügt  also  iu  diesem 
Falle  kein  reeller  Punkt. 


lö.  Die  Determinante  von  (oj)-  sei  Jetzt  nicht  = u,  (o^)*  also 
nicht  iu  zwei  Factoren  zerlegbar.  Wenn  wir  («,,  = <i>,  voranssetzctid) 
die  Gleichung  (ox)-=0  in  der  Form  schreiben 


(27) 


S(«.)-'  , d{.uy-  . d(a.y 


u 


und  dann  die  Factoren  x durch  | ersetzen,  so  wird  die  Gleichung 


m 


Tr,  0r*  + 


= (I 


Von  zwei  Punkten  r und  I,  die  dieser  Gleichung  genügen,  neunen 
wir  jeden  einen  Pol  des  anderen  iu  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Die 
Gleichung  soll  die  Polgleichung  der  Punkte  r und  ? genannt  werden. 

Lassen  wir  von  zwei  Polou  deu  einen  sich  ändern,  während  der 
andere  fest  bleibt,  so  durchläuft  der  ersterc  eine  gerade  Linie,  welche 
die  Polare  des  letzteren,  ihres  Polos,  genannt  wird.  Die  Polare 
eines  Punktes  des  Kegelschnitts  ist  die  Taugeuto  des  letzteren  iu 
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diesem  Punkte.  Wenn  ein  Punkt  und  eine  Gerade  vereinigt  liegen, 
so  liegen  die  Polare  des  Punkts  und  der  Pol  der  Geraden  auch  ver- 
einigt. Nimmt  man  zu  einem  solchen  Paare  noch  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte  und  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien 
hinzu,  so  hat  man  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Seite  die  Polare  des 
Gegeneckpnnktes  ist,  Polardreicck. 

Die  Vcrbältnissabstände  der  Polare  e eines  Punktes  x ergeben 
sich  aus  der  Gleichung  (28),  wenn  man  diese  als  Gleichung  (mit  den 
Veränderlichen  |)  der  Polare  von  x betrachtet: 

2(«x)*  , , 

(29)  V’ü  “ =”  «««^1  + 

V«»  ^ 

Da  die  Determinante  A dieser  Gleichungen  nicht  =0  ist,  so  erhält 
man  durch  Auflösung  derselben  ilie  Verhältnissabstände  des  Poles  x 
einer  Geraden  r: 

a-,  = 

(30)  sfg  = 

wo  die  A,j  die  ünterdetermiuanten  von  A sind. 

16.  Wir  wollen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  anf  ein  Polor- 
dreieck  als  Axendrcieck  transformiren.  Die  Seiten  /j  desselben 

seien  gegeben  durch  ihre  wahren  Knotenabstände  nach  folgender  Ta- 
belle: 


***3 

«3«1 

*1*3 

«11 

«1* 

«13 

** 

«« 

«M 

«33 

«31 

«3* 

«33 

Indem  wir  die  Transformationsformein  (24)  pag.  123.  anwenden,  möge 
die  Gleichung  (ax)*  = 0 sich  in 

verwandeln.  Wenn  fttr  irgend  welche  Punkte  und  Linien  Pol-  und 
Polarenbeziehungen  stattfinden , wie  sie  durch  die  Gleichungen  (28) 
bis  (;)0)  ansgedrfickt  sind,  so  gelten  diese  Beziehnngen  auch,  wenn 
man  in  ihnen  die  alten  Coeflicienten  und  Coordinaten  durch  die  neuen 
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ersetzt.  Hieraus  lässt  sich  aber  folgern,  dass  in  der  nenen  Gleichauf 
die  nicht  quadratischen  Glieder  verschwinden.  Um  dies  z.  B.  für 
uod  zu  erkennen,  wenden  wir  die  Gleichungen  (29) 

pag.  125.  auf  die  Seite  <,  und  deren  Pol,  die  Ecke  ty,  an.  Dann  ist 
Vi  ==  — 0?  Cj  = r_,  = 0,  also 

0 = (Tj/j/g 

0 = «i.i'ys 

mithin  flig'=  nn'=  0,  da  y,  nicht  =0  ist.  Die  neue  Gleichung  wird 
daher 

r 4 I f 4 I 's  n 

“ii  yr+"*s  .ys'+«3;i  y.s  = o 

Transformiren  wir  jetzt  rückwärts  mittels  der  Formeln  (16)  pag.  122., 
so  können  wir 

(:il)  (rtr)*  = Oii'(''i3'i“n+»s^*“i»  + »aa-a«i3)*»« 

er;a'(>',rj(r_f,  fi,gr_,,axi)^ ■ tn 


setzen,  wo  wi  ein  constanler  Factor  ist. 

Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  dass  die  Function  («x)*  sich  dar- 
stellen lässt  als  linearer  Ausdruck  aus  den  Quadraten  von  drei 
linearen  Functionen,  welche  ==o  gesetzt,  die  Seiten  eines  Polardrci- 
ecks  darstellen.  Nur  lineare  Functionen  von  letzterer  Eigenschaft 
können  zu  einer  derartigen  Zerlegung  benutzt  werden.  Denn  wenn 
wir  die  linearen  Functionen,  deren  Quadrate  in  Gl.  (31)  verkommen, 
mit  /„  fg,  /j  bezeichnen,  so  hat  die  Polare  eines  Punktes  x die  Yer- 
hältnissabstände  e,,  vg,  r,  nach  folgenden  Gleichungen: 

^(«x)*  , XI'  /■  I ' r 

= ' Sx,'  “ ""  + «si»i/s  I «M 

_ / _L  ' r f 

— ^11  "T“ 


Sx^ 


*'»3*3/*  ~1" 


Lässt  man  hier  x z.  B.  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  /g  = 0 
und  /’s  = 0 sein,  so  werden  in  vorstehenden  Ausdrücken  die  zweiten 
und  dritten  Glieder  =0;  und  wenn  man  daun  noch  die  gemeiusamcu 
Factoren  fortlässt,  so  hat  die  Polare  von  x die  Verhältnissabstände 
«,j,  a,g,  0,3  und  die  Gleichung  o,,«,r, 0,3*33-3  =/,=  0. 
Der  Durchschnittspunkt  von  zweien  der  Geraden  f = 0 hat  also  zur 
Polaren  die  drifte. 


r 
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Um  die  Zerlegung  von  (o/-)*  wirklich  aaszofflfaren.  verfahren  »ir 
in  folgender  Weise. 

Die  Gleichungen  der  Seiten  des  Folardreiecks  sind 
/j  “ + = G 

A = + + = G 

Wir  setzen 

and  bestimmen  die  CtK-fficicnten  m.  Zu  dem  Ende  lassen  wir  die  7 
nach  einander  die  Verliältnissabsfaude  des  Dnrebsebnittspanktes  von 
/.  = 0 und  /a  -=  U,  von  yj  = U und  /,  = U,  von  /,  = •>  und  /*  =*  0 
sein.  Wenn  wir  dann  die  Determinante  ^ ji  «nOr-Ojs,  welche  nicht 
= 0 ist,  mit  ?l  und  ihre  Unterdetermiuanten  mit  Ä,,  l>ezeichnen,  so 
erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  m folgende  (in  den  « symbolische) 
Gleichungen : 

Da  kein  Eckpunkt  de.s  l’olanlreiecks  auf  dem  Kegelschnitt  liegt,  so 
erhält  man  hieraus  für  alle  m von  Null  venn  hie^lenc  Werte.  Die- 
selben sind  entweder  all«*  positiv  oder  alle  negativ  od(;r  es  siml  zwei 
mit  dem  dritten  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Bringt  man  die- 
selben in  die  (Quadrate  hinein,  so  erscheint  («/■)*  als  Summe  der 
Quadrate  von  drei  linearen  Functionen,  «lereu  Coeffidenten  alx*r  «la, 
wo  das  Vorzeichen  negativ  war,  imaginär  sind. 

17.  Nach  10.  können  wir  («4*  darstellen  unter  der  Form: 

(32)  ( 71,7, 4-  PjX»  4-F3^.i)*  + (li^i  + 4-  4-  + V*  4-  cjZa)* 

oder  mit  kürzerer  Bezeichnung: 

/>r*4-'/z*4-''x* 

wo  entweder  die  q und  r sümmtlich  reell  oder  sämmtlicb  rein 
imaginär,  oder  die  p und  q reell,  die  r imaginär,  oder  die  p und  q 
imaginär,  die  r reell  sind. 

Die  Coeffidenten  von  (a^y  bestimmen  sich  ans  den  p,  q und  r 
nach  folgeuden  Gleichungen: 

7'i*4-9i*4-»'i*  = «II  ViPti+iMi  + r^r^  ■=  «S3 

(;ö)  ?»s*4-9**4-»'**  = «iS  7’i)>34-9i93  + ’‘i''3  = «13 

/'3*  + 93*4-'"3'  = «33  + = «13  ^ 
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Die  Determinante  von  («x)*  ist  also 

(;^4) 

«ii"i4«nj  PjPs+«i9»+'’i»‘ii  PiP»+«i9»+»‘i»'3 

^ = «*l“ss«»3  — PsPs+Ms+Vs  7'»P3+7*93-|-»'***3 

«:!1«3»“33'  Ps7>l-f«sVl  + '3''l  i>s7’i-hf3<7s+»’3»s  7>3P3+93«3-f-*'3»'S 

= !P*3s’‘tj 
'P»f|^ry 

nach  dom  Multiplicationssatz  fUr  Determinanten.  Setzt  man 


und 


8z/ 


8^ 

dqi 


Q-. 


SJ 

dri 


Iti 


SO  sind  nach  dem  Mnltiplicationssatz  fUr  rechteckige  Elementen- 
Systeme  die  Unterdeterminanten  von  (ox)*: 

^11  = Q,  *+  «1*  ^1*  = i\ (i*  + Jty 

(:$:.)  A.^  = xi,,  = PjP^+Q,Qi+J{iH, 

= /3*+Q,3*  + «3"  d,.,  = APs+Q*Q:.  + ^3«3 


Wenn  die  p,  q und  r sümmtiieh  reell  sind,  so  folgt  aus  d<‘n 
Gleichungen  (33),  (34)  und  (3.'>),  in  Verbindung  mit  dem  Voraus- 
gesetzten xl  nicht  ==  0,  dass  die  Coefficienten  Oi„  «»j,  ojs,  die  Deter- 
minante xl  und  die  UnterJetenninanten  xl,i,  xlj^,  .4^3  alle  nicht  blos 
nicht  negativ,  sondern  auch  grösser  als  Null  sind.  Wenn  dagegen 
alle  2h  <1  und  r imaginär  sind,  so  werden  die  Coefficienten  a,i,  n«,  «« 
und  die  Determinante  xl  negativ,  während  die  Unterdeterminanten 
xl,„  A^,  A^g  positiv  bleiben.  Damit  also  die  Function  (o,)*  sich 
auf  obige  Weise  in  drei  Quadrate  ndt  gleichartigen  p,  q und  r zer- 
legen lasse,  ist  es  eine  notwendige  Bedingung,  dass  die  Productc 
OiiA,  a^A,  «33x1  und  die  Unterdeterminanten  xl,,,  xl^,  X433  sämmt- 
lich  positiv  seien.  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  diese  Bedingungen 
auch  genügend  sind,  damit  eine  Zerlegung  mit  gleichartigen  p,  q und 
r möglich  sei. 

Die  p und  q seien  reell,  die  r imaginär.  Setzen  wir  also 
1,  rj  = ?-g'V— 1,  rj  = rjV— 1 
Die  Determinante  von  (ox)*  wird  dann 

xl  = — (2;  ± 7>,«i*r3')* 
also  negativ.  Nehmen  wir  nun  au,  dass  z.  B. 
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«xJer  jtj;  j. --=r-  s-:l  ^ 

= .^.-—  .;-—  i- 

= ' _7— U - V 

= . 

DiS  Döirr^'in-i»  c— «•-«  . jr~-.  - ^ »ui 

?k; 

»orja=  lai«  »nair 


FSr  diev^a  ^ tr*  ~. .«  -_  aü  x.—  a.  x«  ■»»■?%* 

Fllle  obi4j^  J.l5-äTi3.  ~t—  ~n-n  j**’  V -r*  ►—»«_-_»  -i  '“•  ■— : 

®it  FortLt~gTTiT  ür*  ' * -- 

— ft«*-  ~ *-■ V JU  — -V..  . — . ■ • 


“ fpiSs  — ft"*r  " — !i”"  — " ’ — — -“i.  ' 

~^h1s — ftrfi  “ Jz~ — t"  — 'r' — ' ■ 

' ft'— 

^ »11  ifciörir  j-c  «rt  >c  lo.  a tir-«.-r  =-  «rsr  T - i. 

Pa  fc-A^«  cii»-r  -^3  "ar  i-far-a  T r*"  ■»  » t ^ . .;, 

oder  nn.13  lar  = ■ ■ T -aa  •«.  ==  t = ■ «■  *i*^ic  i— * *u«.r- 

'ö'ar.  das*  -l-  >.^-  *-rrti-a  ixca.  •_  ica.  a^r.  i.  r 

=“0  wfT4-.-a;  «i-c^üi  xjfinz.  Brt>-r.  a «».!».&.  ^ = — x.  * 

'ima  Ter^L»i3«i  a 


Es  «-itn  ft-tö  *3üp*ii.^nm  ü»*  _»  • sLuiT’xr  - ?—• 

Weser  Fall  lässt  f»:i  aaf  i»-a  i-.rtM  an.  sr"— r*-Jk.  iaj  -t*  loa  • ' 
™it  — 1 niuiti{.«!kirt.  N*Ji  '•  ‘CiZ^  x >■---"  lu 

die  Unt.;rxkrter5siiaa'>s  ib-ar  zup-;<3  v«i:r  ►-■s..  >*»-•- 

•lie  Maltiplicati«ja  »<>•  net  — ; i«-a  «-..a  **•*  ■"-* 

äiclit  geändert;  es  »ars^a  a_s.i  xi.3  " nt-r  *..,i  iix<  *.-■■*'  '•■' 
positiv. 


In  der  Tal  sind  also  ie»  a « 

‘ÜDgnngen  nicht  mit  einander  Trrsu'jsr  i nit.-a 
*ät  daher  eine  Zerlegung  mit  m3.r>Ä'aai''ijei  ^ , um<  • 
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Hell.  Da  aber  nach  IG.  irgend  eine  der  vier  Zerlegungen  immer 
möglieh  ist,  .so  muss  eine  mit  gleichartigen  q und  r ausführbar 
sein.  Wir  haben  somit  folgenden  Satz:  Die  Function  (oj-)*,  deren 
Determinante  A nicht  — 0 ist,  lässt  sich  durch  die  Siimrae  der 
Quadrate  von  drei  linearen  Functionen  darstellen,  welche  hinsichtlich 
ihrer  reellen  oder  imaginären  Beschaffenheit  entweder  gleichartig  oder 
ungleichartig  sind,  jenachdein  o,jA,  a,<,A,  n^tA.  *lj„  3,,,  .,1;^  zugleich 
positiv  sind  oder  nicht. 

Entfernt  man  aus  den  liuuarcii  Ausdrücken  die  1—1,  indem 
man  sic  ([uadrirt,  so  verwandelt  sich  obiger  Satz  in  diesen:  Die  Func- 
tion («i)-  lässt  sich  durch  die  algebraische  Summe  der  Quadrate  von 
drei  reellen  linearen  Functionen  darstellen,  deren  Vorzeichen  gleich 
oder  ungleich  sind,  jeuachdem  obige  Redingungeu  stattfindcu  oder  nicht. 

Diese  Bedingungen  sind  übrigens  nicht  von  einander  unabhängig. 
Denn  wir  haben  nachgew  icseu , dass  hei  ungleichartigen  p,  q und  r 
schon  zwei  derselben,  nämlich  dass  Oj,.1  und  positiv  sind,  nicht 
mit  einander  vereinbar  sind,  dass  also  diese  beiden  schon  genügen, 
damit  die  Zerlegung  der  Function  nicht  zu  nngleichartigcii  p,  q nnil 
r führen  könne.  Für  die  Gleichartigkeit  der  />,  q und  *•  können  wir 
es  demnach  als  notwendige  und  genügende  Bedingung  betrachten, 
dass  eins  der  drei  I'roductc  «o.-l  und  eine  der  nicht  mit  «»•  corre- 
spondireiiden  Diagoiial-Unterdeterininanten  positiv  sind.  Die  übrigen 
Bedingungen  müssen  hierin  mit  enthalten  sein. 

Wenn  mm  die  p,  </  und  c .säninitlich  reell  oder  sämmtlieh  ima- 
ginär sind,  so  hat  die  Gleichung  (u^)-  ~ 0 keine  geometrische  Be- 
deutung. In  ersterem  Falte  enthält  nämlich  die  Gleichung  unmittel- 
bar und  in  letzterem  nach  Multii>lication  mit  — 1 die  Summe  dreier 
Quadrate,  welche  also  für  reelle  Puukle  eiuzeln  = 0 sein  müssten. 
Dies  kann  aber  hier  bei  keinem  I'unkte  eintreten,  weil  die  Deter- 
minante von  («,)-  und  somit  auch  A’  nicht  verschwindet. 

Wenn  dagegen  von  den  h'uiictionen  ;>x,  qx  und  r*  zwei  reell  und 
eine  imaginär  sind  oder  umgekehrt,  so  enthält  die  Gleichung  in  er- 
stcrem  Falle  uumittelbar,  in  letzterem  nach  Multiiilicatiou  mit  —I 
zwei  i»ositive  und  ein  negatives  Quadrat.  Für  den  Durchschnitts- 
puukt  der  beiden  imsitiveu  Quadrate  (um  mich  so  auszudrückcu) 
wird  dauu  («j)-  negativ,  für  ilen  Durchschnittspunkt  eines  jiositivcn 
und  eines  negativeu  wird  (0.,)-  positiv.  Dieselbe  kann  also  aucli 
= 0 werden  und  die  Gleichung  («j)-  — U stellt  daher  ein  reelles  Ge- 
bilde dar. 

Obige  Keuuzcicben  für  die  Art  der  Zerlegbarkeit  der  Function 
demnach  auch  die  Kennzeichen  für  die  reelle  oder  ims- 


w 
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ginäre  Natur  dos  dnrdi  die  Gleicliung  (ax)*  = 0 dargestellteu  Ke- 
gelschnitts. 

18.  Wir  ersetzen  die  Gleichung 


wo  «•=  y _i;  oder 

(.36)  (pj  — )Vj  cos  o)x,  -)-  (pj  — fr^  cos  «)xj  -}-  (7)3  — «V3  cos  «)X3  = 0 
(37)  (</i  — jVjSinn)r,  -}-  (q^  — /Vo8iniv)x»  -f-  G/g — /rgsin«)xg  = 0 

Die  Gleichung  (öG)  stellt  eine  gerade  Linie  dar,  welche  durch  den 
Dnrchschuittspunkt  der  beiden  Geraden  pjc  = 0 und  = 0 geht. 
Ebenso  stellt  (37)  eine  Gerade  dar,  welche  sich  mit  </x  = 0 und  rx  = 0 
in  einem  Punkte  schneidet.  Der  dritte  Eckpunkt  des  so  gebildeten 
Dreiecks  ist  ein  Punkt  des  Kegelschnitts.  Giebt  man  dem  Winkel  « 
die  Werte  — rt  bis  -|-n:,  so  erliiUt  man  sämmtliche  Punkte  des  Ke- 
gelschnitts als  dritte  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  von  welchem  zwei 
Seiten  sich  um  die  beiden  anderen  Eckpunkte  so  drehen,  dass  sic 
homographische  Dttschel  bilden. 

Aus  den  Gleichungen  (3G)  und  (37)  erhält  man 


— Ps9*)4-(*'»P;i  — »’aP*)‘sin«-l-  (//gCg  — </grg)/C08« 

: (P:\fli  — ;>jV:i)  +(raPi  ~ '•,7)g)7sinc(-{-(73i-,  — i^irgl/cos« 

: (PtUi — Pt<li)  + ('’iPi  — »•,;), )<sin «-{-((/, r,  —r/gr,)/ cos« 

oder  gemäss  früherer  ßczeichnung  (pag.  128.)  und  nach  Multiplica- 
lion  mit  — /; 


Eür  reelle  Winkel  0 sind  diese  V’crhältuissabstÄudc  reell,  wenn  die 
*•  imaginär  sind,  also  auch  nach  (17)  der  Kegelschnitt  reell  ist. 
Die  Proportion  liefert  daun,  indem  man  « alle  Werte  von  — n bis  -f-rt 
durchlaufen  lässt,  sämmtliche  reelle  Punkte  des  Kegelschnitts.  Keine  drei 
derselben  können  in  gerader  Linie  liegen,  da  sonst  die  Gleichung  («x)*“G 
in  lineare  Factoren  zerfiele.  Mau  erhält  also  eine  stetig  gekrümmte 
Car\e  ohne  Winkclpunkte,  Rückkehr])unkte,  Inflexionspunkte  und 
vielfache  Punkte.  Da  cos«  nnd  sin«  für  «=>  + « und  « *=  — n 


durch  folgende  l)oiden 


px  = »VxCOS« 
<7x  = /rrsin« 


(38) 


x,:x*:xg  = 
cos  « -j-  Qj  sin  o — »7?, 
: /’,  cos  o -|-  Qg  sin  o — /ff, 
: / 3 cos  « -{-  Qj  sin  o — iffg 
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dieselbon  Werte  haben,  so  ist  die  Cnrvo  entweder  eine  geachlosscae, 
oder  sie  hat  ünterbrechnngen  im  Unendlichen.  Die  Bcdingnopen. 
unter  welchen  das  Eine  oder  Andere  stattfindet,  ein  reeller  Punkt 
der  Curve  im  Unendlichen  oxistirt  oder  nicht,  ergeben  sich , wenn 
man  den  Durcbschnittspunkt  der  Cunc  mit  der  unendlich  fernen 
Linie  bestimmt.  Setzen  wir  zu  dem  Ende  in  die  Gleichung  der  letz- 
teren 

die  Verhilltnissabständc  aus  Gl.  (38)  ein,  so  erhalten  wir; 

(39)  E 1:  . cos  o -|-  Z fr  p,»*» « . sin  a — iE  + = G 


oder,  wenn  wir  die  Determinanten  E in  dieser  Gleiclinng  mit  /'  U, 
11  bezeichnen: 

(40)  Pcos  « -[-  Q sin  K — iR  = 0 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man 


cos« 


(41) 


_ iPK  ± qVp*+  Q^-{-R’‘ 


Sin  « = 


iujljf  1"Vp^+  q^  + r^ 


Setzen  wir  diese  Werte  in  Gl.  (38)  ein,  so  werden  die  Verhältniss- 
abstündo  der  unendlich  fenien  Punkte  des  Kegelschnitts: 


== 

■ I?  1 5i’i  « X ( i\  <t  - 

'"'■r  ■ p‘-\-<i'^ 

, W'b X (/t,y - 

Der  Radicand  der  Wurzel  ist 

/’-+ = 

(^'.*+  + >.“'  + (/'.*+  O2-+  ^2*)*2“+  UV+ 

-f  2U\  Ri  + Q,  Qi  + Rx  «2)*1*2 + 2(  Rx  Ri  + Qx  Qi  + Rx  Ri^x^i 

+ 2(P,  U,  + Q.Q.,  -f  RiRiW, 
r aber  nach  den  Gl.  (35): 


r 
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portioo  d»  •J^j  niftg-:' -r-a  »t  . * u: 


j- 


J. 


z F 


I i 
F.£_ 


. f 

7. 

? 

_?_ 

1 

. J_ 


Wk)  loia  ■i:22';k  I^-cn»:uTxiii  a-r  *'T*  i.i-n-.j-'i  5 -li-  »r~  I-  c_. 
liaginäry.iag  c-r  ^ ’ Tzutf':-  nni.  lii-  »nuir-’x  ni«— . s 

Ä'seB  A«5>irtäLra  nic  i«-  ri»~r  u--  T n-.-  rl  i.  ,-: 

‘k  eotbalt>::i  sirmÜLi  l — ; u.--  I nr.-r  T.^i-irr  — ■-t?  f_!*- 

Jenathdem  also  i-l.-  3>-  rK:  i'.*5rL’  f.-r  = i*'  i-r  u- - 

^iiaiU  zwei  re-tiir.  r»ri  rjuniiaiiiT»  i<urr  "lu-a.  r^-^lrw  ?TUiir  m T i- 
codlidien. 


Obige  Pr'.-pöTti.x  >xi::  "••■rxuc.  t-u.  jiaü  J ^ xim.  7 

lichobig  vertaa^-.bt  ‘•‘•rii  x'irr  rr-i  ’iii  cy-r-jt  i.ii  a:!?ujnx  ilx- 
linander  vertaaj.±t  w-ri-i.  z £ /"  zrui  n .•i-j-r  lr.n<  irz3  >x^  •■» 
'crtauschen  sich  die  Wrvi  a tsr-^ikLu-jx  femta  '“tiin*  ?■  il  cj:--  iu.  l" 
geschehen , so  darf  sxa  asr  < t i ; i f > i.  t Z in  nn-t  ciis 

zweimal,  so  hat  maa  drd  Prcccrt-  .ina  ■«  ,a  cti;;  rr?-j;jHai  Sojh.  de. 
man  also  durch  A'Lliü'-n  dTT  ■••-.  ’’  rv  -iziyjz 

toreinigen  kann.  Man  erfcüt  ■iana  fclrrni*  S/Tua-.'STS.ie  T cc-okLz 


— 

P—Q 

>l-R 

R — P 

1 

1 

1 

R 

P 

ü - 

F 

y 

F 1— iJ,)* 

. ", 

", 

", 

", 

P-Q 

0-/? 

R—P 

1 

1 

1 

R 

P 

Q ± 

F 

y 

F 1 — (-1.)= 

' "i 

Pt 

Q- 

", 

Q; 

"i 

\P—Q 

fi—R 

R — P 

1 

l 

1 

: ' Ä 

P 

Q ± 

P 

U 

F V— (.1.0* 

"3 

", 

Qb 

"3 

Q<^ 

"3 

19.  Zur  Unterscheidung  der  verschiedenen  gcoiuclrischcu  IJcdcU' 
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tuugeii,  welche  eine  lilcichung  zweitcu  Grades  mit  nicht  verschwin- 
dender Detorminantc  haben  kann,  ergaben  sicli  in  17.  und  18.  fol- 
gende Kriterien: 

Wenn  das  Product  aus  der  Determinante  und  einem  ihrer  Dii- 
gonalclenientc  sowie  auch  die  einem  der  beiden  anderen  Diagonal- 
elemente entsprechende  Unterdetermiuante  positiv  ist,  so  stellt  tlie 
Gleichung  kein  reelles  Gebilde  dar.  Ist  jene  Bedingung  nicht  erfüllt, 
so  stellt  sie  einen  reellen  Kegelschnitt  dar. 

Wenn  in  letzterem  Falle  d.  h.  die  Grösse,  welche  man  er- 

hält, wenn  man  in  (a^y  die  Coefficienten  durch  die  entsprechenden 
Uuterdeterminauten  und  die  x durch  die  Seiten  des  Axcndrciecks 
creetzt,  positiv  ist,  so  hat  der  Kegelschnitt  keine  unendlich  entfernten 
Punkte;  er  ist  also  eine  geschlossene  Curvc.  Ellipse. 

Wenn  (Aj)“  negativ  ist,  so  besteht  die  Curvc  aus  zwei  durd» 
unendlich  ferne  Punkte  getrennten  Teilen.  Hyperbel. 

Ist  endlich  (,1,  =0,  so  hat  die  Curvc  nur  einen  unendlich 

fernen  Punkt.  Parabel. 

•20.  Dass  jeder  der  unendlich  fernen  Punkto  der  Hyperbel  nicht 
nach  einer,  sondern  nach  zwei  einander  entgegengesetzten  Richtungen 
im  Unendlichen  liegt,  folgt  schon  daraus,  dass  sonst  gerade  Linien 
existircu  würden,  welche  die  Curve  in  drei  Punkten  schnitten.  Man 
erkennt  cs  aber  auch  leicht  direct.  Es  sei  nämlich 

die  mit  ihren  wirklichen  Knotenabständen  k versehene  Glcichnug 
einer  beliebigen  geraden  Linie,  unr  nicht  einer  solchen,  auf  welcher 
ein  unendlih  fenier  Punkt  der  Hyperbel  liegt.  Wenn  nun  //„  y«,  Hs 
ilic  durch  Gl.  (38)  gegebenen  Verhilltnissabstände  eiucs  Punktes  der 
Hyperbel  sind,  so  ist  nach  11.  und  weil  "lyi -j- "«y*  + gleich  der 
Huken  Seite  der  Gl.  (40)  ist.  der  Quotient: 

"j  'H'/i 

T’cos  a -)-  Q sin  n — iJi 

gleich  dem  Abstand  des  Punktes  y von  der  Linie  n.  Für  die  Worte 
von  <it,  für  welche  der  Nenner  = 0 wird,  wird  der  Zähler  nicht  = d, 
da  die  unendlich  fernen  Hyperbelpuuktc  nicht  auf  der  Linie  « liegeU' 
Jenachdem  also  beim  Durchgänge  von  a durch  diesen  W'ert  der 
Neuner  durch  Null  geht  oder  an  der  einen  Seite  von  Null  bleibt, 
wechselt  der  Abstand  sein  Zeichen  oder  nicht,  und  geht  also  der  un- 
endlich ferne  Punkt  von  der  eincu  Seite  der  Linie  m auf  die  andere 
über  oder  nicht.  Es  fragt  sich  also,  ob  /'cosa-|- Qsin«-|-R  für  einen 
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der  betrcffeiidfu  Werte  vou  « eiu  Maxiinimi  oder  Miiiinmm  bat  oder 
iiirbt.  Setzt  man  das  Diffcreutial  = U,  also 

— 7’sin Qcosn  0 

so  wird 


Für  einen  der  unendlieli  lernen  Punkte  ist  dagegen  naeli  der  Gl.  (41) 
~ — PR ±QyV^^ll-  — R- 

Dies  kann  nur  = sein,  wenn  die  Wurzel  = 0 ist.  Der  Ausdruck 

Pcosa-)-  Qsinri(-|-  R bat  also  keiu  Maximum  oder  ÄDnimum;  die  Curvo 
springt  daher  iu  den  unendlich  fernen  Punkten  aus  der  llicbtung 
uacli  einer  Gegend  iu  die  nach  der  cutgegcngcsctztcu  über  und  be- 
steht somit  aus  zwei  ganz  getrennten  Teilen  derart,  dass  die  Punkte 
des  einen  sich  nirgends  denen  des  anderen  beliebig  nähern. 

21.  Der  Abstand  eines  Poles  x vou  seiner  Polare  ist,  wenn  e,, 
'i,  's  die  wahren  Kuoteuabstünde  der  letzteren  sind,  nach  (11): 

Oller  wenn  man  die  Werte  der  x aus  (30)  einsetzt: 

(^Ijjjiji’l-l-AjoÄjej-l-AjaÄiOj)»,  -f-  (.ij,«]ei-|-Ag2#äi’3-|-Aj3«3W3)*3 

+ (.<l31*l*'j^yl3»Ä3(.3+Aj3«3e3)Ä3 

Damit  die  Polare  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  sei,  muss  der  Pol 
auf  derselben  liegen,  also  der  Abstand  q — 0 sein  und  es  ist  daher 

(43)  -lii»i*r,*-j-A.y»3-r3=*-j-A33>f3*r3>'-|-2A,3«,«jCje;-j-2A,3*,*3e,e3 

-f  2A33**Ä3r,f3  = 0 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  den  Kuotenabstäuden  seiner  Tan- 
geuten  oder  die  Kuotengleichung  desselben. 

02) 

Wenn  man  £ r A,,A3,,.l33  — 2)  und  setzt,  so  ist 

%,jz=a,jA  und  die  Gleichung  («j)- = 0 kann  daher  geschrieben 
«erden : 


VellmanH-.  Die  dreiaxi'jen  Coonlinaten 


i;jG 


Lassen  wir  demuaeh 

als  Knotcnglcicliuiig  eines  Kegelsclinitts  ursprünglidi  gegeben  sein, 
so  erhalten  wir  daraus  die  Axcngleichuug  desselben,  indem  wir  die 

Determinante  £ H-  ***“  ” bilden  und  deren  ünterdetermiuanten 

^i^fj 

statt  der  ®i>  in  Gl.  (44)  einset/en. 


22.  Die  Knotenabstilnde  einer  beliebigen  geraden  Linie  seien 
P),  Pjj,  P3.  Bestimmen  wir  die  Abstände  derselben  von  den  zu  ihr 
parallelen  Tangenten  des  Kegelschnitts.  Die  Kuotcuabstündc  der 
letzteren  sind  p*+p,  ‘•3-}-/’)  wenn  p der  gesuchte  Abstand  ist. 

Setzen  wir  in  Gl.  (43)  statt  der  » die  um  p vermehrten  p,  so  wird 
dieselbe  symbolisch: 

[(A,*,P,+djJ«3P.4-d3«3Ps)+(d,*i+d*«i.  + >V5)rf'^  = 
oder  wenn  wir 


(45) 

setzen : 

also 

(46) 


(djSj ^3*3)^^  = N 

(d|*j  -}-  d)(Ä3-|-yl3»3)  X (Ai»jPj  ~|"dj«jP3-j-d3Ä3P3) 

L+2Mp-{-Ay  ==  0 


M 


Wenn  N nicht  <=  0 ist,  d.  h.  nach  20.,  wenn  die  Curve  keine 
Parabel  ist,  so  hat  mau  also  immer  zwei  zu  der  Linie  v parallele 
Tangenten,  die  aber  nicht  nach  allen  Richtungen  der  letzteren  reell 
zu  sein  brauchen.  Sollen  die  Abstände  der  Linie  v von  den  beiden 
Tangenten  entgegengesetzt  gleich  sein , so  muss  M = 0 sein.  Die 
Gleichung  M — 0 mit  veränderlichen  v ist  aber  die  Gleichung  eines 
Punktes;  alle  Geraden  durch  diesen  Punkt  liegen  also  in  der  HDttc 
zwischen  den  zu  denselben  parallelen  Tangenten.  Hieraus  folgt  aber, 
dass  jede  durch  diesen  Punkt  gehende  Sehne  in  demselben  halbirt 
ist  und  dass  sic  die  Berilbrungspunktc  paralleler  Tangenten  verbindet 
Denn  zwei  Paare  von  parallelen  Tangenten  bilden  ein  Parallelogramm, 
dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  M ==  U ist;  und  wenn  die  beiden  Paare 
einander  unendlich  nahe  sind,  so  fallen  zwei  Gcgencckcn  mit  den 
Berührungspunkten  zusammen.  Der  Punkt  M ist  also  der  Mittel- 
punkt der  Curve  und  es  sind  daher  Ellipse  und  Hyperbel  Kegel- 
schnitte mit  Mittelpunkt. 
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Die  Verhältuissabstüudc  des  Mittelpuuktes  siud,  nie  mau  ans  der 
Gleichung  M — u erkennt; 

I,  = .4,3»., 

(*ll)  =>  '4“ 

la  = '*.'U*i  + 'W''2+^3:i»a 


Dass  ein  Durchmesser,  d.  k.  eine  Sehne  durch  den  Mittelpunkt, 
die  zu  dcu  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  parallelen  Sehnen  hal- 
birt,  sowie  andere  Eigenschaften  eines  Polardreiecks,  dessen  eine 
Seite  im  Unendlichen  liegt,  während  die  beiden  anderen  conjugirtc 
Durchmesser  sind,  ergeben  sich  auf  gewöhnliche  Weise. 

Wenn  man  die  Function  («x)“  in  Bezug  auf  ein  Polardreicck  der 
erwähnten  Art  in  drei  Quadrate  zerlegt,  also  etwa  in  Gl.  (34)  au  die 
Stelle  von  «3,,  «33,  O33  resp.  «3, -j-a,  «33 -(-a,  033-I-«  setzt  und  nun 
B ins  Unendliche  wachsen  lässt,  während  zugleich  die  beiden  anderen 
Seiten  des  Dreiecks  sich  so  ändern,  dass  letzteres  ein  Polardreicck 
bleibt,  so  convergirt  033'«  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze,  die 
wir  u nennen  wollen.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  kann  also 
dann  geschrieben  werden: 


rt  \ »,X,-(-»33-,-f»33r3  a\  »,X,+»2a-,+»3X3  / 


wo 


uud 


= A ==  0 


die  mit  den  wahren  Knotenabständeu  « versehenen  Gleichungen  zweier 
coujugirten  Durchmesser  sind.  Die  Ausdrücke  in  dcu  Klammern  sind 
nach  11.  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  x von  diesen  Durch - 
messcru.  Lässt  mau  x einen  Endpunkt  eines  der  letzteren,  etwa  von 
/s  = 0 sein,  so  wird 


a 


und  es  ist  also 


■ — , der  Abstand  dieses  Endpunktes  von  dem 

“ji 


auderen  Durchmesser  f,  — 0.  Ebenso  ist  1/ der  Abstand 

eines  Endpunktes  des  letzteren  von  dem  Durchmesser  /,  = 0.  Be- 
zeichnet man  den  Winkel  der  beiden  coujugirten  Durchmesser  mit  (p, 
so  ist  also 


JT 
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\ thmann:  Jjie  flrtuixiyc$t  Coortiüuirtn 


)'cos^.f  -I-  1 = . ) 

rt  VxC0S9>/  a V-«xC<>sqp/  ^ ‘ 

die  (ilcicbung  des  Kogelschuitts  iu  den  zu  den  eoiijugirteu  Durch- 
messern parallelen  Coordinaten  nnd  — — und  es  sind 

*T  COS  <p  Kl  cos  <p 

11/  <»  1 I / « 

-To-^l  ~ ' ®'"‘  ~ ' ‘“C  conjngirton  Halbmesser, 

cos  9 r «,J  cosipf  tift  ° 


Irgend  einer  der  Dnrcliuiesser  ist  der  kleinste,  oder  es  sind  meh- 
rere kleiner  oder  wenigstens  nicht  grösser  als  alle  (Ihrigen.  Auf  einem 
solchen  stehen  die  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  senkrecht.  Die- 
ser Dnrchuiesser  und  der  auf  ihm  senkrechte  sind  also  conjugirte 
Durchmesser  und  da  jeder  derselben  die  zu  dem  andern  ]>arallelcu 
Sehnen  halbirt,  so  ist  die  Curve  zu  beiden  symmetrisch. 


Es  sei  l^{  (Fig.  4.)  ein  kleinster  Durchmesser.  L und  M die 
Tangenten  iu  seinen  EndpunkUm.  Die  Cunc  kann  iu  d u Punkten 
I'  nnd  Q entweder  die  concave  oder  die  convexe  Seite  dem  Mittid- 
])uukte  O zuwenden.  Ersterer  Fall  entspricht  offenbar  dem  der  ge- 
schlossenen, letzterer  dem  der  aus  zwei  getrennten  Zweigen  bestehen- 
den Cune.  Von  beiden  kann  man  sich  hiernach  eine  klare  Vor- 
stellung machen.  Die  Ellipse  bat  zwei  reelle  auf  einander  senkrechte 
Durchmesser,  bei  der  Hyjmrbcl  ist  der  eine  imaginär. 

Wenn  in  Gl.  (4C)  .lf=Ü  ist,  so  wird  dieselbe 

1 / 

m i>  ■■=  ± y - 


Iledcutcu  nun  die  v iu  L die  Knotenabstände  der  Haujitaxc,  so  muss 

Y positiv  sein,  da  es  parallel  zur  Hanptaxe  keine  Tangenten  gibt. 

Lässt  man  jetzt  r aus  dieser  Lage  sich  um  den  Mittelpunkt  drehen, 
bis  cs  zu  derselben  parallele  Tangenten  gibt,  so  ist  L negativ  gewor- 
den. Wegen  der  stetigen  Aenderung  von  L muss  also  eine  Greuz- 
lage  der  Linie  v bestehen,  bei  welcher  L und  daher  auch  p = 0 ist. 
Dann  ist  also  die  Linie  r selbst  eine  Tangente.  Der  Berührungs- 
punkt liegt  aber  im  Unendlichen;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
würde  in  einer  benachbarten  Lage  dieselbe  mit  der  Curve  vier  Durcli- 
sebuittspunkte  haben.  Wegen  der  Symmetrie  existiren  zwei  solche 
Asymptoten. 


Nehmen  wir  jetzt  au,  es  sei  A'  = 0,  die  Curve  sei  also  eine  Pa- 
rabel. Nach  Gl.  (4G)  wird  der  Abstand  uucudlich  gross;  die 
])arallclen  Tangenten  sind  unendlich  weit  von  einander  entfernt.  Ein 
Teil  der  Curve  liegt  notwendig  in  endlicher  Entfernung : zu  den  Tw- 
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gCDk'D  an  diesen  gibt  cs  alsu  keine  parallele  Tangenten.  Die  Axen- 
alisUndc  des  Mittelpunktes  genügen  der  Gleichung  der  unendlich  eut- 
fcmtcu  Linie,  da  N = O;  der  Mittelpunkt  liegt  also  im  Uuendlicbeu 
und  die  Dnrchniesser,  auf  welchen  auch  hier  die  Mitten  paralleler 
Seimen  liegen,  sind  parallel.  Da  inan  durch  eine  kleine  Aenderung 
der  Coeöicienten  von  (o/)*  die  Grösse  A’  negativ  machen  kann,  so 
kann  die  Curvc  als  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  sehr  langer 
Hanptaxe  benachbart  betrachtet  werden.  Sie  hat  Aehulichkeit  mit 
einem  Uyperbclzweig;  jedoch  sind  die  Asymptoten  der  Axe  parallel 
und  nneudlich  weit  entfernt 


23.  Die  Gleichungen  zweier  einander  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Kegelschnitte  können  wir  symbolisch  in  den  a darstellen  durch 


(f»,ar,  + 0^:4  + «3^3)"  “ 

S<'i[/i  + (-^i— [/*  + (*! —/s^lt]  + “3[/s+(a‘3—/a)lt]r'  = " 


»0  /i, /„ /j  die  Axenabstäude  des  Achulichkeitspunktes  und  g der 
Proportionalitätsfactor  ist.  Um  die  zweite  Gleichung  wieder  homogen 
m machen,  multipliciren  wir,  unter  den  x die  wahren  Abstände  ver- 


. , , *1*1  *1“ 

stehend,  /"„  /■,  und  mit  - 


Alsdann  können  wir  in 


beiden  Gleichungen  die  x auch  als  Verhältnissabstäude  betrachten 
und  wenn  wir  jetzt  die  Dui'chschnittspnnkte  der  beiden  Kegelschnitte 
mit  der  unendlich  fernen  Linie  bestimmen,  so  ist  in  der  zweiten  Glei- 
chnng  »,a-, +«jarj+«,rs  = 0 zu  setzen,  worauf  auch  g herausfallt  und 
die  zweite  Glcichuug  also  mit  der  ersten  ttbereinstimmt  Achnliche 
und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  schneiden  also  die  unendlich  ferne 
Linie  in  denselben  Punkten.  Insbesondere  haben  alle  Kreise  mit 
dieser  Linie  dieselben  beiden  imaginären  Durchschnittspunktc. 


24.  Sehr  einfach  erhält  mau  die  Kuotengleichuug  eines  belic- 
bigeu  Kreise-s.  Der  Mittelimiikt  desselben  sei  durch  seine  Axen- 
»bständc  f,,  |,,  ^3  gegeben,  der  Radius  = r.  Die  wahren  Kuoten- 
abstäude  einer  Tangente  seien  uj,  u^,  ug;  dann  ist  nach  11.: 

/ 4- 

l'm  diese  Gleichung  in  den  » homogen  zu  machen,  multipliciren  wir 
sic  mit  der  Gl.  (9)  und  erhalten: 


14U 


Vellmaun:  iJif.  ilreiaxigtH  iSoortUnattn 


als  allgeindue  Kuüteuglcichung  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  | 
und  dem  Radius  = r. 


Wir  wolleu  von  dieser  Gleichung  ausgelicii,  um  die  imaginären 
Kreispunktc  der  unendlich  fernen  Linie  wirklich  zu  hestimiucn.  Da 
cs  einerlei  ist,  welchen  Kreis  wir  hierzu  nehmen,  so  lassen  wir  ihn 
mit  dem  inneren  Berührungskreise  dos  Axendreiecks  conccutrisch  sein, 
setzen  also  |j  = ls  und  hestimmen  den  Radius  aus  der  Gleichung 

_ 1 

welche  einen  reellen  Wert  für  r liefert.  Die  Kuotenglcichung  des 
Kreises  wird  daun: 

( V‘j  + V** + "a«»)*  = 

(«,  — /«;,)='  («*  — »!=')  + («3  — «i)- — «s')  + («1  — >h)*  (*■  — 

Die  Glieder  mit  den  Quadraten  der  « sind  auf  beiden  Seiten  dieselheu. 
Denn  links  erhält  man  z.  B.  und  rechts  (2»*— = 

Die  Gleichung  wird  also 


(«* 


oder,  wenn  mau ^ - - für  «- 

Alles  nach  rechts  bringt; 


setzt,  mit  2 multiplicirt  uuil 


0 = [(«,  +«*)-  — «3*]ki  «ä  + [(»1  + "3)*  — «»^'*1  "3 + [(»*  + «a)'  — 


oder  nach  Division  durch  »i+f*4"*a 
setzt: 


und  indem  man 


'*1  + ^3+*". 
2 


0 


(49)  0=  (ff  — (ff  — «,)«aWj~|-(ff — *3)«i”s 

Um  hieraus  die  Axcuglcichuug  des  Kreises  zu  erhalten,  muss  mau 
nach  21.  den  Coefticienten  von  «,«>  durch  g,xj  dividircu,  die  Unter- 
determinanten  bilden  und  diese  als  Coefticienten  der  Axengleichuug 
nehmen.  Jene  Determinante  ist  nun 

0 —1. 

*1*»  *1*3  I 

i 

ff—«.,  ff— «j 

1 

j 

ff  — «.  ff  — «,  i 

— * i U I 
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Die  Axengleichung  wird  also: 


*•**.1* 


oder  nach  Miltiplication  mit 


(50)  *,*(«  — + = 0 

Zur  Bestimmung  der  Verhältnissabständc  der  unendlich  fernen 
Punkte  dieses  Kreises  l>enutzcn  wir  nun  die  Proportion  (42).  Wir 
haben  dann  zn  setzen: 


PiPiPsj  i*j(o— *i)  ü 0 ^ 

^ f 0 I 

r,  r,  r,  i O 0 *s(ff  — *3), 

also 

i’,  = *^3(  0 —*,)(«  — *3) 

«=  ^l)(0  Ä;() 

y?3  — ^1)  (0  ^2) 


Die  übrigen  Unterdeterminanten  sind  = 0.  Ferner  ist 


!*i  *s  *a; 

^'=  !9i^*9.n|  = — *»)(«— *;l) 

'*•1  r.,' 

jP» 

Q = |«l  #3  #31  = *j)(^ 

'»■l  »’s  »'s 


7f  = 


J>lPsP.S| 
*Ji  9t  9s 
,r,  r-2  r,, 


Um  enillich  (d,)^  zu  erhalten,  hat  man  die  Determinante  der  Gleichung: 


*1)^  0 0 

I 0 *s)*  0 

(J  0 *3»(ff  — Ä3)* 


zu  nehmen,  jede  Unterdeterminante  derselben  vom  Index  »/  mit  «,*> 
zu  multipliciren  und  die  Prodnete  zu  addiren.  Es  ist  also 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Proportion  (42)  und  bezeichnet 
(A  )‘ 

-V4-.  mit  .S,  so  wirr!  uacli  den  nötigen  Reductionen: 
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(ff — **)*("«  — «i)  — (ö  — *3)*("i  — *s)  i(*s  — *s)V — S 
: ( ff  — *3)"  ("i  — — (ff  — "i  )* («.  — »s)  i (*i  — *3)  y — -S 

:(ff  — *,)*(«s  — *3)  — (a  — />ä)*(*s — ■»1)  ±("s  — *|)  V — <S 

Dies  sind  also  die  Vorhältuissabstände  der  allen  Kreisen  in  der  Ebene 
gemeinsamen  unendlich  fernen  imaginären  Punkte,  bezogen  auf  ein 
beliebig  gelegenes  Axendreierk.  dessen  Verhältnissseiten  «*,  sind. 

2.'),  Es  sei  jetzt  symholiscli 

(»»,>!, — D 

die  allgemeine  Gleicbuiig  zweiten  Grades  in  Knotcuabstäuden  ». 
Wenn  die  Determinante  dersellK'ii  verschwindet,  so  zerfällt  sie  in 
zavei  Factoreii.  welche,  wenn  sie  reell  sind,  zwei  einzelne  Punkte 
darstcllen,  die  auch  zusainmenfallen  können.  Sind  die  Factoren  ima- 
ginär, so  genügt  der  Gleichung  nur  die  reelle  Verbindungslinie  der 
beiden  imaginären  Punkte.  Einer  der  Punkte  oder  beide  können  ini 
Unendlichen  liegen  und  wenu  ilieselhen  imaginär  sind,  so  kann  die 
reelle  Verbindungslinie  ilie  unendlich  entfernte  Linie  sein. 

Zerfällt  die  Gleichung  nicht,  so  kann  aus  derselben  die  A.\en- 
gleichung  des  iliirch  sie  dargcslellteu  Kegelschnitts  abgeleitet  und 
auf  diese  tlie  Kriterien  für  Hyperbel,  Parabel  und  Ellijise  angewandt 
werden.  Oder  man  kann  aueb  mit  der  Kuotcugleichung  ganz  so  ver- 
fahren. wie  cs  mit  der  .\xengleichung  geschehen  ist. 

Das  in  Vorstehendem  auf  einen  Teil  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte angewandte  Verfahren  auf  die  ganze  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Raumes  auszudebnen  bleibt  einem  später  herans- 
zngebenden  Lehrbuch  Vorbehalten. 


A tiif  ,if  ilfr:  Urhtr  hussjmul.icuiTfn  drr  Kfgtltchnitle, 
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XII. 

Ueber  FussjHinkteiirven  dor  Kegelschnitte. 


V'oii 

Adolf  Ameseder, 

nnl.  llfiiiT  an  doi-  tcfimisclicn  llochsrhnic  in  Wien. 


Für  die  Fusspunktciirvc  eines  Kegelschnittes  gilt  der  Satz: 

.,Dic  Brennpunkte  des  von  den  Doppelpunktstan- 
yenten  umhüllten  Kegelschnittes  halbircn  die  zwischen 
dem  Pole  und  den  Brennpunkten  des  Direct rix-Kegel- 
schnittes  gelegenen  Strecken.“ 

Die  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnittes  T kann  als  das  Krzeug- 
iiiss  einer  Tangeuten-Iuvolution  auf  diesem  Kegelschnitte  mit  unend- 
lich ferner  Involntionsaxe  und  eines  der  Tangenten-Involution  pro- 
jectivischen  Strahlenbüschels  J,  dessen  Strahlen  .senkrecht  auf  den 
ihnen  entsprechenden  Taugciitcnpaareu  der  Involution  stehen,  be- 
trachtet werden. 

Wir  erkennen  demnach  die  Fusspunktencurvcu  der  Kegelschnitte 
als  Curveu  vierter  Ordnung,  sechster  ( lasse,  welche  den  Pol  und  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  haben  ')■ 

Ich  habe  in  der  .Vbhaudluug  „Bemmkungeu  über  das  Erzeugniss 
eines  eindeutigen  Strahlenbüschels  und  eines  zweideutigen  Strahleu- 
systems  zweiter  Classe“  *)  gezeigt,  wie  man  die  Tangenten  in  einem 
dor  Doppelpunkte  eonstruiren  kann  und  will,  um  den  aufgesetzten  Satz 
zu  beweisen,  die  (’onstruction  der  Doppelpunktstangcuten  für  einen 
iler  imaginären  Kreispunkte  etwa  durchführen. 

Es  seien  zu  dem  Endo  rp,  %>'  die  Brennpunkte  des  Trägerkegel- 
schnittes  7’,  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Strahles  von  J sei 

iehc  (Jon  AufxHtz  X.  p.  li.i'j. 
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n,  der  des  ihm  entsprechenden'),  also  auf  ihm  senkrechten  Strahles 
sei 

Wir  legen  aus  eine  Tangente  d,'  an  7',  sie  geht  durch  den 
einen  reellen  Brennpunkt  ip  dieses  Kegelschnittes  und  trifft  die  gegen- 
nberliegcndc  Seite  des  Doppelpnnktsdreicckos  in  einem  Punkte 
welcher  mit  «'  verbunden  eine  dtp  in  L schneidende  Gerade  giebt. 
Der  Punkt  L mit  /t,  verbunden  liefert  die  gesuchte  Doppelpunkts- 
tangente.  Verbiudeu  wir  i]  mit  tr,  so  können  wir  »j  als  Scheitel  eines 
Strahlcnbüschels  betrachten  gegen  welches  die  Punktreihen  d^d^d'a 
und  A’dLa  porspectivisch  liegen. 

Der  Annahme  zufolge  ist  (^/,/tjo'«)  »=  — 1,  cs  ist  demnach 
auch  (ii>dLa)  = — 1,  mul  da  a der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden 
di/j  ist,  ist  der  Schnittpunkt  der  Doppclimnktstangentc  mit  drft, 
der  Halbirnngspnnkt  dies(‘r  Strecke. 

Eine  der  aus  d^  an  T gelegten  ’l'angenten  geht  auch  durch  r/>, 
die  ihr  entsprechende  DopiR'lininktstangeutc  geht  daher  auch  durch 

Es  ist  klar,  dass  man  in  derselben  Weise  zeigen  kann,  dass  die 
andern  zwei  Doi)pelpnuktstangcnten  von  dy  und  d^  sich  in  dem  Hal- 
birungspnnkte  IJ  der  Strecke  d^i'  schneiden  müssen. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage  das  folgende  Problem  zu  lösen: 

„Es  sind  die  Brcnn]iuuktc  des  von  den  Doppcl- 
punktstangeuten  umhüllten  Kegelschnittes,  der  reelle 
Doppelpunkt  und  eine  Tangente  in  demselben  gegeben, 
die  dadurch  bestimmte  Fusspuuktcurve  ist  zu  con- 
struiren,*’ 

Es  ist  leicht  die  folgende  Satze  als  spedellc  Fillle.  des  Imwiese- 
neu Satzes  zu  erkennen. 

„Die  Uückkehrtangenten  der  Linia(,on  in  den  imaginären  Kreis- 
punkten schueiden  sich  im  Mittelpunkte  ihres  Grundkreises.“ 

„Die  drei  Rückkehrtangenten  der  Kardioide  treffen  sich  im  Mit- 
telpunkte des  Grundkreises  derselben.“ 

„Die  Inflexionstaugcntcn  der  Lemniskate  in  den  imaginären  Kreis- 
punkten treffen  sich  paarweise  in  den  Brennpunkten  derselben.“ 

Wien,  März  1879. 


I)  Jener  Strald  von  d,  welcher  pnrallel  zu  ilem  dif  entsiirerhenden  Tnn- 
geiilenpaare  von  T ist. 

^ 

r 
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XIII. 


Zur  Theorie  «1er  Fiisspunktencurven  «1er 
Kegelschnitte. 


Von 


Adolf  Ameseder. 


Auschliesscnd  au  die  Abhandlung  „Ueber  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpauktcn‘‘  >)  und  die  kurze  Notiz  „Ueber  Fusspunkten- 
curvcn  der  Kegelscbnittc“  behandle  ich  die  letztgenannten  Curven 
in  «Icni  vorliegendem  Aufsätze  etwas  eingehender.  Es  ist  nicht  so 
sehr  meine  Absicht  mit  derselben  eine  Reihe  von  neuen  Sätzeu  dem 
mathematischen  Publicum  vorzulegen  als  vielmehr  die  in  den  citirten 
Arbeiten  entwickelte  .\rt  der  Untersuchung  an  diesen  spcciellen 
Curven  durchzuftthren. 

1.  „Die  Fusspunktcncurven  der  Kegelschnitte  sind  cyklischc 
Curven  vierter  «Jrdnung,  sechster  Classe,  welche  den  Pol  und  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  haben.  Die  Doppelpunkts- 
tangenten  im  reellen  Doppelpunkt  sind  die  Normalen  auf  die  aus 
diesem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten“. 

Liegt  die  Involutionsaxe  j>  der  erzeugenden  Tangenten-Iuvolution 
J im  Unendlichen,  sind  also  conjugirtc  Tangenten  derselben  parallel, 
und  stehen  die  Strahlen  des  erzeugenden  StrahlenbUschels  d auf  den 
ihnen  entsprechenden  Tangenten  senkrecht,  so  ist  klar,  dass  das  Er- 
zengniss  beider  Strahlengcbilde  die  Fusspunktencurve  des  Träger- 
kegelschnittes bezüglich  /i  als  Pol  ist. 

- 

I)  Sitzl).  il.  AkmK  d.'Wisii'iisrli.  zu  Wien.  Jnmiarliert  1879.  Hicie  Ab- 


lU 
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Die  Tangenten-Iuvolution  ./  bildet  auf  der  uuciidlieh  fernen  Ge- 
raden eine  Punktreiho  x,  der  Schein  derselbeu  in  Z bildet  mit  die- 
sem Strahlenbüscliel  eine  rechtwinklige  Strahleu-Involution,  die  Dop- 
pelstrahlen  derselben  schneiden  die  unendlich  ferne  luvolutionsaxe  in 
zwei  Dppelpunkten  der  Curve,  diese  sind  demnach  die  imaginären 
Kreispunkte.  Legt  man  eine  Tangente  y,'  aus  /!  an  T und  betrachtet 
diese  als  Strahl  von  so  steht  der  ihi-  entsprechende  Strahl  y,  von 
Z senkrecht  auf  derselben,  er  ist  die  eine  Doppclpunktstangcnte  in 
Z.  Die  Fusspunktcncurve  berührt  den  Träger  T vierfach,  die  Be- 
rührungspunkte sind  die  Fusspunkte  der  aus  Z auf  T gefällten  vier 
Peq)cndikcl. 

Da  die  Bestimmung  der  Scheitel  l\  und  7g  des  Kegelschnitts- 
netzes  1\  (I.  A.  Art.  6.)  als  der  Pole  der  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte gehenden  Geraden  in  vielen  Fällen  nicht  möglich 

ist ')  wird  mau  die  Schnittpunkte  irgend  einer  Geraden  mit  der  Fuss- 
puuktcncurve  in  der  Weise  bestimmen,  dass  mau  die  Punkte  des  der 
Geraden  ,, zugeordneten“  Kegelschnittes  in  der  in  (I.  A.  Art.  1.)  an- 
gegebenen Art  coustruirt;  derselbe  ist  durch  diese  drei  Punkte,  den 
Pol  der  Geraden  bezüglich  T und  den  Mittelpunkt  dieses  Kegel - 
Kegelschnittes  bestimmt. 

Für  die  Lösung  der  Tangentenprobleme  will  ich  ein  anderes  Ver- 
fahren angegeben,  welche.s  auf  folgender  Betrachtung  beruht. 

Es  sei  Z (Fig.  1.)  der  Scheitel  des  erzeugenden  StrahlenhUscliels, 
also  der  Pol  der  Fusspunktcncurve  und  T der  Trägerkegelschuift  der 
Tangenten-Iuvolution;  ferner  sei  « ein  beliebiger  Curvenpunkt,  p der 
diesem  Punkte  zugeorduete  Strahl  von  t-  die  Vcrbiuduugslinie  des 
Berührungspunktes  n der  p cutsi>rechenden  Tangente  der  Involution 
mit  Z.  Das  Dreieck  dan  ist  bei  a rechtwinklig,  der  über  du  als 
Durchmesser  beschriebeuo  Kreis  h geht  daher  durch  n.  Dasselbe  gilt 
für  den  dem  Punkt  a benachbarten  Punkt 

Ist  G die  Verbindungslinie  der  Punkte  a,  n',  so  ist  klar,  dass 
wenn  «'  unendlich  nahe  au  a rückt  der  Kreis  mit  dem  Kreise  l 
zusammenfällt  und  G in  die  dem  Kreise  /,  und  der  Fusspunkfencurve 
in  n gemeinschaftliche  Tangente  übergeht.  Diese  Uebcrlegung  giebt 
die  bekannte  Construction  der  Tangente  in  einem  rmvenpunkte: 
„Man  zeichnet  den  dem  Dreiecke  dna  umschriebenen  Kreis,  seine 
Tangente  im  Pniikte  a ist  zugleich  Tangente  der  Curve  in  diesem 


I)  Ffir  ilic  Kni'ilioiüo  uixl  Comniikali’  liiptct  ilic  lioRliinmiin;;  clipsor  Pimkie 
keine  Seliwieri|;keitcn. 
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Pankte“.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  »n  jener  Kreise  L, 
welche  durch  den  Punkt  J gehen  und  die  Gerade  G berühren,  ist 
eine  Parabel  welche  /I  zum  Brennpunkt  und  G zur  Directrix  hat. 

Der  Ort  der  Halbirungspuukte  0 der  Strecken  ist  ein  Kegel- 
schnitt ff,  welchen  wir  kurz  den  bezüglich  d und  7’  aequidistanton 
Kegelschnitt  nennen  wellen.  Einer  der  Kreise  L hat  seinen  Mittel- 
punkt m auf  der  Geraden  -tfu,  wird  G zur  (’urventangente  in  «,  so 
füllt  der  Kreis  L mit  dem  Kreise  K zusammen. 

Der  Kreis  K berührt  in  diesem  Fall  die  Gerade  G im  Punkte  « 
und  gehört  daher  auch  zum  Systeme  der  Kreise  L.  Sein  Mittelpunkt 
ist  TO  = 0,  dieser  liegt  demnach  sowohl  auf  dem  Kegelschnitte  ff  als 
auch  der  Parabel  ^ und  zwar  ist  er  ein  Berührungspunkt  beider 
Kegelschuitte ; denn  ist  /,  die  Verbindungslinie  der  benachbarten 
auf  r resj).  r'  gelegenen  Punkte  von  Q und  mm'=t^  die  Verbin- 
dungslinie der  auf  denselben  Strahlen  von  /I  gelegenen  Punkto  der 
Parabel  iß,  so  ist  leicht  ein/.usehen,  dass  diese  Verbindungslinie,  wenn 
G in  eine  Cunentaugentc  übergeht,  mit  der  in  diesem  Fall  beiden 
Kegelschnitten  ff  und  iß  in  dem  Punkte  »t  = 0 gemeinschaftlichen 
Tangente  coincidiren.  Die  beiden  Geraden  0'«',  p = Ö«  fallen 
auch  mit  dem  aus  dem  Berührungspunkte  U der  Kegelschnitte  iß  und 
it  auf  G gefällten  Perpendikel  zusammen.  Der  Fusspunkt  « des- 
sedbeu  ist  der  Berührungs])iinkt  dieser  Curventaugente. 

Ist  Af  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente  G,  so  muss,  weil  letz- 
tere die  Directrix  von  iß  ist,  die  in  Af"  {J.Ü"  = IJAf)  auf  JM  ge- 
fällte' Senkrechte  eine  Tangente  der  Parabel  iß  sein. 

Um  daher  die  .sechs  aus  einem  Punkte  Af  an  die  Fusspunkten- 
curvc  zu  legenden  Tangenten  zu  bestimmen,  hat  mau  diesen  Punkt 
mit  J zu  verbinden  und  in  Af"  die  Senkrechte  i auf  /dAf  zu  fällen. 

Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Dircctriceu  jener  sechs  Para- 
beln iß,  welche  ei  zum  Brennpunkt  und  i zur  Tangente  haben  und 
den  Kegelschnitt  ff  berühren,  sind  die  gesuchten  Tangenten.  Ihre 
Berührungspunkte  ergeben  sich  als  die  Fusspunkte  a der  auf  sie  aus 
den  Berührungspunkten  der  ihnen  beigeordueten  Parabeln  /'  mit  dem 
Kegelschnitt  ff  gefällten  Perpendikel. 

Diese  Bestimmung  hat  das  Missliche,  dass  mau  den  Contour  des 
Kegelschnittes  ft  zeichnen  muss,  und  ich  gebe  deshalb  eine  andere 
Cüustruction  an,  welche  von  dem  Kegelschnitt  ff  Umgang  nimmt  und 
eine  möglichst  einfache  zu  sein  scheint. 

weit  liegen 
10* 
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als  die  auf  domsclbon  Strahle  gelegenen  Punkte  der  Parahel  hat 
die  Eigenschaft,  dass  falls  $ den  Kegelschnitt  Ä in  dem  Punkte  m 
herührt,  sie  den  Trägerkcgelschnitt  T in  dem  auf  demselhen  Strahle 
von  J gelegenen  Punkt  N herührt. 

Dies  wird  klar,  wenn  mau  überlegt,  dass  die  in  dem  und 
T gemeinschaftlichen  Punkte  N an  beide  Kegelschnitte  gelegten  Tan- 
genten T,,  Tj  parallel  sind  zu  jenen  in  m an  und  St  gelegten  Tan- 
genten tj,  da  aber  die  letztem  zusammenfalleu,  falls  G eine  Tan- 
gente der  Fusspunktencunc  wird,  coincidiren  auch  t,  uud 

Die  Parabel  Iß'  hat  G zur  Scheiteltaugente  uud  J zum  Brenn- 
punkt. Die  Bestimmung  der  aus  einem  Punkte  M der  Ebene  au  die 
Fusspunktcucurve  C zu  legenden  Tangenten  gestaltet  sich  folgeuder- 
weise: 

„Man  verbindet  den  Punkt  M mit  dem  Pole  d und 
fällt  in  M die  Senkrechte  t auf  /IM.  Die  Scheiteltan- 
genten  jener  sechs  Parabeln,  welche  z/  zum  Brenn- 
punkt, t zur  Tangente  haben  uud  7’ berühren  sind  die 
durch  3/ gehenden  Tangenten  von  C. 

Die  Entfernung  der  Dircctrix  G'  der  Parabel  'ß'  ist  von  ^ ciue 
doppelt  so  grosse  als  jene  der  Geraden  G,  „um  daher  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  G zu  bestimmen  fällt  man 
aus  dem  llalhirungspunkte  in  der  Strecke  /iN  auf  G 
eine  Senkrechte,  ihr  Fusspuukt  ist  der  gesuchte  Be- 
rührungspunkt.“ 

Wir  haheu  in  dieser  Untersuchung  keine  der  Eigenschaften  des 
Trägers  T [Dircctrixcurve]  .als  Kegelschnitt  benutzt,  und  es  gilt  da- 
her der  folgende  Satz: 

2.  „Au  die  Fusspunktcucurve  C einer  Curve  «ter  Ordnung  T 

für  einen  beliebigen  Punkt  z/  als  Pol  kann  mau  aus  einem  Punkte 
a\[  der  Ebene  so  viele  Tangenten  legen  als  cs  Parabeln  gibt,  welche 
z7  zum  Brennpunkt,  die  in  M'  = 2JM)  auf  JAf'  gefällte 

Senkrechte  zur  Tangente  haben  und  die  Curve  T berühren.  Die 
Berührungspunkte  dieser  Tangenten  sind  die  den  Berührungspunkten 
der  ihnen  hcigeordnclen  P.araheln  ß mit  7'  in  obiger  Weise  ent- 
sprechenden Punkte.“ 

Berührt  die  Parabel  ß'  die  Directrix  7’  doppelt,  so  ist  G eine 
Doppeltangentc  der  Fusspunktencurvc,  die  Bestimmung  der  Berüh- 
rungspunkte geschieht  ebenfalls  in  der  oben  angeheueu  Weise. 

3.  „Die  Fusspunktencurvc  C einer  Curve  »*ter  Ordnung 
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dnon  beliebigcu  Punkt  als  Pul  bat  so  viele  Doppeltangenten  als 
is  Parabeln  gibt,  welche  J zuiii  LSrennpaukt  haben  nnil  T doppelt 
berühren  etc.‘* 

Ebenso  gilt  der  folgende  Satz; 

4.  Die  Fnsspunkteucun  e C einer  Cune  nter  Orünnng  für  einen 
Punkt  zf  als  Pol  bat  so  viele  InHcxionstangenten  als  « Parabeln 
gibt,  welche  zf  zum  Hreunjinnkt  haben  und  T osculiren  etc>“  ') 

Ein  analoger  Satz  gilt  für  Undulationstangenten  etc. 

Aus  dem  Satze  2.  fliesst  der  folgende: 

5.  ,J)ic  Scheitcltangenten  aller  Parabeln,  welche  denselben 
Brennpunkt  J haben  und  eine  Curve  T Ijerühreu,  nmhülleu  dieFuss- 
ponklencnne  von  T bezüglich  J als  Pol.“ 

Ebenso  sind  die  folgenden  Sätze  leicht  eiuznsehen: 

6.  „Alle  Kreise,  welche  mau  über  das  zwischen  einem  Punkte 
d und  einer  Curve  T gelegene  Stück  als  Dnrehmesser  beschreiben 
kann,  umhüllen  die  Fnsspuuktencnrve  von  T bezüglich 

7.  ,,Man  kann  sich  die  Fus8]iunktencurvc  nterClassc 
T auf  nneudlich  viele  Arten  als  das  hlrzeugniss  eines 
besondern  Kreisbüschcls  und  einer  Tangenten-Involu- 
tion  auf  der  Curve  T entstanden  denken.  Die  Kreise 
berühren  sich  im  Pole  ^ der  P'usspunktencurve.  Die 
aus  den  /!  diametral  gegenüberliegenden  Punkten  die- 
ser Kreise  an  '/'gelegten  »Tangenten  treffen  den  ihnen 
entsprechenden  Kreis  in  Curvenpu  nkten.“ 

Die  oben  angegelmne  Construction  der  Tangente  in  einem  Punkte 
der  Cursc  kann  umgekehrt  zur  Lösung  des  folgenden  Problems  be- 
nutzt werden: 

8.  „Die  Fusspuukteucur ve  einer  Curve  '/'ist  durch 
diese  und  den  Pol  J gegeben,  es  ist  der  Berührungs- 
punkt B der  ebenfalls  gegebenen  Tangente  i zu  con- 
struiren.“ 

.Mau  zeichnet  jene  Parabel  '^3',  welche  zf  zum  Brennpunkt  und 


1)  Diesen  Satz  lint  Herr  Prof.  l)r.  Km.  Weyr  in  seiner  Ablinmllniig: 
„Construction  ilcs  Kiriniimingskrcises  für  l''nss|ianktencurven“  im  XIX.  IM. 
i Siub.  d.  k.  Akad.  d.  Wissenscli.  zu  Wien.  II.  Abt.  Kebrnar-IIcft  1869 
JUpt  a^eitellu  , 
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I zur  Sclicitcltaugcnte  hat,  sic  berührt  T in  dem,  dem  Bcrühruiigs- 
imukto  B zngeordneten  Puukto  l>.  Die  aus  dem  Ilalhiruugspuukte 
»t  der  Strecke  auf  t gefällte  Senkrechte  trifft  diese  Taugento  im 
Punkte  B. 


II. 

1.  „Die  Fusspunktencurve  des  Kreises  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  als  Pol  ist  eine  Curvc  vierter  Ordnung,  vierter 
Classe,  welche  die  imaginären  Kreispunktc  zu  Spitzen  hat.  Sie  wird 
vom  Trägerkreis  in  ihren  Scheiteln  berührt.“ 

Die  Verbindungslinie  .57*  (Fig.  2.)  des  Polos  mit  dem  Slittel- 
punkt  des  Trägerkroises  T trifft  diesen  rechtwinklig  in  den  zwei 
Punkten  » und  diese  sind  daher  die  reellen  Berührungspunkte  der 
Fusspunktencurve  und  des  Kreises  7'. 

Bedient  mau  sich  der  bekannten  Coustruction  der  Ki'ümmungs- 
kreise*),  so  überzeugt  mau  sich,  dass  diese  in  den  Punkten  « und 
s'  ganz  ausserhalb  der  Ctirve  liegen,  und  diese  Punkte  daher  reelle 
Scheitel  derselben  sind. 


2.  „Die  Fusspnnktencurvc  eines  Kreises  7’ mit  dem 
Mittelpunkte  P und  dem  Radius  »•  für  den  Punkt  als 
Pol  ist  die  Lima^ou  des  Pascal  des  über  dP  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  k für  den  Pnnkt  z#  mit 
dem  Parameter  r.“ 


Beschreibt  mau  über  JP  (Fig.  2.)  als  Durchmesser  den  Kreis  k, 
und  sind  p'  zwei  beliebige  auf  demselben  Strahle  x von  z/  gelegene 
Punkto  der  Fusspunktencurve  des  Kreises  7'  für  zf  als  Pol,  ferner 
,1  der  Schnittpunkt  des  Strahles  x mit  dem  Ki-eise  k ; so  ist  PA  senk- 
recht auf  X,  daher  parallel  zu  np  und  n'p'  und  es  besteht  demnach 
die  folgende  Relation: 


nP  = pA  = iVr'  = A})'  = r, 

aus  welcher  zu  ersehen  ist,  dass  p und  p’  coujugirte  Punkte  der 
Lima^on  dos  Kreises  k für  A mit  dem  Parameter  >•  sind. 

3.  „Die  Lima(,’on  hat  eine  eine  eigentliche  reelle  Doppcltau- 

gente,  welche  in  der  Entfernung  SP=  -j vom  Mittelpunkt  des 


1)  Siebe  tlic  citirtc  Abh.iiullung  dos  Herrn  l’rof.  Dr.  Ein.  Wcjr:  ,Con- 
strnotion  des  Krüminungskrcises  der  Fusf]>unktoncurvcii.* 
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rtigerkreises  T senkrecht  auf  dem , durch  den  reellen  Doitiielimukt 
d gohendeu  Ra.lius  dieses  Kreises  steht.  Ihre  Ilerührungspunkte  sind 
sjTnmctriseb  gegen  diesen  Radius  augeorduet,  ihre  gegenseitige  Ent- 

lemang  ist  J},ü,  = wobei  r der  Radius  des  Kreises 

r nad  o = Jl‘  ist.“ 

JcDC  I’amkl  '4.''.  welche  /J  zum  Rreiiuininkt  hat  und  den  Kreis 
rdoppcit  berührt,  hat  wie  leicht  cinzuseheu  die  Gerade  z//’  zurAxe. 
W(  ßeröhningsimukte  beider  Kegelschnitte  liegen  demnach  symme- 
aiseb  gegeu  diese  Gerade.  Ist  N einer  <ler  zwei  Rerühruugspunkte, 
» haben  ijt'  und  T in  diesem  PunkUs  dieselbe  Tangente  i und  die- 
sdbe  Nonnale  ...  Die  letztere  geht  als  Normale  des  Kreises  T durch 
ifea  Punkt  1‘. 

Die  Geraden  i und  » schneiden  aber  als  Tangente  und  Nonnale 
iii  einem  Punkte  der  Parabel  W J‘ö  Axe  zi/' derselben  in  den  Punkten 
r nn.i  o.  die  zu  verschiedcueu  Seiten  des  Brennpunktes  d von  die- 
K'm  gleich  weit  absteheu.  Um  daher  den  Punkt  A’  zu  bestimmen 
trägt  mau  die  Strecke  /'zf  über  J auf  diese  Gerade  auf  und  zieht 
räs  dem  Endpunkte  <l  derselben  die  Tangente  t au  T.  Pällt  man 
vom  Brennpunkte  dt  die  Senkrechte  a auf  f und  aus  dem  Fusspunkt 
it,  dersellmn  das  Perpendikel  O auf  Jr,  so  ist  diese  Gerade  die 
ScheitclUiigente  der  Parabel  HJ’  und  mithin  die  Doppeltangeute  der 
Lima^ou. 

Um  einen  Berührungspunkt  der  Doppeltaugouto  zu  bestimmen, 
constniirt  man  die  Directrix  zU  der  Parabel  fällt_also  in  dem 
Punkte  d,  wobei  öS  = SJ  ist,  eine  Senkrechte  zf'  auf  der  Fuss- 
punkt  ii  des  aus  iV  auf  z4'  gcfiUlteu  Perpendikels  mit  d verbunden 
giebt  eine  Gerade,  welche  D in  dem  einen  Berührungspunkte  trifft. 
Dieser  ist  offenbar  mit  dem  Punkte  identisch. 

Aus  der  Achulichkeit  der  Dreiecke  fldB^  co  »IPMcsJ  ß^dS  er- 
geben sich,  wenn  man  AP  — o setzt,  folgende  Gleichungen. 


SP 


4«  ’ 


ß^S 


4a 


y 4o*r*  — C* 


Die  zwei  imaginären  Doppeltangeuteu  der  behandelten  Curvo  sind 
die  mit  den  imaginären  Kreispunkten  au  dieselbe  gelegten  Tangenten, 
sie  schneiden  sich  wie  leicht  cinzuseheu  in  einem  Punkte  der  Geraden 


AP.  Bezüglich  der  Rückkehrtaugenten 
dioide  und  Eemniskatc  siehe  die  Notiz: 
der  Kegelschnitte.“ 


dieser  t'urve  sowie  der  Kar- 
„Ueber  Fusspunktencurven 
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III. 

1.  „Die  Fusspuukteucnrvc  eines  Kreises  T mit  dem  Radius 
für  einen  Punkt  J desselben  als  Pol  ist  eine  Kai'dioide ; sie  bat  den 
Pol  zur  Spitze  und  ist  daher  eine  Curve  vierter  Ordnung,  dritter 
Classe.  Die  Rückkehrtaugente  iZ  in  der  reellen  Spitze  ^ geht  durch 
den  Mittelpunkt  r des  Trägerkreises , die  Doppeltangente  D der 

f>t* 

Kardioide  steht  in  dem  Abstande  von  I)  senkrecht  auf  Ji-,  ihre 

Berührungspunkte  sind  symmetrisch  gegen  R angeordnet  und  werden 
aus  J unter  einem  Winkel  von  120®  gesehen.“ 

Der  Identitätsbeweis  der  behandelten  B'usspunktencurvo  mit  der 
Kardioide  ist  in  jenem  für  die  Lima^on  enthalten.  Die  Rückkohr- 
taugente R (Fig.  3.)  ün  Punkte  J steht  senkrecht  auf  der  in  diesem 
Punkt  an  T gelegten  Tangente , geht  also  durch  den  Mittelpunkt  P 
des  Trägerkreises. 

Die  Constructiou  der  Doppeltaugeute  ist  die  dieselbe  wie  bei  der 
Lima^u.  Man  trägt  PJ  über  d bis  a auf  und  zieht  die  Tangente 
i aus  d an  T,  ihr  Berührungspunkt  sei  N.  Das  Perpendikel  a aus 
d auf  t trifft  diese  in  ü,,  einem  Berührungspunkte  der  auf  R senk- 
rechten Doppeltaugeute  D.  Es  ist  aus  der  Constructiou  zu  ersehen, 
dass  das  Dreieck  dPN  gleichseitig  ist,  woraus  folgt,  dass: 

SdB^  = 60®,  dP  = j und  B^S  = | ys, 

welche  Relationen  man  auch  aus  den  für  die  Lima^’on  aufgestclltcn 
erhält,  wenn  man  a ==  r setzt 

2.  Die  Evolute  der  Kardioide  ist  wieder  eine  Kardioide,  für 
welche  der  Radius  des  Grundkreiscs  ein  Drittel  so  gross  ist,  als  jener 
bei  der  gegebenen.“  *) 

Man  zeichne  einen  Kreis  t (F'ig.  3.),  welcher  den  gegebenen  T 
in  d berührt,  und  dessen  Radius  ein  Drittel  so  gross  als  der  des  ge- 
gebenen Kreises  T ist  Es  sei  * ein  Strahl  des  Büschels  z/,  x',  x" 
die  ihm  entsprechenden  Tangenten  der  Involution.  Verbindet  mau 
die  Berührungspunkte  zt,  n'  dieser  Tangenten,  so  erhält  mau  das 
Rechteck  pp'n'n.  Von  d eine  Senkrechte  dq  auf  nn'  gefällt  und 
q mit  p verbunden  gicbl  die  Normale  t der  Kardioide  C im 


1)  Siehe  deu  analytischen  Bewei«  in  „Theorie  der  Kardioide“ 
K.  Zahradnik.  Archiv  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  5'' 
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Punkte  p.  Die  Gerade  qp'  ist  aus  demselben  Grande  die  Nor- 
male r'  in  p'. 

Um  (len  Krümmangsmitteiiuiiikt  .»/des  Punktes 71  zu  bestiinnion ') 
fälle  man  vom  Schnittpunkte  a der  Diagonalen  des  Rechteckes  p/inij 
eine  Senkrechte  ab  auf  nn’,  h mit  J MTbunden  giebt  auf  t den  ge- 
suchten Punkt  M. 


Da  M der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  Jriq  ist,  ist; 


/SM=l^b 

und  in  Folge  der  Construction 


di  = \dl\ 

daher 

Mi  = Xo  II  n«'  II  X. 


Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  Geradeu  dn  uud  des  Krei- 
ses ( mit  L,  so  ist 


es  ist  aber  auch 


dL  = 


dit 

3 ’ 


also 


dn 

Y‘ 


und  daher 


aL  = aM 

JfL  II  dq  i|  X'  II  X„'. 


Die  Gerade  ML  geht  also  durch  L und  ist  parallel  zu  der  Tau- 
genlc  x'  des  Kreises  T in  «,  sie  ist  also  die  Tangente  des  Kreises 
i in  L. 


Damit  ist  bewiesen,  dass  der  Punkt  M der  Evolute  der  Kar- 
dioide  C ein  Punkt  jener  Kardioide  C ist,  welche  i zum  Trägerkreis 
nnd  i zur  Spitze  hat. 

Beschreibt  man  über  iL  als  Durchmesser  den  Kreis  W und  ver- 
bindet seinen  Mittelpunkt  v mit  M , so  erhält  man  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  v/,A/,  welches  LM  zur  Basis  hat.  Es  istWkl.  Oj  = ß,. 

Die  Geraden  vL  und  dn  stehen  auf  einander  senkrecht  {dLv  im 
Halbkreis)  und  weil  wie  bewiesen  wurde  aL  = o3/,  also  = ß^  und 
®i+«s  = ist  auch  ßt-\-ßi  = 90",  es  steht  demnach  auch  vM±t. 


1)  Prof.  Dr.  Em.  Weyr:  , Construction  de« 


Krümmungskreises  etc.“ 
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Die  Normale  x der  Kardioide  C ist  donmacli  die  Tangente  des 
Kreises  k'  im  Punkte  Af  und  daher  auch  die  der  Kardioide  C'  in 
demselben  Punkte. 

Ks  ist  leicht  eiuzusehen,  das.s  die  Kaidioide  C mit  ihrer  Evolute 
C dieselbe  Rückkehrtaugeute  hat,  dass  ferner  die  Doppeltangente 
der  Evolute  parallel  zu  der  Do])peltangente  der  Evolvente  ist. 

jr 

Die  Entfernung  der  Doi)peltangente  D'  der  Evolute  von  P ist  j- 

Hezcichuet  man  den  Schnittpunkt  von  U'  mit  der  Rilekkehrtan- 
geutc  It  mit  &’  und  sind  7/,',  Uj  die  Berührungspunkte  von  D\  so 
besteht  folgende  Proportion: 

/ta'S'  — Sm:  S'711, 

daraus  folgt: 

3.  .,Dic  Wechsel  weisen  Verbindungslinien  der  IJc- 
rührnngspunkte  der  Doppeltaugenteii  der  Kardioide 
und  ihrer  Pivolute  schneiden  sich  im  Mittel])unkte  des 
Grundkreises  der  erstem.“ 

Es  bedarf  wohl  keines  Beweises,  dass  der  Krümmnugsmittelpunkt 
j\/'  des  Punktes  p'  mit  ö \erl)unden  eine  Gerade  giebt,  die  auch 
parallel  zu  x ist,  dass  feiner  <jp’=  x'  die  Normalo  von  C in  j>’  die 
Tangente  von  C in  M'  ist.  Wir  können  also  sagen: 

4.  „Auf  demselben  Punkte  x von  -d  liegende  Punkte 
der  Kardioide  haben  jene  Punkte  der  Evolute  zu  Krüm- 
muugsmittelpunkten,  welche  auf  dem  zu  x parallelen 
Strahl  x'  von  ö liegen.“ 

Da  der  Winkel  7tdn'=  90"  ist,  ist  auch  xx'—  90".  Der  Durch- 
sebnittspunkt  q von  x und  x'  liegt  auf  dom  Kreise  k. 

5.  „Die  Tangenten  in  auf  demselben  Strahle  von  d 
liegenden  Punkten  der  Evolute  stehen  auf  einander 
senkrecht,  der  geometrische  Ort  ihres  Durchschuitts- 
punktes  ist  der  Gruudkreis  der  Kardioide.“ 

Die  Gerade  x'  ist  offenbar  die  Tangente  des  über  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  im  Punkte  q.  Woraus  mit  Beriick- 
sichtigung  des  Satzes  I.  6.  folgt: 

6.  „Beschreibt  man  über  die  durch  den  Punkt  J eines  Kreises 

gehenden  Sehnen  als  Durchmesser  Kreise,  so  umhüllen  diese  eine 
Kardioide  mit  der  Spitze  zf.  _Ji*l 
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Jcuo  Tangente  dieser  Kreise,  welche  den  Beriih- 
r uugspunkteu  derselben  mit  der  Kardioide  diametral 
gegenüber  liegen,  umhüllen  die  Evolute  der  Kardioide.“ 

Aus  der  Gonstruction  des  Krümmungsmittelpunktes  ergiebt  sich, 
weuii  man  m setzt,  derWert  des  Krümmungsradius  für  irgend  einen 

Pnukt:  g = pa-\-aM  = Bemerkt  mau,  dass  w und  p „zngeord- 
uotc“  Pnuktc  sind,  so  kann  mau  sagen: 

7.  „Die  Krümmungsradien  der  l’uukto  der  Kardioide 
verhalten  sich  wie  die  Entferunngen  der  diesen  Punk- 
tou  zugeord  nete  11  Punkted  es  Tril  ge  rkreises  vom  Pole  z#.“ 

r.  . . !'• 

Setzt  mau  = 2r,  so  ist  p ,,  • 

8.  „Der  Krümmuugsmittelpunkt  des  Scheitels  der 
Kardioide  ist  die  Spitze  der  Evolute.“ 

9.  „Der  Gruudkrois  der  Kardioide  ist  der  Krüni- 
niungskrcis  der  Evolute  im  Scheitel.“ 

Dieser  Satz  mit  III.  5.  verbunden  giebt: 

10.  „Die  Tangenten  in  Punkten  der  Kardioide, 
welche  auf  demselben  Strahle  von  ^ liegen,  stehen  auf 
einander  senkrecht.  Der  geometrische  Ort  ihres  Durch- 
schnittspnnktes  ist  der  Krttmmungskreis  der  Kardioide 
im  Scheitel.“ 

Der  Krümmungsradius  des  Punktes  p ist  p,  = jener  des 

Punktes  p^  = ^ . Die  Strecken  m und  m'  sind  die  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  nJTi',  cs  ist  daher  = 4r-,  oder  also: 

«) Pi  3 ' 

daraus  fliesst  der  Satz: 

11.  „Die  Summe  der  Quadrate  der  Krümmungsradien 
von  auf  demselben  Strahle  von  d liegenden  Punkten 
der  Kardioide  ist  constant.“ 

Es  sei  k ein  beliebiger  durch  J und  1’  gelegter  Kreis ; er  schneidet 
die  Kardioide  in  J in  zwei  Punkten  und  in  den  imaginären  Kreis- 
ininktcn  iii  vier  Punkten  und  kann  daher  mit  der  Kardioide  nur  noch 
zwei  Punkte  gemein  haben,  welche  immer  reell  sind.  Um  diese 
Punkte  zu  coiistruircii , zciclmc  mau  den  J diametral  gegenüber  lic- 
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gendou  Punkt  des  Kreises  k,  die  Taugeiitcu  aus  diesem  Punkte 
an  T treffen  k in  den  gesuchten  Punkten  /)/  nnd  Der  Wiukd 
JPJ'  ist  als  Winkel  im  Halbkreis  k ein  rechter,  der  Winkel,  welchen 
die  in  resji.  berührenden  Tangenten  d'pj',  mit  einander 

bilden,  sei  2ig,  er  wird  durch  dJ’  halbirt. 


Derselbe  Winkel  erscheint  auch  bei  P und  zwar  ist  dl‘rii= 
und  es  ist  daher,  weil  der  ti/  diametral  gegenüber  liegende  Punkt 
im  Kreise  T zugleich  mit  % bezüglich  TI  symmetrisch  liegt: 

/i/’ntj' = also  dn^7t^'=^.  Ebenso  liegt  der  gegenüber  lie- 

t!> 

gende  Punkt  a:,  mit  ."i,'  symmetrisch  gelegen,  daher  z/7r„'w/ = . 


Aus  diesen  Kelatioueu  folgt,  wenn  man  djti  — w,'  und  wie  früher 


z/To 


nu  setzt: 


. . • o 

lij  = LrSin  «ij  = ZrCOS 


i\  t Q I 1 ■ f*  j 1' 

1)  . . . . Gj  — fpiij  = -tjestn^,  Pa  = = ^rcos.,  . 

daher 


2) 


P/=*  + 9s'* 


12.  „Die  Summe  der  Quadrate  der  Krümmungsradien 
von  Punkten  der  Kardioide,  welclie  auf  demselben 
durch  d und  P gelegten  Kreise  liegen,  ist  constanf.** 


Vergleicht  man  die  Gleichung  2)  mit  der  Gl.  lü.  n und  setzt  man: 

Pi'=  Pi 


bü  ist  auch 


Ps  P: 


und  mau  kann  demnach  sagen: 


13.  „Der  durch  den  Punkt  der  Kardioide  und  d, 
/'gelegte  Kreis  trifft  dieselbe  in  einem  Punkte  y>,  des- 
sen bezüglich  U symmetrisch  gegenüber  liegender 
Punkt  mit  /j,  auf  demselben  Strahle  von  d liegt.“ 

„Jeder  durch  d,  /'gelegte  Kreis  schneidet  die  Kar- 
iliüide  in  zwei  Punkten,  deren  symmetrisch  gelegene 
mit  diesen  wechselweise  auf  denselben  Strahlen  von  J 
liegen.“ 


Ans  Gl.  11.  1.  ist  weiter  ersichtlich,  dass 


£i' 

e/ 


lg 

tg^  ist. 
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14.  „Das  Verliältniss  der  Krümmungsradien  von 
Punkten  /(/,  p,  der  Kardioide,  welche  auf  demselben 

durch  1‘  gelegten  Kreise  liegen,  ist  tg^.  wobei  2ifi 

der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangenten  an  T in  den, 
den  Punkten  p,',  }k  zugeordneten  Punkten  mit  einander 
bilden.‘* 

Die  Gerade  aq  (Fig.  3)  umhüllt  bei  der  Bewegung  des  Punktes 
:ij;  auf  dem  Kreise  T die  Kardioide  C'.  Ihr  Berührungspunkt  Af  ist 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  aq  mit  der  Verbindungslinie  des  Punktes 
d und  des  llalbirungspunktes  />  der  Strecke  nq.  Diese  Bemerkung 
giebt  zu  folgendem  Satz  Veranlassung: 

15.  ,,Sind  T und  k zwei  feste  im  Punkte  d sich  be- 
rührende Kreise,  und  ist  der  Radius  von  k halb  so  gross 
als  jener  von  ’/’,  ist  ferner  /'der  Mittelpunkt  und  n ein 
beliebiger  Punkt  des  Kreises  7’;  so  umhüllt  bei  Be- 
wegung des  Punktes  n auf  T,  die  Verbindungslinie  aq 
der  Schnittpunkte  der  zwei  Dreiecksciten  dn  und  I’ti 
mit  A-  eine  Kardioide.“') 

Man  kann  ainh  aus  dieser  lOigenschaften  der  Kardioide  ablcitcu. 
Fällt  n mit  d zusammen,  so  übergeht  die  Erzeugende  <ui  in  die 
Tangente  der  Kreise  in  d,  die  Kardioide  berührt  demnach  beide 
Kreise  im  Punkte  d.  Coiucidirt  n mit  «,  so  sieht  man,  dass  de  die 
Rückkebrtangeute  der  Kardioide  ist.  Für  eine  gewisse  Lage  von  n 
wird  aq  J_  de,  für  die  bezüglich  de  symmetrische  Lage  ebenfalls,  da- 
her hat  die  behandelte  Curvc  eine  auf  ihrer  Rückkehrtaugentc  senk- 
rechte Doppcltaugciite  etc.  Bemerkt  man,  dass  der  Trilgerkreis  der 
durch  aq  erzeugten  Kardioide  der  Kreis  t ist,  do.ssen  Radius  zwei 
Drittel  des  Radius  \on  k ist,  so  kann  man  folgende  Aufgabe  sehr 
einfach  lösen: 

KJ.  „Es  ist  der  Trägerkreis  t,  der  Rückkehrpunkt  i 
und  eine  Tangente  r der  Kardioide  gegeben,  der  Be- 
rührungspunkt der  letztem  ist  zu  coustr uiren.“ 

Man  zeichnet  jenen  Kreis  k,  dessen  Radius  um  ein  Drittel  grösser 
ist  als  der  des  gegebenen  und  der  diesen  in  dem  d diametral  gegen- 
über liegenden  Punkte  d berührt.  Er  trifft  r in  zwei  reellen  Punkten 
o,  </.  welche  mit  d und  P verbunden  (/’  ist  der  zweite  Schnittpunkt 

ü»-  _ l)  Durch  l’rojcction  kann  diese  DrztuguDgsait  verallgemeinert  werden. 
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von  dJ  und  /.)  den  Punkt  n geben.  Der  Halbimngspunkt  !>  der 
Strecke  mj  init^.<^  verbunden  trifft  i im  gesucliten  Punkt  M. 


IV. 


1.  ,.Die  Fusspuuktencurve  der  gleichseitigen  Hyperbel  für  den 
Mittelpunkt  als  Pol  ist  die  Lemniskate.  Diese  ist  daher  eine  Cune 
vierter  Ordnung,  sechster  Classe,  welche  den  Pol  und  die  imaginürcii 
Kreispunkte  zu  Doppol-Inflexionspunkteu  hat.  Die  luflexionstangenteii 
im  reellen  Doppelimnkt  sind  die  Asymtoten  der  gleichseitigen  Ily- 
)>erbel.“ 

Die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  stehen  auf  einander 
seulirecht,  ihre  Schnitti)unkte  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  tren- 
nen demnach  die  imaginären  Kreispunkte  harmonisch  und  das  Doppel- 
jiunktsdrcieck  ist  daher  sich  selbst  conjugirt.  Die  Doppelpunktstan- 
genten in  den  drei  Doppelpunkten  sind  Inffe.xionstangenten.  Die 
Inffexionstaiigeiiten  im  reellen  Doppelpunkt  sind  die  Asymptoten,  da 
sie  auf  einander  senkrecht  stehen  ')• 


2.  „Die  Lemniskate  hat  zwei  eigentliche  Doi)peltaugenteu,  deren 


jede  in  der  Entfernung 


parallel  zur  Axe  der  Lemuiskalo  läuft 


Ihre  BeiTlhrungspunkte  werden  aus  dem  Doi)iielpunkte  unter  cinein 
Winkel  von  120®  gesehen  und  sind  gegen  zf  und  die  Axen  symme- 
trisch gelegen.“  -) 


1)  Ks  gilt  ganz  allgeintiii : 

..Ist  ein  D upi>r  I piin  kt  einer  rntionalen  Cnvve  vierter  Orä- 

niing  ilcr  Pol  der  ge  gen  (11)  er  licgcmlen  Seite  iles  Doppel- 
punk tsdr  ciec  k s bczüglicli  eines  Träge  r kr  gel  seti  n i ttes  su 

sind  die  Tangenten  in  de  tu  selben  In  flexi  on  st  .in  gen  t en.“ 

Um  dicscTi  Satz  zu  beweisen , wähle  man  jenen  Doppelpunkt  welcher 
der  Pol  der  gegenüber  liegenden  Seite  des  Doppclpunktsdreiecks  bezüg- 

lieb  T ist,  zum  Scheitel  des  erzeugenden  Strnlilenbüsehels.  Die  Seite 
ist  dann  die  Involutionsaxe  von  J (I.  A.  Art.  2.).  Die  und  J gemein- 
schaftlichen Strahlen  fallen  mit  den  Doppelslrahlcn  d^,  d,  von  J zusnrainen. 

daher  die  Verzwcigungsstrahlen  mit  ilcn  Doppclpnnktstangenten.  Ein  Ver- 
zweignngsstrnhl  i-,  wird  von  dem  ihm  entsprechenden  Doppelstrahl  (/,  in  z/., 
geschnitten;  daher  liegen  auf  n,  und  ebenso  auf  u,  ausser  keine  weitern 
Cutvenpunkte,  und  cs  sind  daher  diese  Strahlen  InHexionstangenten  der  Cnrve 
in  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  das  Doppcipunktsdreieek  sich 

selbst  conjugirt  ist,  die  sechs  Doppclpunktstangenlcn  inflexionstnngenten  sind. 

2)  Siehe:  Prof.  Dr.  Em.  Weyr:  „Lemniskate  in  rationaler  Bchandlnng“' 
k.  bohm.  Gesellschaft  d.  Wissensch.  Prag  1873. 
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Die  Scheitel  des  Kcgelsclinittsnetzcs  P coiiuidircn  niit  den  drei 
Doppelpunkten  der  Lenmiskate,  daher  sind  in  ihrer  fiheno  allen  Ge- 
fallen durch  J (P’ig.  4.)  gehende  Kreise  „zugeordnet“  (I.  A.  0.).  In- 
fulgi'  dessen  ist  die  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  der  I>emniskate  sowie  die  Lösuug  der  Tangentenprobleme  eine 
einfachere  als  im  allgemeinen  Fall. 

Wir  werden  aber  dennoch  zur  llestimmung  der  Doppeltaugenten 
jene  Methode  anwenden,  welche  wir  am  Beginne  dieser  Abhandlung 
kennen  gelernt  haben,  da  sie  zu  interessanten  metrischen  Relationen 
and  einer  einfachen  Construction  führt. 

Ks  ist  klar,  dass  jene  reellen  Parabeln,  welche  T doppelt  be- 
rühren und  d zum  Brennpunkt  haben,  die  imaginäre  Axe  der  Hy- 
perbel zur  Axe  haben. 

Beschreibt  man  mit  der  halben  linearen  Kxccutricitüt  zfip  der 
?icichseitigeu  Hyperbel  um  deu  Punkt  / — = z/ip)  der  imaginären 

4ic  den  Kreis  so  berührt  dieser  die  Hyperbel  doppelt,  die  lie- 
rfihmngspunkte  P,  sind  die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  dem 
um  J mit  der  halben  linearen  Excentricität  lieschriebencn  Kreise  /.-,  ')• 

Jen#  Parabel,  welche  z#  zum  Breunpunkt  hat  und  /.^  dojipelt  be- 
fährt, berührt  diesen  Kreis  (nach  III.  1.)  in  den  Punkten  Jl,  IP' 
sie  Ist  demnach  identisch  mit  der  die  Hyperbel  T doppelt  berühren- 
der Parabel 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  der  drei  Kegelschnitte  T,  und 
tV  in  li  sei  f,  sie  geht  durch  den  zweiten  Schnittpunkt  /'  des  Kreises 
P|  mit  der  imaginären  Ilyperbelaxe.  Die  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel mithin  ilie  eine  Doppeltangcnte  der  Lemniskate,  ergiebt 
sich  als  die,  durch  den  Fusspuukt  P,  der  aus  d auf  / gefällten  Senk- 
rechten zu  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  gezogene  Parallele  />,. 


1)  Rin  cinfachor  Beweis  fflr  die  Riehligkcit  des  Gesagten  ist  der  frdgende; 
Die  Olriclinng  dci*  llyporbcl  sei 

**  **  y 

X ;r  = a*, 

demnneli  jene  ile.s  Kreises  i’, 

*■*  + (?/-— «V2)=*  = 2<P-, 


'Ke  Coordiiiaten  des  Punktes  P sind 


Die  Gleielmng  der  Tan 


innte  in  ß ist : 

xys— y ==  <iy2, 

'reiche  iilentiseli  ist  mit  der  Gleiehiing  der  Hyperhcltungente  för  ilenselhen 
Punkt, 
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Der  Pnnkt  ist  ein  Berührangspankt  dieser  Doppeitangente. 
Da  die  zi^eite  Parabel  welche  B zum  Brennpunkt  hat  und  T 
doppelt  berührt  mit  P,'  bezü^ich  der  Axe  der  Lemniskate  symme- 
trisch gelegen  Lst,  liegt  auch  die  zweite  reelle  Doppeltangente  D,  mit 
/>,  gegen  symmetrisch. 

Ebenso  leicht  ist  der  Construction  zu  entnehmen,  dass  die  zwei 
Berührungspunkte  einer  Doppeitangente  symmetrisch  gegen  die  ima- 
ginäre Hyperbolaxe  liegen;  dass  ferner  je  zwei  auf  derselben  Seite 
dieser  Axe  gelegene  Berührungspunkte  symmetrisch  gegen  die  reelle 
Axe  liegen. 

3.  ,JKs  ist  die  Axe 
die  Doppeltangenten 
zu  construireu.“ 

Man  ziehe  durch  den  llalbimngspunkt  B (Fig.  4.)  der  Axo  eine 
fieradc  n unter  einem  Winkel  von  und  schueidc  diese  mit  dem 
über  2a  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  f.  Die  Taugente  < in 
dom  einen  Schnittpunkte  M au  diesen  Kreis  trifft  die  Axe  im  Brenn- 
punkte Jp  der,  der  Lemniskate  beigeordneten  gleichseitigen  Hj'perbcl 
T.  Beschreibt  mau  mit  als  Kadius  um  J deu  Kreis  k,  und  mit 
demselben  Uadins  um  den  einen  Schnittpunkt  / dieses  Kreises  mit 
der  in  z/  auf  errichteten  Normalen  den  Kreis  so  schneiden 
sich  beide  Kreise  in  zwei  reellen  Punkten  7>,  H''.  Das  aus  l auf 
H/1  gefällte  Perpendikel  trifft  diese  Gerade  in  dem  cineu  Berüh- 
rungspunkt der  Doppeitangente  77,,  welche  parallel  zu  /}\\>  zu  ziehen 
ist.  Fällt  man  aus  d eine  Senkrechte  auf  77/',  so  ist  der  Fusspunkt 
77,  ein  Bertihrungspunkl  der  Dopiicltangentc  IK. 

Will  mau  das  Ziehen  der  Senkrechten  vermeiden,  so  zeichne 
mau  um  V als  Mittelpuukt  mit  l'd  als  Radius  den  Kreis  Die 
Sehueu  Jid  und  fji'  schneiden  sich  in  77,,  die  Sehnen  B'  d und 
fB  in  77,. 

Das  Dreieck  BB’d  ist  der  Construction  zu  Folge  gleichseitig  und 
7777' J,  z7ip,  daher  ist: 

Bd^f  '=•  3ty,  77„)t  =3  ^ 2 ^^2* 

Der  nun  mit  dB^  als  Radius  beschriebene  Kreis  trifft  die  Axe  der 
Lemniskate  in  den  Brennpunkten  der  letztem. 

Da  man  aus  d auf  7777'  nur  eine  reelle  Norn 


,S.S'=2a  der  Lemniskate  gegeben, 
und  ihre  ßer ührungspnukte  sind 
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mit  der  reellen  Axo  coiucidirt,  so  berührt  die  Lemniskate  die 
H>i>erbeln  in  den  Scheiteln,  welche,  da  die  Krüramuugskreisc  dieser 
Punkte  der  Lemniskate  diese  in  denselben  nicht  dnrchschneiden,  auch 
Scheitel  der  letztem  sind. 

Der  ül)er  B/1  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  R berührt  die 
I,emniskatc  in  Er  hat  mit  derselben  in  Z zwei  Punkte  und  in 
den  imagin.'lren  Kreispunkten  vier  Punkte  gemein,  da  er  durch  den 
Punkt  B geht,  liegt  er  ganz  ausserhalb  der  Lemniskate.  Zeichnet 
man  die  Kardioide  des  Kreise  für  Z als  Pol,  so  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  diese  mit  der  Lemniskate  die  eine  Doppeltangente  /J, 
gemein  hat  und  diese  in  denselben  Pnnkten  berührt. 

Beide  Curveu  haben  in  Z vier  Punkte,  in  Bi  und  if,'  vier  wei- 
tere Punkte  und  in  den  imaginären  Kreispunkten  acht  Punkte  gemein. 

Die  Kardioide  liegt  aber  ganz  ausserhalb  des  Kreises  R,  daher  die 
Lemniskate  ganz  innerhalb  der  Kardioide. 

4.  „Jene  Lemniskate,  welche  mit  einer  Kardioide 
den  Doppelpunkt  und  die  iloppcltangente  gemein  hat 
nnd  die  letztere  in  denselben  Pnnkten  berührt,  liegt 
ganz  innerhalb  der  Kardioide.“ 

Um  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  G mit  der  Lemniskate  zu 
bestimmen,  construirc  man  ihren  Pol  g bezüglich  T.  Jener  Kreis  h-, 
welcher  durch  g,  Z nnd  den  irgend  einem  Punkt  L der  Geraden  zu- 
geordneten Punkt  L'  geht,  trifft  T in  jenen  Punkten,  deren  Tangen- 
ten G in  den  gesuchten  Schnittpunkten  mit  der  Lemniskate  schneiden. 

Es  ist  zweckmässig  als  L den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ge- 
raden anzunchmen.  Um  den  ihm  zngeordneten  Punkt  L’  zu  be- 
stimmen, ziehe  man  1 fr,  der  diesem  entsprechende  Strahl 
des  Büschels  P=Z  (I.  A.  1.)  ist  die  Berührungssehue  der  auf 
senkrecht  stehenden  Tangenten  der  Ilyperbel  T,  also  der  x,^  gleiche 
Durchmesser,  welcher,  da  parallel  zu  G ist,  senkrecht  auf  gB 
steht  *). 

Die  Polare  des  Punktes  L*,  welche  durch  g und  J geht,  also 
mit  gJ  coincidirt,  trifft  i“  ‘lern  Z.*  zugeordneten  Punkte  A'*. 

Der  G „zugeordnetc“  Kreis  f hat  daher  mit  |x  in  zf  zwei  Punkte 
gemein,  ist  also  der  über  gd  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis. 

Daraus  folgt: 

1)  Der  einem  Durchmesser  iler  gleichseitigen  Hyperbel  bczQglich  der  Axe 

uf  der  dem  crstereii  conjngirtcn  Bich- 

II 
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r>.  „Um  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der 
Leinniskate  zu  constrniren,  beschreibe  man  über  der 
Verbindungslinie  des  Poles  der  Geraden  bezüglich  der 
gleichseitigen  Hyperbel  mit  ihrem  Mittelpunkte  als 
Durchmesser  den  Kreis,  dieser  schneidet  die  gleich- 
seitige Hyperbel  in  vier  Punkten,  deren  Tangenten  die 
Gerade  in  den  gesuchten  Curvenpunkten  treffen.“ 

Will  man  die  Schnittpunkte  eiucr  Tangente  r,  der  Träger-Hy- 
perbel mit  der  Lemniskate  bestimmen,  so  zeichne  man  über  der  Ver- 
bindungslinie ihres  Berührungspunktes  A,  mit  ^ als  Durchmesser  den 
Kreis  f,.  Dieser  schneidet  die  Hyimrbel  ausser  in  A,  in  drei  Punkten 
A,',  Aj',  Aj',  deren  Tangenten  (au  T)  t,',  t»',  Tj'  die  Tangente  t,  in 
Punkten  der  Lemniskate  treffen.  Zwei  der  Punkte  A'  sind  imaginär, 
ausgenommen  den  Greuzfall,  wenn  der  Kreis  A-,  in  eine  Asymptote 
übergeht,  also  A,  ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Hviierbcl  ist.  Sieht 
man  von  den  imaginären  Tangenten  ab,  so  kann  man  sagen: 

6.  „Die  Lemniskate  ist  das  Erzeugniss  zweier  con- 
localer  besonderer  Tangontensysteme  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel.“ 

Der  über  Jw  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  berührt  nach 
früherem  die  Lemniskate  in  v. 

7.  „Die  Euveloppe  der  Uber  den  Halbmessern  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ist  eine  liCmniskate.“ 

8.  „Der  um  den  Berührungspunkt  D,  der  Doppel- 

tangentc  mit  als  Radius  beschriebene  Kreis 

berührt  die  Lemniskate  im  Berührungspunkte  ß,  der 
andern  Doppcltangente  D„.“ 


V. 

1.  „Die  Fusspunktcncurvc  der  Parabel  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  als  Pol  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  vierter  Classe. 
welche  den  Pol  zum  Doppelpunkt  bat.  Sie  schneidet  die  unendlich 
ferne  Gerade  ausser  in  den  imaginären  Kreispunkteu  in  dem  uneud- 
lich  fernen  Punkt  der  Parabeldircctrix.“  ’) 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade,  also  die  Seite 


I)  Siche:  Prof.  Dr.  Km.  Weyr:  „Geometrie  der  rüumlid 
cinr.weidenliger  Gebilde.  Note  C.“.  Teubner  1870. 
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des  Doppelpunktsilrciocks;  sicht  man  von  dieser  Geraden  als 
Bestandteil  der  Cnrve  ab,  so  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  gerechtfer- 
tigt (T.  A.  Art.  12.). 

Bewegt  sich  eine  Tangente  der  Parabel  vom  Scheitel  derselben 
gegen  ihren  unendlich  fernen  Punkt,  so  wird  sie  erst  daun  zur  Pa- 
rabelaxe  parallel,  wenn  sie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
sammeufällt;  das  auf  diese  Gerade  gefällte  Perpendikel,  welches 
demnach  senkrecht  zur  Parabolaxe  ist,  trifft  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade im  unendlich  fernen  Punkt  der  Parabeldirectrix.  Auch  hier  be- 
rül>rt,  wie  im  allgemeinen  Fall,  die  Fusspuuktencurve  die  Parabel  in 
den  Fnsspunkten  der  aus  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten. 

Liegt  der  Pol  auf  der  Parabel,  so  ist  er  eine  Spitze  der  f'is- 
soide  und  diese  der  dritten  Classe,  die  Spitzontangente  ist  die  Nor- 
male der  Parabel  in  ei. 

2.  „Der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  der  aus  einem  Brenn- 
pauktc  eines  Kegelschnittes  auf  die  Tangenten  gefällten  Normalen, 
ist  der  diesem  Kegelschnitt  umschriebene  und  concentrische  Kreis.“ 

Zwei  Seiten  des  Doppeli)unktsdreiecks , nämlich  die  ans  dem 
lirenupunktc  J nach  den  imaginären  Kreispnnkten  gezogenen  Strahlen 
sind  Tangenten  des  Kegelschnittes  T.  Das  Erzengniss  der  Tangenten- 
involution J und  des  Strahlenbüschels  /t  zerftlllt  in  dieso  zwei  Ge- 
raden und  einen  T doppelt  berührenden  Kegelschnitt  C*.  Dieser 
geht  durch  die  imaginären  Kreispunkte,  ist  also  ein  Kreis,  welcher 
T in  den  Fnsspunkten  der  aus  ei  auf  T gefällten  Normalen,  also  in 
den  Scheiteln  dieses  Kegelschnittes  berührt. 

Aus  dem  Satze  I.  5.  folgt  unmittelbar: 

3.  „Die  Envcloppc  der  über  den  Leitstrahlen  eines  Kegelschnittes 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ist  der  diesen  Kegelschnitt  in 
den  llauptscheiteln  berührende  Kreis.“ 

Wien,  den  13.  März  1879. 
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XIV. 


Theorie  der  negativen  Fnsspnnktencurven. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


( 

* 

J 

•< 


1.  Ist  D eine  ebene  Curve  nter  Ordnung  und  »i(n — l)ter  Classp 
und  P ein  fester  Punkt  ihrer  Ebene,  so  schneidet  jede  durch  V 
gehende  Gerade  a die  Curve  D in  « Punkten ; die  in  diesen  Punkten  ; 
auf  a gefällten  Senkrechten  t umhüllen  bei  der  Drehung  des  Strahles 
c um  die  negative  Fusspunktencurve  C der  gegebenen  Curve.  Die  t 
Curve  D wird  die  Dircctrix  und  der  Punkt  P der  Pol  der  Cune  C .] 
genannt.  ^ 

Um  die  Classc  der  negativen  Fusspunktencurve  zu  bestimmen 
sei  G ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene;  der  über  als  Durchmesser 
beschriebene  Kreis  k trifft  die  Curve  D in  2«  Punkten  mj,  mg,  ...  »»2«. 
Jeder  dieser  Punkte  etwa  w,  mit  G verbunden  giebt  eine  durch  die- 
sen Punkt  gehende  Tangente  von  C,  da  Cm,  senkrecht  auf  frm,  steht. 
Daraus  folgt  der  Satz; 

„Die  Classcnzahl  der  negativen  Fusspunktencurve 
für  irgend  einen  Punkt  der  Ebene  als  Pol  ist  doppelt 
so  gross  als  die  Ordnungszahl  ihrer  Directrix.“ 

Ist  der  Pol  P ein  Punkt  der  Curve  O,  so  schneidet  ein  jeder 
Kreis  k die  Dircctrix  ausser  in  ein  (2«  — 1)  Punkten. 

„Die  negative  Fusspunktencurve  einer  Curve  7»ter 
Ordnung  für  einen  Punkt  derselben  als  Pol  ist  von 
(2h  — l)ter  Classc.“ 

Ist  />  eine  cyklische  Curve,  so  schneidet  jeder  Uber  GP  als 
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Ihirchniesscr  beachricbcuc  Kreis  k dieselbe  ia  2(«  — 1)  von  den  ima- 
ginären Kreispunkteu  verschiedenen  Punkten. 

„Die  negative  Fu sspu ukteucur ve  einer  cyklischcn 
Carvc  «ter  Ordnung  für  einen  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  als  Pol  ist  von  2(«  — l)ter  Classc.“ 

Beraerkenswert  ist  noch  der  folgende  Satz: 

„Die  negative  Fusspunkteucurve  einer  cyklischcn 
Cnrve  «ter  Ordnung,  welche  die  imaginären  Kreis- 

pnnktc  nnd  den  Pol  zu  ^fachen  Punkten  hat,  ist  von 
der  ."tcn  Classe.“ 

2.  Die  unendlich  ferne  Gerade  schneidet  die  Cnrve  n in  « Punk- 
ten »j  ...  die  in  diesen  Punkten  auf  die  durch  sie  gehenden 
Strahlen  von  P geeilten  Senkrechten  coiucidiren  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden,  woraus  folgt,  dass  diese  eine  n fache  Tangente  der 
negativen  Fusspuuktencurvo  von  ü ist.  Doch  auch  die  durch  die 
imaginären  Kreispunkte  gehenden  Strahlen  z/„  J,  sind  «fache  Tan- 
genten von  6',  da  die  in  den  n Schnittpunkten  eines  solchen  Strahle.s 
mit  D anf  ihn  gefällten  Normalen  mit  demselben  zusammenfalleu. 

„Die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Verbindungs- 
linien des  Polcs  mit  den  imaginären  Kreispunkten  sind 
«fache  Tangenten  der  negativen  Fusspnnkteucurve 
einer  Curve  «ter  Ordnung.“ 

Ist  Pein  Punkt  der  Curve  l),  so  sind  ^j,  (« — l)fachc  Tan- 

genten etc.  Ist  D eine  cyklische  Curve,  so  ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  («  — 2)fache  Tangente.  Hat  die  Curve  D die  imaginären 
Kreispunkte  zu  «fachen  Punkten,  so  ist  die  unendlich  ferne  Gerade 
überhaupt  keine  Tangente  der  Cnrve  C,  ausgenommen  eine  der 
Asymptoten  fällt  mit  ihr  zusammen. 

3.  Es  sei  fr  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  k der  über  GP 

als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  und  zwei  benachbarte 

Schnittpunkte  dieses  Kreises  und  der  Curve  D.  Die  Verbindungs- 
linien der  Punkte  //„  A.  mit  G sind  wie  bereits  erwähnt  Tan- 
genten der  negativen  Fusspunktencurve  C. 

Denkt  man  sich  i,  mithin  auch  /,  fest,  während  G also  auch  k 
mit  der  Lage  von  i*  veränderlich  sein  mögen,  und  nähert  sich  dieser 
Punkt  dem  Punkte  i,  ins  Unendliche,  so  rückt  die  Tangente  un- 
endlich nahe  an  tj,  ihr  Schnittpunkt  G mit  der  letztem,  welcher 
immer  auf  k liegt,  nähert  sich  einer  festen  Lage  B. 
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Fällt  /<2  mit  Ä,  zusammei),  berührt  also  k die  Curvc  D im  rankte 
*1,  hü  coincidirt  die  Tangeutc  mit  sie  durcbschucidet  diese  Tan- 
gente in  ihrem  Berührungspunkte  B mit  C. 

Aus  dieser  Betrachtung  fliesst  folgende  einfache  Coustrnction  des 
Berührungspunktes  irgend  einer  Erzeugenden  der  negativen  Foss- 
punktenenrvo : 

„Man  construirt  jenen  durch  /’  gehenden  Kreis 
welcher  D in  b berührt,  der  zweite  Schnittpunkt  B der 
Erzeugenden  t (i  senkrecht  auf  I’b  in  *)  mit  dem  Kreise 
k'  ist  ihr  Berühruugsi»unkt.“ 

Der  b diametral  gegenüberliegende  Punkt  b'  des  Kreises  k er- 
zeugt bei  der  Bewegung  des  Punktes  b auf  D eine  Curve  //,  deren 
negative  Fusspunktencurve  für  P als  Pol  die  Euveloppe  der  Geraden 
Bb'  ist;  diese  Gerade  ist  aber  die  Normale  der  Curve  C im  Punkte 
B,  ihre  Euveloppe  demnach  die  Evolute  von  C. 

7.  „Die  Evolute  einer  negativen  Fusspunktencurve 
ist  wieder  eine  solche  für  denselben  Punkt  P als  Pol.“ 

Die  oben  angegebene  Coustruction  des  Berührungspunktes  einer 
Erzeugenden  der  negativen  Fusspunktencurve  giebt  zu  folgender  De- 
finition derselben  als  Ortscurvc  Veranlassung: 

„Dreht  sich  ein  Kreis  k um  einen  Punkt  P seiner  Peripherie  der- 
art, dass  er  eine  Curve  D umhüllt,  so  erzeugt  der  P diametral  gegen- 
überliegende Punkt  B des  Kreises  die  negative  Fusspunktencurve  C 
der  Curve  D für  den  Punkt  P als  Pol.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises 
k beschreibt  auch  eine  negative  Fusspunktencurve  C',  welche  eine 
Verjüngung  der  Curve  C ist.  Beide  Curveu  sind  Parallelcurvcn.“ 

4.  Aus  dem  Pole  P kann  man  au  die  Curve  U «(« — 1)  Tan- 
genten legen.  Eine  dieser  Tangenten  sei  x und  ihr  Berührungspunkt 
ß.  Die  in  ß auf  t gefillltc  Normale  T ist  eine  Erzeugende  der  nega- 
tiven Fusspunktencurve,  der  durch  P gelegte  Constructionskreis  k, 
welcher  D ß berührt,  fällt  mit  der  Geraden  t zusammen.  Die 
Gerade  r kann  als  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  betrachtet 
werden,  dessen  zweiter  Schnittpunkt  B mit  T demnach  im  Unend- 
lichen liegt ; woraus  erhellt,  dass  T eine  Asymptote  der  Curve  C ist. 
Doch  folgt  dies  auch  daraus,  dass  die  T benachbarte  Erzeugende  T' 
zu  T parallel  ist 


„Die  negative  P’usspuuktencurve  einer  allgemeinen 
Curvc  »tcr  Ordnung  hat  n(;j  — 1)  Asymptoten.  Sic  sind 
die  Normalen  der  Dircctrix  D in  den  Rerüh rnngspuiik- 
ten  der  aus  dem  Pole  an  diese  gelegten  Tangenten.“ 
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Da  die  oueuiilieh  ferue  (jerade  eine  nfacho  Tangcute  von  C ist, 
kt  sic  mit  dieser  Curvc  li«  Pnnktc  gemein  und  in  Folge  des  letzten 
Satze«  weitere  h(«  — 1)  Punkte,  also  im  Ganzen  «(u  + l)  Punkte. 

„Die  negative  Fusspuuktencnrve  einer  allgemeinen 
Curve  «tcr  Ordnung  ist  von  der  «(n-}-l)ten  Ordnung.“ 

5.  Berührt  ein  durch  P gelegter  Kreis  k die  Curve  P)  iloppelt, 
e twa  in  den  Punkten  Aj  und  so  ist  klar,  weil  der  dem  Punkte  /’ 
diametral  gegcnüberliegeude  Punkt  B des  Kreises  k sowohl  der  He- 
rührungspunkt  der  durch  b^  als  auch  der  durch  b^  gehenden  Erzeu- 
fcndcn  der  negativen  Fusspuuktencnrve  ist,  dass  er  ein  Doppelpunkt 
derselben  ist. 

„Die  negative  Fusspuukteucurve  hat  so  viele  Dop- 
pelpunkte als  es  Kreise  k giebt,  welche  durch  den  Pol 
fchen  uud  die  Directri.\  doppelt  berühren,  und  so  viele 
• fache  Punkte  als  es  die  Directrix  «fach  berührende 
Kreise  des  Netzes  P giebt.“') 

Osculirt  der  Kreis  k die  Curve  D im  Punkte  b,  so  durchschnei- 
din  sich  im  Punkte  B drei  unendlich  nahe  Tangenten  der  negativen 
Fasspuuktencurve , welche  den  drei  unendlich  nahen  Punkten  in  /< 
entsprechen.  Der  Punkt  B ist  ein  Rückkehrpuukt  der  Curve  C uud 
bli  die  Rückkehrtangente.  Es  gilt  der  Satz: 

. „Die  negative  Fuss  punkten  curve  hat  so  viele  Itück- 
kehrpunkte  als  die  Directrix  durch  den  Pol  gehende 
Krümmungskreise.“ 

Herr  Prof.  Dr.  Era.  Weyr  hat  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt 
gehenden  Krümmuugskrcisc  rationaler  Curven  in  der  Abhandlung: 
..Ueber  die  Singularitäten  der  zweiten  Ordnung  bei  rationalen  ebenen 
t'urven“  *)  bestimmt;  gestützt  auf  die  Resultate  dieser  Untersuchung 
können  wir  sagen: 

„Die  negative  Fusspunktencurvo  einer  rationalen 
Curve  nter  Ordnung  für  einen  Punkt  der  Ebene  als  Pol 
hat  6(a  — 1)  Rückkohrpunkte.  Für  einen  Punkt  dersel- 
ben als  Pol  3(2n  — .3)  Rückkehrpunkte.“ 

„Die  negative  I’nsspunktencurve  einer  rationalen 
cyklischen  Curve  nter  Ordnung  für  einen  Punkt  der 


1)  Ist  öic  Uircctrix  eine  ratiuiialc  Curve  <iter  Ordnung,  su  ist  die  Ansalil 
dtt  sich  doppelt  berührenden  Kreis«  des  Netzes  P-.  4(ii  — l)(2a  — 3). 

Sitzb.  d.  k.  böbin.  Gcscllseh.  d.  Wissenschaft,  vom  8.  M&rz  1872. 
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Ebene  als  Pol  hat  6(«  — 2),  für  einen  Punkt  derselben  als 
Pol  3(2«  — 5)  Rückkobrpunkte.“ 

6.  Ist  d ein  m facber  Punkt  der  Dircctrix,  so  schneidet  der  durch 
ihn  gehende  Strahl  a von  P die  Dircctrix  iu  ihm  in  w uncudlich 
nahen  aber  nicht  benachbarten  Punkten;  die  auf  u in  d gefällte  Nor- 
male d ist  eine  «(fache  Tangente  der  negativen  Fusspunkteucurvc, 
denn  augeuommen  ä sei  ein  eigentlicher  wfacher  Punkt  der  Curve  /> 
und  Xj  ...  a-m  die  Tangenten  derselben  in  diesem  Punkte,  so  ent- 
spricht nach  Punkt  3.  jeder  Tangente  x ein  besonderer  sie  iu  d be- 
rührender Kreis  A-  des  Netzes  P,  und  jeder  dieser  »«  Kreise  IrifFt  d 
in  einem  zweiten  Punkt  Ji  einem  BerUhmngspunkt  dieser  m fachen 
Tangente. 

„Einem  /«fachen  Punkt  der  Dircctrix  entspricht  eine 
mfacho  Tangente  der  negativen  Fu sspunktoncur vc  und 
zwar  ist  die  letztere  eine  eigentliche  oder  ideelle,  jc- 
nachdem  der  »»fache  Punkt  ein  eigentlicher  oder  isolir- 
tcr  ist.“ 

Fallen  ft  Tangenten  x des  »»fachen  Punktes  d zusammen,  so 
coincidiren  auch  ft  Berührungspunkte  der  m fachen  Tangente  d. 

Einem  jeden  Doppelpunkte  der  Dircctrix  entsj/richt  demnach  eine 
Doppeltangonte  der  negativen  Fusspunktoncurve  und  da  die  Ordnungs- 
zahl der  letztem  Curve  durch  eine  Doppeltaugcnte  um  zwei  vermin- 
dert wird,  ist  auch  der  folgende  Satz  richtig: 

„Die  Ordnungszahl  der  negativen  Fusspunktoncurve 
wird  durch  einen  Doppelpunkt  der  Dircctrix  um  zwei 
vermindert“ 

Eine  rationale  Curve  »tcr  Ordnung  hat  Doppel- 

punkte oder  Doppel-  und  mehrfache  Punkte,  welche  diese  Anzahl  er- 
setzen; die  Ordnungszahl  ihrer  negativen  Fusspunktencurvo  für  einen 
Punkt  der  Ebene  als  Pol  ist  demnach  und  nach  Punkt  4.  von  der 

»(«-j-1)  — 2---  = 2(2»  — l)ten  Ordnung.  Zu  demselben 

Resultat  können  wir  auch  direct  gelangen.  Die  Classenzahl  einer 
rationalen  Curve  »ter  Ordnung  ist  bekanntlich  2(«  — 1),  daher  die 
Anzahl  der  Asymptoten  ihrer  negativen  Fusspunktencurvo  auch  2{» — 1) 
und  da  diese  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  »fachen  Tangente  hat, 
ist  ihre  Ordnungszahl  2»-|-2(n  — 1)  = 2(2» — 1). 

„Die  Ordnungszahl  der  negativen  Fusspunktoncurve 
einer  rationalen  Curve  »ter  Ordnung  ist  2(2»  — ]).“ 
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Der  Satz  in  Punkt  4.  kann  nun  folgend  ausgesprochen  werden: 

„Die  Ordnungszahl  einer  ucgativonFusspnnkteucurvc 
ist  gleich  der  Summe  aus  der  Classenzahl  nnd  der  dop- 
pelten Ordnungszahl  ihrer  Directrix.“ 

Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr,  wenn  der  Pol  P ein  mfachcr  Punkt 
der  Directrix  ist  An  diese  kann  man  aus  P nur  — 2m  von  den 
Tangenten  in  P verschiedene  Tangenten  legen. 

„Die  negative  Fnsspunktcncurve  einer  Curve  «tcr 
Ordnung,  für  einen  mfachen  Punkt  derselben  als  Pol  ist 
von  der  (N — 2m)ten  Ordnung,  wobei  N die  Summe  aus  der 
Classenzahl  und  der  doppelten  Ordnungszahl  der  Direc- 
trix ist“ 

7.  Den  zwei  unendlich  nahen  Tangenten,  welche  sich  in  einem 
Punkt  fj  der  Directrix  durcbschneidcn , entsprechen  die  zwei  benach- 
barten den  Berührungspunkt  B der  Erzeugenden  t der  negativen 
Fusspnnktcncurve  constituirenden  Punkto;  in  derselben  Weise  ent- 
sprechen den  drei  unendlich  nahen  in  einem  llttckkehrpunktc  x der 
Directrix  sich  treffenden  Tangenten  drei  unendlich  nahe  im  Bcrüli- 
rnngsponkto  B der  x zugeordnetcu  Erzeugenden  der  Curve  C coiuci- 
direndo  Punkte,  sie  bilden  einen  Inflexionspunkt  der  negativen  Fuss- 
punktencurve. 

„Einem  Rückkehrpunkt  der  Directrix  entspricht  eine 
Infloxionstangente  der  negativen  Fnsspunktcncurve.“ 

Eine  Infleiionstangente  vermindert  die  Ordnungszahl  einer  £n- 
veloppe  um  Drei  und  wir  können  daher  sagen: 

„Ein  Rückehrpunkt  der  Directrix  vermindert  die 
Ordnungszahl  der  negativen  Fusspunktencurve  um  Drei.“ 

Dieser  Satz  steht  in  vollkommener  Ueberoinstimmung  mit  dom 
in  Punkt  4.  bewiesenen  Satz,  dass  die  Ordnungszahl  einer  negativen 
Fusspnnktencurvc  gleich  der  Summe  aus  der  doppelten  Ordnungszahl 
und  der  Classenzahl  der  Directrix  ist,  da  durch  einen  Rückkehrpunkt 
die  Classenzahl  einer  Curve  um  Drei  vermindert  wird. 

Wien,  den  13.  März  1879. 
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XV. 

Negative  Fusspunktciirven  Her  Kegelschnitte. 


Voll 

Adolf  Ameseder. 


Die  vorliegciule  Abliaiulluiig  hat  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  eiu- 
faeli  sich  die  Untersuchung  der  negativen  Fussimnktcurven  der  Kegel- 
schnitte gestalU-t,  wenn  man  die  Neuere  Geometrie  zu  Hülfe  nimmt. 

Die  genannten  Curven  wurden  unseres  Wissens  synthetisch  noch 
gar  nicht  uud  analytisch  nur  in  dem  Werke:  „Analytische  Geometrie 
der  höheren  ebenen  Curven“  vou  Salmou  d.  b.  v.  Fiedler,  als  Bei- 
spiele der  Enveloppen  behandelt '). 

I. 

„Die  negative  Fusspuuktcurve  eines  Kegelschnittes, 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  als  Pol,  ist  eine 
Curvc  vierter  Classe,  sechster  Ordnung.  Sie  hat  die 
unendlich  ferne  Gerade  und  die  Verbindungslinien  des 
Poles  mit  den  imaginären  Kreispunkteu  zu  Doppoltan- 
genten-, ferner  vier  Doppelpunkte  und  sechs  Rückkehr- 
punkte.“ 

Ein  Strahlenbüschel  p schneidet  einen  Kegelschuitt  T in  Punkten 
eiuer  Punktinvolution  J.  Fällt  man  in  diesen  Punkten  Senkrechte 

I)  Krst  nachdem  die  Abhandlung:  „Theorie  d.  negiit.  FusspmiktcurTen-“ 
(siehe  d.  Vorige)  dem  Drucke  öhcrgebcii  war,  haben  wir  bemerkt,  dass 
einige  der  dort  citirten  Sätze  sich  bereits  in  dem  genannten  Werke  vou  Salmon- 
Fiedlcr  vorfinden. 
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auf  dii'  ilmcii  zugebürigcu  Strahleu  f von  />,  so  scliuciden  sieb  diese 
liaarflciso  in  Punkten,  wclcbe  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  eine 
/ur  lovolution  J projectivisebe  Punktreibc  x constituireu. 

Das  Erzenguiss  beider  Puuktgebilde  ist  die  negative  Fusspunkt- 
tune  des  Kegelschnittes  7’,  für  den  Punkt  p als  Pol.  Sic  ist  nach 
(1.  A.  Art.  1.)  ’)  eine  Curvc  vierter  Classc,  sechster  Ordnung,  da  sic 
(las  Erzeuguiss  einer  Punktreibe  und  einer  dieser  projectiviseben  Puukt- 
iuvolation  auf  einem  Kegelschnitte  ist. 

Der  Schein  x der  erzeugenden  unendlich  fernen  Punktreibc  x 
ia  p und  das  Strahlenbüschcl  5 bilden  eine  rechtwinklige  Strablcii- 
iuYolution.  Die  Doppclstrahlen  derselben  gehen  durch  die  imaginären 
Kreispunkte,  sie  sind  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  nach  (I.  A. 
.in.  1.)  die  drei  Doppeltaugenten  der  Curve. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  die  Cuno  in  reellen  oder 
imaginären  Punkten,  jcnachdem  der  Kegelschnitt  T eine  II}’pcrbel 
der  Ellipse  ist.  Die  Berührungspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
in  p auf  die  Asyraptotcnrichtnngen  von  T gefällten  Senkrechten  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden,  also  die  den  unendlich  fernen  Punkten 
ron  T bezüglich  der  imaginären  Kreispunkte  harmonisch  coujugirteii 
Punkte. 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  diese  ist 
daher  nach  (I.  A.  Art.  12.)*)  eine  Inilexionstaugente  ihrer  negativen 
Fnsspunktcurve.  Der  Inflexionspunkt  ist  der  dem  unendlich  fernen 
ParabeLschcitel  bezüglich  der  imaginären  Kreispuukte  harmonisch 
conjugirtc  Punkt,  also  der  Schnitti)unkt  der  Parabeldirectrix  mit  der 
uncndüch  fernen  Geraden.  P'ür  die  negative  Fusspunktcurve  der  Pa- 
rabel gilt  demnach  der  folgende  Satz: 

„Die  negative  Fusspunktcurve  der  Parabel,  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  als  Pol,  ist  eine  Curvc  vier- 
ter Classe,  fünfter  Ordnung,  mit  vier  Uückkohrpunkten. 
Sic  hat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Inflexionstan- 
gente  und  berührt  dieselbe  im  unendlich  fernen  Punkt 
der  Parabeldirectrix.“ 

Diejenigen  Sätze,  welche  sich  als  specielle  Fälle  der  in  der  vo- 
rigen Abhandlung:  „Theorie  der  negativen  Fusspunktcui-ven“  citirtcu 

1)  Siehe  Art.  1.  in:  „Bemerkungen  über  dns  Erzeugniss  eines  Strnhlcn- 
oslems  u.  c.  Strahlen-Invulation  2ten  Grades“  (in  d.  Zeitschrift),  od.  „Ueber 
Conen  vierter  Ordnung  mit  .3  Dopjielimnkten“,  Sitzber.  d.  k.  Ak.idcniie  d. 
'ViiH-nseh.  in  Wien  IST'J.  Jäiinerlicft. 

2)  Siehe  „Ueber  Curven  vierter  Ordnung  etc.“  Art.  12.  S.  24. 
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Sät/e  ergebeu,  erwähncu  wir  nicht  besonders,  sondern  verweisen  auf 
dio  geiiannto  Arbeit. 


II. 

„I)ic  uogativo  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnittes, 
für  den  Mittelpunkt  als  Pol,  ist  eine  Cnrvo  vierter  Classe, 
sechster  Ordnung,  welche  dio  unendlich  ferne  Gerade  znr 
Üoppcl-Rückkchrtangento  hat.“ 

Die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  Polare  des  Mittelpunktes  ;• 
bezüglich  des  Kegelschnittes  T,  also  in  diesem  Falle  dio  Polare  der 
ihr  gegenüberliegenden  Ecke  des  Doppeltangentcn-Drciscites.  Daher 
sind  dio  Berührungspunkte  derselben  Rückkehrpunkte  *). 

Dies  steht  auch  mit  der  Tatsache  in  Uebereinstimniung,  dass 
weil  im  vorliegenden  Falle  die  aus  p au  T gelegten  Tangenten  die 
Asymptoten  dieses  Kegelschnittes  sind,  die  Asymptoten  der  Fusspnukt- 
curvo  (siehe  „Theorie  d.  negat.  Fusspuuktcurveu“)  mit  der  uneudlicli 
fernen  Geraden  coincidiren.  Dio  Rückkehrpunkte  sind  die  den  un- 
endlich fernen  Punkten  des  Kegelschnittes  bezüglich  der  imaginärcu 
Kreispnnkte  harmonisch  conjugirteu  Punkte. 

„Dio  negative  Fusspuuktcurve  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel, für  den  Mittelpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curvc  vier- 
ter Classe,  sechster  Ordnung.  Sie  hat  die  nach  den  ima- 
ginären Kreispunkten  gerichteten  Durchmesser  der  Hy- 
perbel und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Doppel-Kück- 
kohrtangenten.“ 

Die  imaginären  Kreispuukto  trennen  die  unendlich  fernen  Punkte 
ilcr  gleichseitigen  Hyperbel  harmonisch  und  es  ist  daher  das  Doppel- 
tangonten-Dreiseit  bezüglich  T sich  selbst  conjugirt 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
demnach  die  Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Doppeltangcntc. 

„Die  behandelte  Curvo  hat  zwei  eigentliche  reelle 
Doppelpunkte.  Diese  liegen  auf  der  Nobeua.ve  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  und  zwar  in  der  Entfernung  der  dop- 
pelten linearen  Exccntricität  symmetrisch  gegen  den 


1)  Siehe  „lieber  ratioiiolc  Curvcii  vierter  Ordnung,  deren  Doppel piinkl»- 
tangeuten  zum  Theil  oder  ganz  in  Inilc.xionstangcntcn  Obergehen.“  Art.  1- 
Sitzb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissenseh.  in  Wien.  M&rzheft  1879. 

2)  Dieselbe  Abhandlung.  Art.  4. 
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Mittelpunkt.  Die  Doppelpnnktstangontcn  bilden  beider- 
seits mit  der  Nebenaxe  Winkel  von  30®.“ 

Ans  dem  fOr  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  einer  negativen  Fnss- 
pnnktcnrve  ntcr  Classe  aufgestellten  Satze  in  der  Abhandlung  „Theorie 
d.  neg.  Fussp.“  folgt,  dass  dio  behandelte  Curve  zwei  reelle  Doppel- 
punkte hat.  Ueber  die  Bestimmung  der  Lage  der  die  Doppelpunkte 
iixirendon  Kreise  siehe  „Zur  Theorie  der  Fusspunktcun  en  der  Kegel- 
schnitte“ Art.  IV.  .,Dic  Lemniskate“  (s.  p.  1.58). 

111. 

„Die  negative  Fusspuuktcurvc  eines  Kegelschnittes, 
für  den  Brennpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curve  vierter  Classe, 
vierter  Ordnung,  mit  einem  eigentlichen,  auf  der  grossen 
Axe  gelegenen  Doppel  pnnkt.  Sie  hat  die  unendlich  ferne 
Gerade  zur  Doppeltangento  und  die  Verbindungslinien 
des  Poles  mit  den  imaginären  Kreis  punkten  zu  In  fl  ex  ions- 
tangenten.“ 

Zwei  Seiten  des  Doppeltangcntcn-Dreiseitcs,  nämlich  die  aus  dem 
Brennpunkte  p nach  den  imaginären  Kreispunkten  gerichteten  Strah- 
len sind  Tangenten  des  Trägcrkegclschnittes  und  daher  Inflexions* 
tangenten  der  negativen  Fusspuuktcurvc.  Die  Curve  ist  daher  von 
der  vierten  Ordnung  (I.  A.  Art.  12). 

Durch  den  Brennpunkt  p geht  nur  ein  T doppelt  berührender 
Kreis,  sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  Hauptaxe  von  T ist  der 
reelle  Doppelpunkt  der  behandelten  Curve.  Es  ist  auch  leicht  ein- 
zusehen, dass  die  Doppelpunktstangenten  mit  der  genannten  Axo 
gleiche  Winkel  bilden. 

„Die  negative  Fusspunktcur ve  der  Parabel,  für  den 
Brennpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curve  vierter  Classe,  drit- 
ter Ordnung,  mit  einem  eigentlichen,  auf  der  Axe  gele- 
genen Doppelpunkt.  Sie  hat  die  aus  den  imaginären 
Kreispunkten  an  dieParabel  gelegten  Tangenten  und  die 
unendlich  ferne  Gerade,  welche  sie  im  Schnittpunkt  mit 
der  Parabeldirectrix  berührt,  zu  Inflexionstangenten.“ 

Da  dio  Parabel  dem  Doppeltangenten-Dreiseit  eingeschrieben  ist, 
ist  mit  Hülfe  des  diesbezüglichen  reciproken  Satzes  in  (I.  A.  Art  12.) 
die  Richtigkeit  des  obigen  leicht  nacbznwcisen. 

IV. 

„Die  negative  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnittes, 
für  einen  Punkt  desselben  alsPol,  ist  eineCurve  dritter 
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(’lassp,  vierter  Ordnung,  mit  drei  Rilekkehrpunkten.  Sie 
liat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltangente.“ 

Liegt  der  Pol  p auf  dem  Trägerkegelschuitt,  so  zerriillt  nach 
(I.  A.  Art.  11.)  das  Eiv-eugniss  der  beiden  Punktgebilde  in  den  Punkt 
p und  eine  Curve  dritter  Classe.  Sieht  inan  von  p als  Bestandteil 
der  Curve  ab,  so  erscheint  der  aufgesU'llte  Satz  gerechtfertigt. 

Aus  dem  für  die  RUckkehrpnnkte  geltenden  Satz  in  „Theorie 
d.  lieg.  Fnssp.“  folgt,  das.s  die  behandelte  Curve  drei  Kückkehrpiinkte 
bat.  Diese  entsprechen  jenen  Krüinniungskreisen.  welche  T in  einem 
von  p verschiedenen  Punkte  osculireu.  Eine  Ausnahme  findet  dann 
st.itt,  wenn  p ein  Scheitel  des  Kegelschnittes  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  existiren  nur  zwei  Krümniungskreise  der  bezeichneten  Art. 
Der  dem  Punkto  p des  Krümmuugskreises  im  Scheitel  diametral 
gegenüberliegende  Punkt  ist  auch  ein  Rückkelirpuukt  der  Fusspunkt- 
curve,  da  sich  in  ihm  auch  drei  iiiiendlich  nabe  Tangenten  derselben 
durchsebneiden. 

„Die  negative  Fusspunktcurve  der  Parabel,  für  einen 
Punkt  derselben  als  Pol,  ist  eine  Curve  dritter  Classe, 
dritter  Ordnung,  mit  einem  ROckkelirpunkt.  Sie  hat  ilie 
unendlich  ferne  Gerade  zur  Inflexionstangeute  und  be- 
rührt dieselbe  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Parabel- 
dircctrix.“ 

Ist  der  Trägerkegelschnitt  eine  Parabel,  so  Ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  luflcxionstangentc  ihrer  negativen  Fusspunktcurve.  Durch 
diese  wird  die  Ordnungszahl  um  Eins,  die  .\nzahl  der  Rückkehrpuiikte 
um  Zwei  vermindert. 


V. 

„Die  negative  Fusspunktcurve  eines  Kreises,  für  einen  Punkt  p 
der  Ebene  als  Pol,  ist  der  dem  Kreise  eingeschriebene  Kegelschnitt, 
welcher  p zum  Brennpunkt  hat.“ 

Die  imaginären  Kroispunkte  sind  Ecken  des  Doppeltangentcn- 
Dreiseites,  sie  liegen  im  behandelten  Falle  auf  dom  Trägerkegel- 
schnitt und  das  Erzeugniss  der  Punktgebilde  *)  besteht  daher  aus  den 
imaginären  Kreispunkten  und  einem  den  Kreis  T doppelt  berührenden 


1)  Der  frciindlielic  Leser  wird  ersucht  auf  Seite  23  (Zeile  12  von  oben) 
der  Abhnndinng  „üeber  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten“ 
statt  — „weleber  dem  Dreiecke  umschrieben  ist“  — „welcher 

Zweiecke  umschrieben  ist“  — iu  lesen. 
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KegelscliDitt , welcher  p zum  Breunpunkt  hat.  Sielit  man  von  den 
iinaginärcu  Kroispunkten  ab,  so  ist  obiger  Satz  nachgewieseu.  Die 
Jorch  die  Berührungspunkte  der  aus  p an  den  Kreis  gelegten  Taii- 
geiiten  gehenden  Erzeugenden  sind  die  Asyini)toten  des  KcgelsehnitU's. 
Dieser  ist  eine  Ellipse,  wenn  p innerhalb,  eine  Hyperbel,  wenn  p 
ansserbalb  des  Kreises  liegt. 

Der  über  der  Verbindungslinie  (rp  eines  beliebigen  Punktes  (r 
der  Ebene  mit  p als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  schneidet  den 
Trägerkreis  T nur  in  zwei  von  den  imaginären  unendlich  fernen  ver- 
.sdiiedenen  Punkten.  Daraus  folgt  w ieder,  dass  man  aus  jedem  Punkte 
G nur  zwei  Tangenten  an  die  bcbandelto  Curve  b'gen  kann. 

Ist  p ein  Punkt  des  Kreises  7',  so  besteht  das  Erzeugniss  der 
Puuktgebilde  ans  vier  Punkten,  welche  auf  T liegen,  den  imaginären 
Kreispiinkten , dem  Punkte  ;>  und  dem  ihm  diametral  gegenülier 
liegenden. 


VT. 

„Die  negative  Fnsspunktencurve  einer  Geraden  T,  für  einen 
beliebigen  Punkt  p der  Ebene  als  Pol,  ist  eine  Parabel,  welche  den 
Pol  zum  Brennpunkt  und  die  Gerade  zur  Scheiteltangente  hat.“ 

Dieser  Satz  folgt  direct  aus  den  letzten  Betrachtnugen.  Da  man 
die  Gerade  7’  im  V'erein  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  einen 
Kreis  vom  unendlich  grossen  Radius  betrachten  kann  ’). 

Um  den  Berührungspunkt  B der  Parabel  C mit  einer  Erzeugen- 
den t zu  bestimmen,  construiro  man  den  Kreis  k,  welcher  7' in  />  = (/7j 
berührt  und  durch  p geht.  Sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  t ist  der 
gesuchte  Berührungspunkt. 

Der  dem  Punkte  />  diametral  gegenüber  liegende  Punkt  l von  k, 
also  der  Schnittpunkt  der  in  />  auf  7’  gcfiUlten  Senkrechten  mit  k, 
bildet  mit  p,  h und  li  ein  Rechteck. 

Es  ist  klar,  dass  weil  U>  = 'Jm/>  ist,  (m  ist  eben  der  Halbirungs- 
punkt  der  Strecke  /A),  der  Punkt  / l)ci  der  Bewegung  des  Punktes  /> 
auf  T eine  Parabel  C beschreibt,  welche  p zum  Scheitel  und  einen 
halb  so  grossen  Parameter  als  C hat. 

Die  Normale  n = Bl  im  Punkte  B der  Parabel  C umhüllt  die 


1)  Der  Coinplcx  beider  Geraden  ist  ein  durch  die  imagin&rcn  Kreispunkte 
gehender  Kegelschnitt. 
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Evolute  derselben ; welche,  da  » senkrecht  auf  i'  ist,  (/’  = pl),  die 
negative  Fusspnnktcurve  der  Parabel  C für  den  Punkt  p ist. 

Daraus  flieset  der  Satz: 

. „Die  negative  Fusspnnktcurve  einer  Parabel,  für  den 
Scheitel  als  Pol,  ist  die  Neil’ sc  he  Parabel  jener  Parabel, 
welche  den  Pol  zum  Brennpunkt  und  einen  doppelt  so 
grossen  Parameter  als  die  gegebene  Parabel  hat.  Die 
Neil’sche  Parabel  ist  daher  eine  Cune  dritter  Ordnung,  dritter  Classo, 
welche  den  Krümmuugsmittelpunkt  der  zweiten  Parabel  im  Scheitel 
zum  Rückkehrpnnkt  hat.  Sie  hat  die  unendlich  ferne  Gerade  znr 
Inflexionstangente  und  berührt  sie  im  unendlich  fernen  Punkt  der 
Geraden  7'.“ 

Wien,  den  26.  Mai  1S79. 
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XVI. 

Astroideii. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


1. 

„Die  Astroido  eines  Kegelschnittes  ist  eine  Curve. 
vierter  Classe,  sechster  Ordnung,  welche  zwei  conju- 
girtc  Durchmesser  des  Kegelschnittes  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  zu  Doi>i)cl-Uückkchrtaiigentcn  hat.“ 

Eine  Punktreihe  und  eine  ihr  projectivischo  Punkt-Involution  auf 
f'iiiom  Kegelschnitte  erzeugen  eine  allgemeine  Curve  vierter  Classe, 
sechster  Ordnung ').  (I.  A.  -Art.  I.). 

Ist  nun  der  Scheitel  des  Scheines  der  erzeugenden  Pnnkt- 
Involutiou  ./,  der  Mittelpunkt  dos  Trägerkegelschnittes  T,  und  bildet 
ilas  Strahlcubüschel  mit  dem  Scheine  d..,  der  unendlich  fernen  er- 
zeugenden Punktreihe  auf  irgend  einer  Tangente  /,  dos  Kegel- 
schnittes 7’,  eine  symmetrische  Punkt-Involution,  welche  den  Berüh- 
nmgspunkt  h der  Tangente  zu  einem  Doppelpunkt  hat;  so  erhält 
mau  als  Erzeugniss  der  Punktgehilde  J und  z7.|  eine  besondere  Curve 
vierter  Classe,  sechster  Ordnung.  Wir  nennen  diese  Curve  wegen 
ihrer  nahen  Beziehung  zum  Trägerkegelschnitt  und  ihrer  Verwandt- 
schaft zur  orthogonalen  Astroide  (sie  ist  die  centrale  Projection  der- 
selben), die  Astroide  des  Kegelschnittes  T. 


1)  Siclie:  „Ueber  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten“  Art.  l. 
Sitil).  0.  k.  Akademie  d.  VVissen.scb.  Wien,  Jnnunrlieft  1879.  od.  „Bemerkun- 
gen Ober  das  Erzeugniss  eine.«  Strablensvstems  und  einer  Stralilen-Tnvnlutiou 
äten  Grades“  in  dieser  Zeitsebrift.  1879. 

T«U  LIIV.  12 
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Vor  Allem  ist  klar,  dass  diese  Ciirvc  die  unoudlich  tVrue  Gerade 
zur  Po)))iclfangeute  hat  (I.  A.  Art.  1.  u.  2.);  sic  hat  aber  auch  die 
r)o|)i)elstrahlcn  der  Strahleii-Involutiou  d,, . welche  wie  aus  dem 
Gesagten  erhellt  coujngirte  Durchmesser  des  Kegelschniltos  sind  zu 
l)oii]iolfangenten.  Die  eine  ist  parallel  zu  t,  die  andere  geht  durch  i. 

Das  Doppeltangenten-Dreiseit  ist  demnach  bezüglich  T sich  selbst 
coujugirt,  und  daher' sind  die  Ik'rührnngsjninkte  der  Doi>peltangeutcn 
Itückkehrpunkte 

Sind  Pa,  p,  die  nnendlich  fernen  Punkte  der  Düpi)eltaugeuteii 
so  siud  die  den  Schnittpunkten  f/,  fj'  des  Kegelschnittes  T 
mit  der  unendlichen  fernen  Geraden  bezüglich  p,.  p.  harmonisch  coii- 
jngirteu  Punkte  f, , die  Bertthrungspunktc  diw  unendlich  ferneu 
Do))peltangente. 

Sie  sind  reell,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  eiue  eigentliche 
Doppeltaugente,  wenn  7’  eine  Hyperbel  ist , hingegen  imaginär,  wcim 
T eine  Ellipse  ist. 

„Die  Berührungspunkte  der  im  Endlichen  liegenden 
Dopiieltangenten  der  Astroide  liegen  zu  verschiedenen 
Seiten  ihres  Mittelpunktes  in  gleichen  Abständen.  Die 
Länge  des  Abstandes  ist  gleich  der  Länge  des  mit  der 
beteffenden  Doppeltaugente  zusammen  fallenden  Durch- 
messers des  Trägerkegelschnittes.“ -) 

Um  einen  Berührungspunkt  y,  der  Dopjieltangcntc  zfj  zu  con- 
strniren,  verbinde  man  den  einen  Schnittpunkt  y, ' von  und  V 
mit  p,  und  bestimme  den  Schnittinmkt  L dieser  V'crhindungslinie  mit 
P^Sj.  Die  Gerade  /.f,'  trift't  in  dem  gewünschten  Punkte  y,.  Die 
Punktreihen  p,Pit,'f]  und  VtyxYiPn  Hegen  gegen  L perspectivisch, 
es  ist  daher: 

1)  Siebe:  ,1’eber  nitiomile  Uiirveii  vierter  Urdmiiig,  deren  l)üp|>cl|ninkts- 
tiingenten  zum  Teil  oder  ganz  in  In(icxioiistmi:;cnteii  übergeben.'^  Art.  4. 
Sitzb.  der  k.  Aknilemie  d.  Wissenseh.  Wien.  Mürzbeft  1879.  Die  Astroklen 
Kcbüicn  zn  den,  den  in  Art.  4 dieser  Abbnndlung  behandelten  reciprokm 
Cnrvcn.  Aus  clen  ilort  eiiirlen  Sätzen  folgt  n.  A.  dass  die  .\stroiden  eentri- 
.sehc  Cnrvcn  sind,  etc. 

a)  Dieser  Satz  gilt  für  jede  C'nrve  vierter  Classe,  scehster  Ordnung,  welche 
die  nncndlieb  ferne  Gerade  zur  Do|>pcllangento  bat.  Und  zwar  für  jenen 
TrSgerkegelsehnitt,  weleber  die  Uigensebaft  bat,  dass  die  erzeugende  Punklrcihe 
auf  der  nncndlieb  fernen  Geraden  mit  jener  Pnnktreibe  involntoriseh  liegt, 
welebc  von  der,  der  erzeugenden  Piinkt-Involntion  zugehörigen  Tangenten-Ia- 
volntion  auf  der  nncndlieb  fernen  Geraden  gebildet  wird. 
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und  da im  Unendlicheu  liegt,  ist  = j-,y;  womit  der  aut'gestellte 
Satz  naobgewiesen  ist. 


..Das  zwischen  den  zwei  Doppcltangeiiten  z/j,  ge- 
legene Stück  irgend  einer  Tangente  der  Astroide,  ist 
gleich  der  Lange  des  ihr  parallelen  Durchmessers  des 
Trägerkegelschnittes.  Ks  wird  durch  den,  der  Tan- 
gente zngeordneten  Schnittpunkt  mit  T halbirt.“ 

Diese  Eigenschaft  der  Curve  Hiesst  aus  der  Construction. 

Der  Strahl  g,  des  Scheines  dj  der  unendlich  fernen  erzeugenden 
Punktreihe  giebt  die  Lage  eines  Punktes  a-,  derselben  an. 

Er  trifft  t in  einem  Punkte  m';  der  diesem  bezüglich  h symme- 
trisch gegenüber  liegende  Punkt  w,  mit  p;,  verbunden,  liefert  jenen 
Strahl  a-,  von  welcher  auf  T die  s',  entsprechenden  Punkte  a-,', 
z,"  bestimmt. 

Die,  durch  diese  Punkte  zu  g,  gezogenen  Parallelen,  sind  zwei 
firzeugeude  df,',  der  behandelten  Curve.  Fassen  wir  d/,'  nilher 
ins  Auge.  Sie  trifft  z/,  in  dem  Punkte  ß,  welcher  mit  p,  dem  «/ 
zunächst  liegenden  Schnittpunkt  von  j,  und  T verbunden,  eine  zu  ;<•, 
larallele  flcrade,  also  eine  P’rzeugeude  von  C/’  liefert.  Denn  zieht 
man  durch  r/  die  Gerade  s parallel  zu  t,  so  trifft  diese  7’  in  einem 
Punkte  u,  welcher  auch  auf  liegt,  also  mit  dem  früher  so  be- 
zoichneten  Punkte  identisch  ist. 


Daraus  folgt  nun,  dass  das  Viereck  p^r/ßp  ein  Parallelogramm 
i.st.  dass  demnach 


nnd 


z-,'  # ßnP 


Bczciihuet  man  den  Schnittpunkt  von  Af,'  und  mit  « und  den 
(*  diametral  gegenüber  liegenden  von  T mit  p',  so  ist  auch 


und  daher 

was  zu  beweisen  war. 


p'p:t 

f<ß  # ftf*'; 


Man  kann  demnach  die  Astroide  auch  definiren,  als  Envcloppe 
aller  Geraden,  deren  zwischen  zwei  festen  sich  schnei- 
denden Geraden  gelegenes  Stück  gleich  ist  dem  ilem- 

12* 
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selben  iiarallelen  Durchmesser  irgend  eines  ccntrisclien 
Kegelschnittes  der  Ebene. 

II. 

In  jedem  Punkte  einer  Doppeltangente  durchschneiden  sich  zwei 
Erzeugende,  so  in  dem  Punkte  ß der  Dop]>eltangente  die  Geraden 
aß  und  itß.  Rückt  a-/,  mithin  nucli  /a  unendlich  nahe  an  A,  so 
durchschneiden  sich  in  dem  dieser  l4ige  entsprechenden  Punkte 
drei  unendlich  nahe  Tangenten;  woraus  man  wieder  schlicssen  kann, 
dass  die  Curve  sechs  auf  den  Doppeltaugenten  liegende  Kftckhehr- 
imukte  hat.  Für  die  llerühruugspunkte  der  Doppeltaugenten  J,.  d, 
ergioht  sich  auch  die  bereits  nachgewiesene  Eigenschaft,  dass  weil 

•'•i'/*  ” P;if* 

auch 

P:-ß«  “ 

ist. 

Ist  T eine  Ellipse  und  4'  einer  der  Schnitti»unkte  der  Doppel- 
taugente  z/j  mit  T,  so  hat  die  zu  /<//  i)arallcle  Tangente  y des  Kegel- 
schnittes offenbar  die  Eigenschaft,  dass  ihr  zwischen  den  Doppel- 
taugeuten  gelegenes  Stück  der  1/ilngc  nach  gleich  ist  dem  ihin 

parallelen  Durchmesser  von  7'.  Sie  ist  eine  /'  und  gemeinschaft- 
liche Tangente  und  nach  (1.  A.  Art.  iJ.)  ist  auch  ihr  llerühruugspniikt 
mit  /’,  der  Derührungsimnkt  von  fV’  mit  T. 

„Die  Ellipse  lierührt  demnach  die  Astroide  in  vier 
reellen  Punkten,  deren  Tangenten  parallel  sind  den 
Seiten  des  von  den  vier  reellen  Si>itzen  der  Astroide 
gebildeten  Pa ra  1 1 el o g ra m m e s.“ 

Ist  /’  eine  Hyperbel  und  />  reell,  so  ist  />'  imaginär,  woraus 
folgt,  dass  die  Hyperbel  die  ihr  zugehörige  .\stroi<le  in 
vier  imaginären  Punkten  berührt. 

Die  Asymptoten  «,  «'  eines  Kegelschnittes  werden  durch  jedes 
Paar  conjugirter  Durchmesser  harmonisch  getrennt-,  sie  sind  demnach 
entsprechende  Strahlen  der  Strahleu-lnvolutiou  j:,  r und  ihre  uuend- 
lich  fernen  Punkte,  also  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Kegel- 
schnittes /'  einantler  entsprechende  Punkte  der  erzeugenden  Reihe 
und  des  Schnittes  j:'  von  j-  mit  der  unendlich  fernen  Geraden. 


Den  Schnittpuiditen  \on  7'  und  als  Punkten  der  Reihe  y', 
entsprechen  in  der  Reihe  "“ch  (I.  A.  Art.  2.)  die  llerührungs- 
[lunktc  des  Trägers  dieser  Reihen  mit  f 4*^-,  es  gilt  daher  der  Satz: 
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„Dip  Aslroidc  eines  Kcgelseh  nittes,  berührt  die  un- 
endlich ferne  Gerade  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem 
Kegelschnitte.  Die  Berührungspunkte  sind  Rückkehr- 
puuktc  und  reell,  wenn  7’  eine  Hyperbel,  imaginär,  wenn 
T eine  Ellipse  ist.*' 

Ist  T ein  Kreis,  so  stehen  auf  einander  sonkreiht,  und 

da  alle  Durchmesser  des  Kreises  einander  gleich  sind,  ist  auch  das 
zwischen  gelegene  Stück  der  Erzeugenden  constant. 

Es  ist  leicht  aus  den  Eigenschaften  der  allgcmeiueii  Astroide  die 
der  orthogonalen  abzuleiteu.  Bemerkenswert  ist  jedenfalls  die  Eigen- 
schaft der  orthogonalen  Astroide,  dass  sie  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade in  den  imaginären  Kreispunkten  berührt  und  diese  Punkte  zu 
Spitzen  Lat. 

Wien,  29.  Mai  1879. 
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XVll. 

Untorsuehiinp  oinor  hclielnpoii  Ciirve  und  eines 
ihr  /ugeliörigon  Kriinnmingskreises  in  Bctreft’ 
des  gegensedtigen  Verhaltens  an  der  Stelle 
der  Osculation. 

Von 

Mack. 


Ist  auf  irgend  einer  Cnrve  zweiten  Grades  ein  Punkt  .1  in  be- 
liebiger Lage  — nur  nicht  an  der  Stelle  eines  Scheitels  — gedaebt. 
so  tindet  die  Angabe  süitt,  dass  der  zu  A gehörige  Krüminungskreis 
an  der  Stelle  .1  selbst  jene  Linie  durchschneide.  Angesichts  dieses 
allgemein  bekannten  Satzes  drängt  sich  die  Frage  auf,  was  für  die 
Curven  überhaupt  in  entsprechender  Beziehung  zu  sagen  sei.  Zu 
strenger  Beantwortung  derselben  einfachste  Mittel  zu  zeigen  und  eine 
doch  wohl  erhebliche  Frucht  ihrer  Anwendung  zu  bieten  ist  der  Zweck 
gegenwärtiger  Arbeit.  Dieselbe  war  nach  kurzer  Ueberlegung  zuiiick- 
zubringen  auf  die  Auflösung  und  Erörterung  der  so  zu  fassenden 


A u f g a b e. 


Es  sei  irgend  ein  Curvenbogeii  d/A’ gegeben  mit  ste- 
tigem Verlaufe  zwischen  d/  und  N.  Für  einen  beliebig 
bestimmten  Punkt  A desselben  sei  angenommen,  dass 
der  zugehörige  Krüminungskrcis  ein  eigentlicher  Kreis 
sei,  weder  in  einen  Punkt  noch  in  eine  Gerade  ausgeartet. 
Mau  soll  das  gegenseitige  Verhalten  des  Kreises  und  des 
C'urvcnbogens  an  der  Stelle  A genauer  bestimmen. 


7oH  K»/  { 
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Auflösung. 

Die  Aufgabe  wird  dadurch  zu  erledigen  sein,  dass  man  suwcdd 
die  Tangente  als  die  Normale  an  A bei/.ichl,  daun  auf  der  einen  und 
der  andern  Seite  der  Normale  je  eine  mit  ihr  parallele  Gerade  ein- 
führt, welche  den  Gurveuhogen,  deu  Kreisbogen  und  die  Tangente 
der  Reihe  nach  in  Punkten  Q,  If,  T schneidet.  Die  Untersuchung 
der  gegenseitigen  Lage  solcher  drei,  dem  Punkt  .1  gehörig  genäherten 
Punkte  wird  zum  Ziele  führen. 

Pis  werden  nun  durch  den  Punkt  -f  .selbst  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Uoordinatenaxeu  geführt,  die  eine,  .lA',  mit  der  Tangente  des 
Punkts  A zusammcnfalleud,  die  andere,  AV,  mit  der  Normale.  Als 
positiver  Zweig  der  Axe  A 1' wt‘rde  derjenige  he.stimmt,  welcher  auf 
derselben  Seite  der  Tangente  liegt  wie  der  Krümmungskreis.  Auf 
dieser  Seite  also  mü.ssen  aueli  die  zwei  von  A aus  zunächst  nach 
rechts  und  links  gellenden  Uiirvenstückchen  sich  befinden,  uud  es 
müssen  die  Ordinaten  der  dem  Punkt  .1  nächst  liegenden  Uurven- 
piuktc  alle  positiv  sein,  sowie  die  Ordinate  des  Krümmungsmittelpurkts 
and  die  Ordinaten  aller  Periplieriepunkte  des  Krümmungskreiscs. 

Während  unter  x der  Abscissenwert  eines  beliebigen,  unzweideutig 
iKStimrateu  Punkts  J‘  des  C'urveubogens  MX  verstanden  wird,  sei 
immer  <pz  der  Ausdruck  für  den  zugehörigen  Ordinatenwert.  also  (px 
eine  bestimmte  reelle  Function  von  x. 

Will  mau  für  solchen  Punkt  U deu  zugehörigen  Krümmungskreis 
ermitteln,  sind  mit  «,  ß die  Coordiuateu werte  seines  Mittelpunkts 
und  mit  g sein  Halbmes.ser  bezeichnet:  so  dienen  bekanntlich  zu 
diesc'm  Zwecke  die  drei  Gleichungen: 

1 ) (x  — a)--}-  (ifijr  — ßy  = Q- 
•2)  (x  -a)-y(<fx  — ß)tpx'  “ <J 
d)  (>Pz 0. 


Ans  diesen  erhält  mau 

4) 

r.)  o = X — ^ 1 1 -f i 

<Px 

!i+(v/)=|5 

Für  diese  drei  Angaben,  damit  sic  brauchbar  seien,  ist  erforderlich, 
dass  für  den  eiuzuführeudeu  Wert  des  x alle  die  drei  zugehöngeu  ^ 


r 
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(px,  fz,  'px"  reell  seien.  Dabei  ist  aber  ilurih  uusic  Aunabnie  der 
Gegreuztbeit  des  Curveubogeus  MN  ausgcscblossen  die  Möglichkeit 
X . Sodann  ist  q>x'  = x auszuschlicsseii,  sofern  dio  Tangeule 
dos  Punkts  P nicht  auf  der  Tangente  ^lA'  des  Punkts  ,1  senkrecht 
sein  soll.  Ferner  <px"—0  ausgeschlossen,  sofern  ^ nicht  unendlich 
gross  werden  darf;  endlich  qp/'=x  unendlich  ausgeschlossen,  sofern 
g nicht  Kuli  sein  soll. 

Bei  der  Gleichung  6),  sofern  sie  den  Wert  g positiv  liefern  muss, 
ist  wohl  zu  beachten,  dass  rechts  der  Ausdruck  über  dem  Bruchstrich 
als  absolute  Wurzel  aus  einem  jKisitiven  Radicaudum  aufzufasscu. 
dass  demnach  von  den  Factoren  -(-1,  — 1 der  erste  oder  der  zweite 
zu  nehmen  sei,  jenachdem  (px"  positiv  oder  negativ  sich  zeige. 

Wenn  wir  aus  6)  noch  die  Ableitung  gx'  von  gx  entwickeln,  so 
ergibt  sich 

0 e.  =(-1). — 

Für  den  Brennpunkt  /‘(a-,  cpx)  ist  die  Möglichkeit,  dass  der  zuge- 
hörige Krümmungshalbmesser  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werde, 
so  lauge  vorhanden,  als  gx'  = 0 sein  kann.  Soll  also  diese  Möglich- 
keit vollständig  ausgeschlossen  sein,  während  j)  einen  brauchbaren 
])ositiven  Wert  habe,  so  ist  gemäss  der  7)  und  mit  Beiziehung  der 
vorigen  Bemerkungen  die  Forderung  auszusprechen : 

8)  3!l  + (Vx')=‘j4.g>x'.(<px'')^-<p/'.  !l  + (v*Tl‘  >0. 

Machen  wir  nun  die  Anwendung  auf  den  P’all  a-  = 0,  d.  h.  auf 
Ermittlung  des  zu  Punkt  xi  gehörigen  Krümmungskreises  unsres 
Cnrveubogens. 

Der  Nullwert  für  x in  die  Ausdrücke  (px,  <p,'  eingeführt  muss 
gemäss  obiger  Einleitung  der  Axenursprung,  xlX  Tangente  an  A[ 
herbei  führen 

3)  Vii  — 0 und  <p,|'  = 0. 

Werden  dann  diese  Werte  iu  dio  Gleichungen  1) ...  G)  cingeführt, 
so  ergeben  sich  für  den  Mittelpunkt  des  zu  -1  gehörigen  Krümmungs- 
kreises die  Coordinatenwerte  o„,  ß„  entwickelt 


10)  o„  = U 

11)  ßo^l:<p„" 

und  ergibt  sich  für  den  Halbmesser  Jq  zunächst 

(L)  Po  = m " ‘ 

<Po 
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Dir  für  ß„  gcivoiniiiio  Wert  ist  iinzweiilcutig;  und  da  nach  uii- 
«erQ  Veranstaltungen  ß„  notwendig  i)Ositiv  ausfallcii  muss,  so  ent- 
nehmen wir  aus  11),  dass  g’„"  ]>ositiv  sein  iiiUsse.  Hierdurch  ist  auch 
für  die  Gleichung  (j[)  die  Eutscliciiluug  in  lletreff  der  Zeichen  -f- 
wlir  — gegeben,  und  wir  erhalten  sofort  unzweideutig 

12)  pn=l:9o''- 

Wird  die  Ikdingnugsformel  f^)  mit  Ikzug  auf  den  l’uukt  /I  ge- 
Dommeu,  wobei  gemäss  der  9)  sowohl  für  ijPg  als  qPg'  der  Nullwert 
ciuzusetzen  ist.  so  erhält  mau  ganz  einfach 

i:J) 


Dies  ist  also  die  liediugung  dafür,  dass  der  zu  yl  gehörige  Krüm- 
ninngshalbmesscr  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sei,  während 
durch  <p„'"  = Ü diese  Möglichkeiten  offen  gelassen  würden. 

Bilrleu  wir  jetzt  die  Gleichung  des  zu  .1  gehörigen  Krüm- 
rnnngskreises,  so  ist  ja  zunächst  auzugeben 

(^  — "o)^  = eu"*; 

da  aber  = Pn  und  «o  D gefunden  ist,  so  erhält  mau  einfach 
r — 2porf  = 0 

oder  nach  y autlöseud 


SUUt  dieser  auf  die  ganze  .\usdehnnng  des  Kreises  sich  beziehenden 
Gleichung  genügt  für  unsern  Zweck  diejenige,  welche  nur  dem  in  .1 
halbirteu  llalbkreisbogcn  entspricht.  Diese  lautet  unzweideutig 


und  wenn  jetzt  für  p„  der  Wert  I : fpu"  eingesetzt  wird,  so  ergibt  sich 


11)  ^ m " ^ ^ 

9’fl  Vit 


dafür  mit  Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes 

. ! 


1 —1 

I ‘ - 1 ‘ + "1  x - 


oder  endlich 
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1 

lö)  ;/  =.  "j  “ä“  + • •• 

Micrmit  ist  also  namentlich  für  jeden  in  der  Nähe  von  helind- 
lichcu  l’unkl  des  Krümnmni^skreises  die  Entwicklung  seines  Ordinalen- 
wertes  nach  Potenzen  seines  Ahscissenwertos  r angegeben. 

Hilden  wir  jetzt  ebenso  die  Entwicklung  für  den  Ürdinatenwert 
g>.t  eines  mit  Abseissenwert  r versehenen  Punktes  von  unserem  (.‘unen- 
hogeu  MAN.  Wir  haben  nach  dem  Maclanrin’schen  Satze  zunächst 

<fx  =-  ')Cn  + Vu'^+<Po"2“; 

l*a  aber  nach  Obigem  gp„  und  (jp,/  beide  Null  sind,  so  behalten  wir  nur 

J'“  »#’** 

10)  qpj  ,4-,,"  ^ , -j-  qc,,"'  qp,/'  j , -f  . . . 

Der  erste  hier  vorkommendo  Cocfficicnt  der  rcciproke  Wert  un- 
seres ist  notwendig  ein  bestimmter  positiver  Wert,  Was  dif 
weiteren  qp/',  qp,,'*', ...  betrifft,  so  ist  jeder  von  ihnen  reell  und  keiner 

in  der  Eorni  zu  denken,  sofern  ja  die  ( urvc  ^fAN  ohne  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  tlurch  A hindurchgeht. 

Führen  w ir  jetzt  eine  mit  A V ])arallele  Gerade  ein , welche  die 
Axe  A.Y  schneide  in  einem  Punkte  T mit  Abseissenwert  r,  welche 
zugleich  den  Kreisbogen  l.b)  in  einem  Punkte  II  und  den  Curvoii- 
bogen  10)  in  einem  Punkte  U schneide. 

Die  Abstände  JIT,  U'I\  welche  die  Punkte  <1  von  der  Geraden 
.lA"  haben,  sind  (nach  Einleitung)  beide  positiv,  und  sind  aus  !•>) 
und  16)  unmittelbar  als  die  für  yt  und  <px  eutwickelten  Werte  zu 
entnehmen. 

Jeuachdeni  UT—UT^O,  ist  0 oder  //  weiter  von  der  Tan- 
gente AX  entfernt,  während  übrigens  immer  beide  auf  der  positiven 
Seite  von  ihr  liegen. 

QT—  BT  ~ 0 zeigt  an,  dass  Q und  Ji  zusaniinenfallen. 


Nach  l.'j)  und  16)  ist  jedenfalls  anzugehen 
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qv: 

6! 


— 1 
' 2 ‘ 
sT 


■«f 


+ . . . 

Betrachtcu  wir  jetzt  diese  (ilcicbuiig  unter  der  Vurausselzung, 
dass  der  Wert  des  x uncudlich  kleiu  sei. 

I)  Setzen  wir  zuiiiiihst.  der  bei  stellende  Kactor  «jp,,'"  sei  ^ 0, 
d.  b.  vorgl.  Nr.  13)  pn  sei  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 
Da  rcducirt  sich  die  Angabe  17)  auf 

<rr-  nr  = c)p„"V. 

Die  Differenz  QV — U'J'  nimmt  also  den  einen  oder  andern  alge- 
braischen Charakter  au,  jenachdem  x positiv  oder  negativ  ist.  Hier- 
nach mit  Bezug  auf  der  Gerade  Q7i,  weun  sie  der  Normale  AI' 
l«arallel  und  ihr  uneudlich  nahe  genickt  ist,  hat  mau  zu  sagen:  je- 
nachdent  die  QK  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Normale  .1 )’ 
sich  befindet,  ist  Q oder  It  näher  an  der  Tangente  AA',  d.  b.  offenbar: 
wenn  auf  der  einen  Seite  von  A das  Kreiselemeut  AU  und  das  Curven- 
clement  AQ  so  liegen,  dass  AQ  näher  als  AR  au  jene  Tangente  sieb 
ansebmiegt,  so  müssen  auf  der  andern  Seite  von  A das  Curvenclemcnt 
AQ,  und  das  Kreiselemeut  A/f,  so  liegen,  dass  AQ,  weniger  als  A/f, 
au  die  Tangente  AX  sich  ansebmiegt.  Es  ist  also  ersichtlich,  dass 
dann  der  Curvcnbogeii  und  der  Kreisbogen,  während  sie  au  der 
Stelle  A eine  Osculation  zweiter  Ordnung  haben,  zugleich  in  dem 
Punkte  A sich  schneiden. 


II)  Setzen  wir  jetzt  sei  — U,  d.  b.  (vergl.  13)  lassen  wir 
die  Möglichkeit  zu,  dass  p„  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei. 
Daun  sind  mit  Bezug  auf  die  Entwicklungsreilie  iu  Nr.  17)  die  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden: 


Cr)  das  nächste  nicht  null  werdende  der  nach  kommenden  Glic- 
iles  sei  ein  solches  mit  ungeradem  Exponenten  von  a-; 

ß)  das  nächste  derartige  sei  ein  solches  mit  geradem  Exponenten. 

Im  Falle  a)  wird  mau  genau  wie  unter  I)  schlicsseu,  dass  unser 
Cnrveubogen  und  unser  Kreisbogen  in  A sich  schueiilcn. 

Im  Falle  ß)  wird  man  vermöge  ähnlicher  Betrachtuugeu  wie  die 
dortigen  sich  sagen,  dass  die  zwei  llögen  in  A sich  nicht  schneiden, 
dass  vielmehr  in  der  grössten  Nähe  des  runktos  .1,  und*zu  beiden 
Seiten  desselben,  der  eine  jener  Bögen  auf  einerlei  Seite  des  andern 
verlaufe 
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Die  Eiitselieiduug  über  das  Zutreffeii  des  einen  oder  des  audem 
der  zwei  Fülle  n).  ß)  wird  mir  dann  zu  geben  sein,  wenn  von  diT 
Xatur  des  Curveubogeiis  eine  ganz  vollständige  Detinitiou  vor- 

linnden,  oder  die  Funktion  <px  mit  allen  entsin  ecliendeu  Ucstiminniigeu 
vollkommen  gegeben  ist.  Allgemein  aber  wird  als  Ergebuisa  vor- 
stcbcuder  Untersuchung  das  folgende  auszuspreeben  sein: 

AVeun  ein  gegebener  Curveubogen  zwisebeu  zwei 
Punkten  ^r  und  N stetig  verläuft,  wenn  zu  dem  zwischen 
M und  A’  beliebig  genommenen  Punkt  .1  desselben  ein 
eigentlicher  Krümmiiugskreis  gehört,  und  wenn  dieser 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist:  so  werden 
jene  an  der  Stelle  A (mit  Osciilation  zweiter  Ordnung) 
sich  berührenden  Linien  zugleich  in  dem  Punkte  A sich 
schneiden. 

Wenn  aber  der  zu  A gehörige  KrQmmuugskreis  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  während  die  vorange- 
stcllten  Dedingungeu  bestehen  bleiben,  so  ist  an  jede 
der  zwei  Möglichkeiten  zu  denken,  sowohl  an  die  dass 
die  Bogenstücke  in  A sieh  schneiden,  als  au  die  dass  sie 
sich  nicht  schneiilen,  dass  vielmehr  in  grösster  Xähe 
des  Punkts  A,  rechts  und  links  von  ihm,  das  eine  Bogen- 
stückchen  auf  einerlei  Seite  des  andern  verlaufe. 

Um  jetzt  mit  einer  kurzen  Bemerkung  auf  die  im  Eingang  er- 
wähnten Curven  zweiter  Ordnung  zurückzukommen,  so  sind  bekannt- 
lich ihre  Scheitel  (und  nur  diese)  als  Stellen  grösster  oder  kleinster 
Krümmung  hervorznheben.  Für  jeden  solchen  Scheitel  tindet  mau. 
dass  der  zugehörige  Krümmungskreis  die  Uune  nicht  schneide. 
Hierbei  darf  man  aber  nicht  übersehen , dass  solcher  Punkt  nicht 
bloss  Stelle  grösster  oder  kleinster  Krümmung  der  Curvo  sondern 
auch  Punkt  einer  Symmetralaxe  derselben  ist.  Wenn  also  bei  einer 
andern  t.'urve  eine  Stelle  A zwar  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Krümmung  an  sich  hat,  nicht  aber  eine  Symmetralaxe  durch  A geht: 
so  wird  man  durch  diesen  Umstand  schon  zur  Vorsicht  gemahnt  sein 
müssen ; mau  wird  nicht  sofort  auch  für  solche  Curvc,  für  jene  Stelle 
^1,  die  Schneidung  derselben  durch  den  zugchörigmi  Krümmungskreis 
als  unmöglich  erklären  dürfen. 
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XVIII. 


Einfachste  Sätze  aus  dev  Theorie  der  inehrfachen 


Ans<lehinmgen. 


Von 

R.  Hoppe. 


An  inauclipu  Forniplu  der  analytiseheii  Gconiotric  liisst  sich  leicht 
die  Bemerkung  machen,  dass  statt  der  3 Coordiuateu  nach  unmittel- 
liar  deutlicher  Analogie  eine  beliebige  Anzahl  u gleichberechtigter 
Variabein  gesetzt  werden  könnte  ; das  analoge  Resultat  hat  daun  der 
Probe  partieller  geometrischer  Deutung  zu  genügen,  indem  man  das 
dadurch  bestimmte  Gebilde,  unmittelbar  oder  nach  Coordinatentrans- 
furmation,  auf  den  Ranin  projicirt,  d.  h.  je  « — .‘1  Coordinaten  null 
setzt. 

Au  eine  Reihe  solcher  sofort  deutlicher  Sätze  werde  ich  einige 
andre  anschliesscn,  die  erst  durch  Rechunng  gewonnen  werden,  aber 
ebenso  einfach  im  Resultat  erscheinen.  Es  ist  mir  dabei  nicht  um 
Anbahnung  einer  umfassenden  Theorie  zu  tun.  Der  Nutzen  einer 
solchen  kann  leicht  dadurch  illnsorisch  worden,  dass  sic  bei  der 
grossen  Mannichfaltigkcit  möglicher  Methoden  ganz  bei  Seite  liegen 
bliche,  die  einzelnen  Probleme  ohne  sie  auf  kürzerem  Wege  ihre 
l.ösnng  fUndcu.  Die  Untersuchung  der  Gebilde  von  n Dimensionen 
überhaupt  scheint  mir  namentlich  (nicht  gerade  ausschliesslich)  den 
Nutzen  zu  versi>rcchen,  dass  dadurch  das  Gesetz  des  Fortschritts  von 
^ zu  3 Dimensionen  deutlich  wird,  welches  sich  aus  den  2 bekannten 
Gliedern  der  Progression  selten  entnehmen  lässt.  In  diesem  Inter- 
esse nehme  ich  zum  Schluss  noch  ein  Problem  in  Angriff,  welches 
keinen  einfachen  Fortschritt  über  3 Dimensionen  hinaus  ergiebt, 
iiiimlich  die  Berechnung  des  Winkels  von  « Dimensionen. 
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Was  Sinn  und  Bedeutung  der  h Dimensionen -Goometrie  betrifft, 
so  lietraelite  ich  dieselbe  als  eine  Theorie,  die  auf  rein  analytischem 
tirunde  steht,  und  deren  Begriffe  rein  analytisch  definirt  sein  niüsseu. 
Damit  wird  ihr  alier  durchaus  keine  wesentlich  verschiedene  Stellung 
gegenüber  der  gewöhnlichen  Geometrie  erteilt.  Unser  geläufiges 
Kaumsystem  von  .“t  Dimensionen  ist  in  gleicher  Weise  ein  Werk  des 
Verstandes,  das  sich  nur  iladurch  nnlerschcidet,  dass  es  zur  ubjecli- 
ven  Gestaltung  der  gegebenen  Sinnesempfindnngen  notwendig  und 
gerade  ausreichend  war,  infolge  dessen  instinctiv  geschaffen  ward 
und  durch  beständige  Uebung  in  Icrtige  Anschauung  übergieng,  wäh- 
rend zur  Einführung  von  mehr  Dimensionen  der  zwingende  Anlass 
durch  die  Tatsachen  der  Sinnlichkeit  gefehlt  hat,  und  wir  nun  wegen 
Mangel  an  Uebung  Schwierigkeit  im  Vorstcllen  derselben  empfinden. 
Von  Natur  gegeben  ist  nur  eine  zweifache  Ausdehnung  des  unmittel- 
baren Gesichtsbildes,  doch  auch  dieses  entsi>richt  nicht  genau  der 
lilanimctrischen  Kaumanschauung,  es  ist  s]thärisch  gestaltet  und  zwingt 
uns  dadurch  den  ungesehenen  Kadiusveetor  als  analytische  Grösse 
vergleichbar  mit  den  Dimensionen  des  Bildes  hy]iothctisch  einzufülireii. 
Von  wesentlich  gleicher  Art  ist  der  Act.  welcher  bei  weiterei-  Ver- 
mehrung der  Dimensionen  vollzogen  wird. 

Da  also  ein  ursprünglich  begrifHichcr  Unterschied  nicht  existirt. 
so  ist  es  wol  gerechtfertigt  dieselben  Namen,  deren  Bedeutung  fnr 
den  Kaum  uns  bekannt  ist,  auch  in  der  Mehr-Dimeusionen-Theorie 
zu  gebrauchen.  Nur  wenn  solche  nicht  für  Ebene  und  Kaum  in 
gleichem  Sinne  gelten,  habe  ich  es  vorgezogen  neue  Namen  zu  bilden. 


5.  l. 

Uebertragung  der  Grundbegriffe. 

Macht  mau  « Variabcln  zu  beliebigeu  Fuuetionen  von  « Varia- 
bein, so  unterliegt  es  keiner  Bedingung,  welche  n Variabein  mau  als 
rechtwinklige  geradlinige  Coordinaten  auffassen  will.  Nachdem  die 
Wahl  getroffen  ist,  ist  die  Theorie  dadurch  bedingt.  Die  folgeudeii 
Sätze  sind,  wo  es  nicht  anders  bemerkt  ist,  als  Definitionen  zu  ver- 
stehen, mit  der  sichtlich  erfüllten  Forderung,  dass  sie  jeder  partiellen 
Deutung  entsprechen.  Unter  Coordinaten  sollen  stets  rechtwinklige 
geradlinige  verstanden  werden. 

Die  H Variabein  a-j,  ...  j-u  seien  Coordinaten.  Ein  indivi- 
duelles Wertsystem  derselben  heisst  ein  Punkt;  der  Inbegriff  aller 
Wertsystcine  (Ort  aller  Punkte),  welche  durchlaufen  werden,  wenu 

y,,  ...  mit  III  unabliängigen  N ariabelu.  wo  w ^ stetig  variiren. 
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eine  w.dehnung;  insbesondere  die  Idehnnng  Linie,  die  2de!inuug 
Fläche.  Eine  /.nlehnnng,  in  welcher  die  a„  ...  a-„  nur  in  linearen 
Kedatiouen  stehen,  lieisst  linear;  insbesondere  die  lineare  1,2  oder 
:91elninng  Gerade,  Ebene,  Ilauin. 

Die  Entfernung  zweier  Punkte  (a-„  ...  x„)  und  (a-/,  ...  »■„') 
von  einander  ist 

= V'(r/— ...  (ar./— ’jö,)- 

Eolgcrung:  Die  Gleichungen  einer  Geraden  lassen  sich  stets 
in  <ler  Form  schreiben: 

.r,  = 3-1 .0  + «,«;  •••  ■'■«  — a-«,o (1) 

wo  n die  Entfernung  iler  Punkte  (jj,  ...  3„)(3i.o,  ...  .r„,u),  erstem  als 
variabel,  letztem  als  eonstant  gedacht,  als  einzige  Unnbbrmgigo  aus- 
ilrilckt,  unil 

= l 
ist. 

Winkel  zwischen  2 Geraden  (miterecbieden  durch  den  Accent) 
heisst  die  Grösse,  deren  Cosinus 

= «ini'-f"  ••  • 

ist;  die  Geraden  heissen  normal  zu  einander,  wenn 

...  = 0 

Coordinatenaxeii  heissen  die  »Geraden,  in  denen  alle  Grös- 
sen 3-1.0,  ...  »«.0  nud  alle  o„  ...  n„  mit  Ausnahme  einer  der  letztem 
null  sind,  so  dass  die  Gleichungen  der  Itcn  Coordinatenaxe  laufen: 

r).  ■■=  n (A  ^ A) 


Folgerung:  Die  Coeflicieutcn  von  » in  (1)  «„  ...  a„  sind  die 
Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  Geraden  und  den  einzelnen  Coor- 
dinafenaxen;  sic  mögen  die  Richtuugscosinus  der  Geraden  heissen. 
Die  Coordinatenaxen  sind  zu  einander  normal  und  treffen  sich  im 
iifangsi)unkt  (0.  ...  0). 

Sei 


Xi  =■  x»,o  + «t,ij/i  + 

...«ii.ty»  G 

r.  ^ 

1,  ... 

w) 

. . . n..y  = 1 

1,  • 

. . n)\ 

i‘< 

-j-  . . ■ «11,4  «H,* 

= 0 i (/i 

1,  ■ 

...  «)  ) 

...  «z,»*  = 1 

1,  • 

..  »)) 

«Z,l«y,l-l-...oZ.Hax» 

= 0 ) (x  = 

1,  . 

..  »)> 

dann  sind  y^,  ...  y„  Coordinaten  desselben  Punkts  wie  x 
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die  ihnen  entsprechenden  Axon  sind  gleidifalls  normal  zu  einander, 
treffen  sich  im  neuen  Anfangspunkte  (a-i.o,  ...  a-«.o),  und  ihre  Rich- 
tungscosinus gegen  die  alten  Axen  sind  die  Coefticieuteu  der  ent- 
sprechenden y.  Die  Beziehung  der  beiden  ('oordinatcnsystcrae  ist 
eine  gegenseitige. 

Eine  Gerade  ist  normal  zu  einer  linearen  wdehnung.  wenn  sie 
zu  allen  darin  enthaltenen  Geraden  normal  ist. 

Folgerung:  Die  Gerade 

...  ><)  (1) 

ist  normal  zu  der  linearen  (n — l)dchnung 

«„X,,  = /-  (2) 

Denn  nimmt  man  in  letzterer  eine  beliebige  Gerade 

n = n.i-f-ar  (/;  — 1, ...  «) 

an,  so  muss  sie  die  Gl.  (’2)  für  jedes  »•  erfüllen,  und  eine  der  Re- 
dingungen ist  oft'enbar: 

"j^’i 4"  • ••  ~ 

Hieraus  folgt  weiter:  Die  Gerade  (1)  ist  normal  zu  jeder  liuearen 
wdclinung,  unter  deren  (ileicliungen  die  Gl.  (2)  vorkommt. 

Beliebige  w — m Coordiuaten  =0  gesetzt  bestimmen  eine  liiK^are 
«(dehnung,  welche  Coordinateu  i«dobuung  heisst.  Deiniiach 
giebt  es  (n),„  Coordinateu  »»dehnungen  (unter  (w),„  den  Biuoiniui- 
cocfficieuten  verstanden). 

Folgerung:  Jc-ilc  Coordiuatenaxe  ist  normal  zu  allen  Coordi- 
naten  nidehnungeii,  in  denen  sie  nicht  liegt. 

Variiren  bei  Erzeugung  einer  wdehnuug  alle  Coordiuaten  zwisclu'ii 
gegebenen  Grenzen,  so  dass  sie  weder  x noch* — x wer<len  können, 
so  wird  ein  Gebiet  der  Variation  des  Coordinatensystems  abgegronzt, 
welches  begrenzte  mdehnung  heisst.  Jeder  Punkt,  dessen  Coor- 
dinateu der  Grenzbedingung  genügen,  heisst  ein  innerer,  jeder 
andre  ein  äusserer  Punkt. 

Variiren  die  Grenzen  jeder  Coordiuate  bei  stetiger  Variation 
aller  übrigen  stetig,  so  erfüllen  sic  eine  Gleichung  zwischen  allen 
Coordinateu.  Da  diese  noch  zu  den»  — w Gleichungen  der  mdchnung 
binzukommt,  so  erzeugen  die  Grenzen  eine  (m  — l)dehnung.  Dem- 
nach lässt  sich  jede  mdehuung  durch  (m — l)dehnungen  begrenzen. 
Dass  die  Grenzen  aller  Coordiuaten  nicht  »,  sondern  nur  1 Gleichung 


Digitized  by  Google 


fler  mehrfachen  Auxtlehiiiinyen. 


193 


orgeben,  erhellt  daraus,  dass,  wenn  zwei  (» — l)delmungcn  resultirteu, 
die  Punkte  zwischen  ihnen  zugleich  innere  und  äussere  sein  würden. 

Eine  durch  eine  («t— l)dehnung  begrenzte  mdchnung  lässt  sich 
durch  eine  neue  (»« — l)dehuung  enger  begrenzen,  d.  i.  teilen. 
Folglich  kann  das  Variatiousgebiet  innerer  Punkte  grösser  und 
kleiner  sein,  und  unter  Umständen  zwei  derselben  addirt  oder 
subtrahirt  werden.  Auch  kann  es  bei  Traiisposition  sich  selbst 
cougrueut,  also  gleich  bleiben.  Aus  beiden  Eigenschaften  geht  her- 
vor, dass  es  eine  messbare  Grösse  ist.  Als  solche  wollen  wir  es 
das  Volum  der  begrenzten  mdehnung  nennen. 

Lässt  man  aus  einer  begrenzten  linearen  (m— l)dchnung  </, 
welche  gemäss  ihren  Gleichungen 

■Tk  = ttk  (für  n — wi-f-l  Zahlen  /.)  (oj  const.) 

einer  Coordinaten  (m  - l)dehming  parallel  ist,  eine  lineare  »ndeh- 
uung  dadurch  hervorgehen,  dass  man  einer  der  Constanten  «t  eine 
Variation  zwi.schcn  2 Grenzen  cn'  und  erteilt,  so  ist  das  Vo- 

lum der  mdehnung  offenbar  unabhängig  von  eu',  und  eine  leichte 
Petrachtung  ergiebt,  dass  cs  dcnuzufolge  proportional  h,  andrerseits 
proportional  </,  folglich 

Ar/h 

ist,  wo  der  willkürlich  bleibende  Factor  A = 1 gesetzt  werden  kann. 


Ist  nun  die  (m — l)dchuung  y ebenso  aus  einer  begrenzten  linea- 
ren (m  — 2)dehuung  entstanden,  diese  wieder  auf  entsprechende  Weise, 
und  so  fort  bis  zur  begrenzten  Geraden,  so  ist  das  mdehuige  Varia- 
tiousgebiet bestimmt  durch 

(für  M Werte  von  A) 

n = fk  (für  die  übrigen  Werte) 

und  sein  Volum,  wenn  der  Einfachheit  wegen  die  Zahlen  1,  2,  ... 
die  erstem  Werte  vertreten, 

= («i" — — Ou,') 


Ein  solches  Variationsgebict  nennen  wir  ein  rechtwinkliges,  ins- 
besondere für  m = 2,  3 Rechteck,  rechtwinkliges  Paralle- 
leiiipedou. 


Sind  die  Variationsiutervalle  sämmtlich  unendlich  klein  und  wer- 
den als  Increuiente  der  a-*,  mit  denen  sic  beginnen,  aufgefasst,  so 
wird  das  Volum 

•==  . . . 6a-«, 


T«U  LXIV. 


13 


X’ 
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und  dieses  ist,  wie  loielit  erhellt,  das  Volumelemenl  einer  holiehig 
liegreiizlen  linearen  »idclinung. 


Lot  aus  einem  gegebenen  Punkte  auf  eine  gegelioiie 
lineare  »«dehnung. 

Der  gegebene  Punkt  sei  (o,, .. . «„),  die  lineare  »rtdcliming  werde 
dureh  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

.. . = ß>.  (^  = 1,  ...  u — m)  (3) 

und  zwar  zur  Vereinfachung  augeuommeu,  dass  die  Normalen  der 
sich  darin  schneidenden  (>i  — m)  linearen  (u  — ])dehnnngen  (3)  nutor 
sich  normal,  und  die  Cocfticienteir  <n.>.  ihre  Richtungseosiims  seien, 
dass  also 

«1. x«i, '/.i.xrt«./.  = •'  (•/{  ^ A)  (4) 

Das  gesuchte  J,ot 

==  (/  = 1.  ...  n)  (5) 

treffe  die  gegebene  »/idehnung  im  Punkte  {j>,,  ...  }•„).  Durch  den- 
selben gehe  längs  der  gonannten  imlehnung  die  Gerade 

•n  = yi-t-Aie  (/.'  “1,  ...  «)  (ß) 

wo  die  n und  At  Richtuiigscosinus  bezeichnen.  Beide  Gerade  nitj.sseii. 
wie  es  die  .\ufgabe  verlangt,  zu  einander  normal  sein,  also 

. . . c„/i„  — ()  (7) 

Sofern  der  gegebene  Punkt  auf  der  Geraden  (.’>)  liegt,  hat  man: 

nj  — )'t  = i-kl  (8) 

wo  / ilie  Länge  iles  Lotes  bezeichnet,  inilhin: 

“ (f'i  — yi (9) 
und  nach  Kliniination  der  <•*  zwischen  (7)  (8) : 

*i(«i  — yi)+  ■••'''»(‘»I.  — )'»)  = 0 (10) 

Ferner  müssen  die  Coordinaten  (6)  die  Gl.  (3)  unabhängig  von 
>•  befriedigen;  dies  giebt  das  doppelte  Gleic.hungssystem : 

Ul././', -j- . . . = 1)  (11) 

+ . . . «H.Ä  )’.l  = ß>.  ( 12) 
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Durch  die  n—m  Gleichungen  (11)  werden  «— m Grössen  b auf  die 
rn.  übrigen  rcducirt,  welche  dann  willkürlich  bleiben,  so  dass  die 
Oleicliungen  unabhängig  von  ihnen  erfüllt  sein  müssen.  Wir  setzen 
«laher  eine  unter  ihnen  A*  = l,  die  übrigen  m — \ Grössen  4 = 0 
niul  snbstituiren  snecessivo  für  die  eine  alle  andern.  Zur  Abkürzung 
sei 

E).  = «1.;,  er,  + . . . a„  >.  or„  — ß),  (13; 

dann  lauten  die  Gl.  (10)  (11)  (12) 

ot  — + + + l — /'«i+l)+ ... /'«(«■<  — )•„)  = 0 (M) 

<n.).-\-tt,,i  + l.lb,n^.\-\-  . . . a„  } b„  =0  (15) 

'II ./.(«,  — /,)+•••"»•/.(»«  — )•»)  = E).  ( 1 0) 

Setzt  man  nun 


'a.l  f'l  “f“  . • . 'li.i#  — m Am — IM  “I”  ffjl  C^'  — •**  I') 

SO  pellt  Gl.  (14)  über  in 

f'lli.l  -j-  + + -j-  .. . 4»«m.i)A',  -f"  • 

+ («1-.  M— IM  “I  bu,  + ] "lll  + l,M  — IM“f~  . . . 4m  Om.ii  — Ml)  Am  — iii 

-j-  / i'l  4,11  + 1 /f  111  + 1 -f- . . . 4„  J!„  = ( ( 

Die  Klammen»  verschwinden  sämmtlich  nach  den  Gl.  (15),  welehe 
ilnrch  die  4 erfüllt  worden  können,  und  es  bleibt: 

A* -}-4,M+i7fMi+i -|- . . . 4,,/t’M  = 0 (/.•  = !,  ...  Ul)  (17) 

Gl.  (10)  wird: 


('n./.«i.i  + .. . «ii./.«ii.i)A’,  + .. . 

-l-(«i.A'ii.ii.  iM 

-f-ei.Z^f, = Ey 

das  ist  nach  den  Gl.  (4): 


-(-...  «ii.l./fii  =0  (A  = 1,  . . . n — Hl)  (IH) 

Die  H homogenen  linearen  Gl.  (17)  (18),  welche  die  » Gi-össen  E 
bestimmen,  lassen  sich  nur  durch 

«,  = ...  I{„=() 

erfüllen,  und  mau  hat: 


«t  — yk  =■  «i.iA’,  + . . . ni,ii_i„  A’m-im 


woraus  nach 
Demnach  ist 


(9): 

/-  = AV+  . . . A’m-mi- 
in  dem  einen  Falle  m = « — 1 


(19) 

(2.1) 


1.S» 
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1!»G 


i - /■:, 


(21) 


rational,  in  allen  andern  irrational. 

§.  3. 

Transformation  des  udehnigen  Yolumelements. 

Das  rcelitwinkllge  «dehnige  Volumelement  ist 
c’‘P  = 

Macht  man  alle  x zu  Functionen  von  *<„  Wj.  ...  so  ist,  wührend 
x^  allein  variirt, 


woraus: 


also 


II 

Sxj 

• jj"  OUfi 

r»H 

Ir 

. J 

1) 

?a-*  p 

'*1 

i 

0 

Sa-,, 

■ t£‘ 

€n„ 

edfdXf  = rJcth 

Sr, 

CXj  ' 

?"h' 

1 

do'i 

CHi 

' 0«„ 

-4  = ; 

— : 

i 

cx„ 

Sx„ 

dr„ 

0a-,< 

ß«, 

di'u 

0»«. 

0M„: 

/dlO"F  = ed  PUfdxj,?X;-  ...  rIXu 

Xi  bei  constanten  a-^,  . 

. . r„,  so 

ist 

dxi 

Sxi  - 

0 

CHh 

§.  4. 

Volum  des  ndclinigcn  (u-j-l)ccks. 

Die  Ecken  Af.  seien 

(m.A,  ...  «».>.)  (^  = 0,  1,  ...  n) 

Das  (n-|-l)eck  wird  begrenzt  durcli  «-f-l  Seiten,  d.  i.  lineare 
(s— l)dehnungcii , welclie  durch  jo  n Ecken  gehen.  Wir  ziehen  von 
•Io  eine  Gerade  nach  zl,;  daun  sind  deren  Gleichungen: 

ßi.l  — ajt.i-j- (at,o  — 

wo  die  Coordiuatc  ßt,i  ihre  Wcrti*  tlnrchliiuft,  wenn  «,  von  ü bis  1 
variirt.  Vom  Punkte 

ü,  = (ßt.i,  ... 

üchen  wir  nach  A^  nud  erhalten  als  Coordinatou  des  laufenden  Punkts : 

ßk.2  = — 0C,2)«i; 

ebenso  ziehen  wir  vom  Punkte 


^^2  ^ • • • ß".'l) 

nach  >13  und  fahren  so  fort  bis  A».  Wenn  dann  Uj,  itj, ...  sämmt- 
lich  unabhängig  von  0 bis  1 variiren,  so  durchläuft  der  Punkt 
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(Ja.i  = a*.l +("*  o 
ßk,i  = «*.;!+ ((3t.l  — 

J"k  = ßk,n  “ Ok,H-\-{ßk,H  1 — tti.pi)*'" 


Die  iiartiellc  Ditterentiatiou  ergiebt: 


Sxk 

But4 


ßk.H-l  — «k.n 


2 = (ßk.H-J  — ni,i.-l)«u 

ÖM„-1 


Sxk 

Bit,,-' 


(ßk.H-S—  Ctk,n-2)’<n-l  "u 


(23) 


Bj'k 

sic  ^ (“*o  — •••  "» 

ilabcr  wird  die  Fuiictiousdetenniiiaiite 


ttl.ü «1,1  •••  «M.U «11.1 

^1,1  — «1.2  •••  ßu.l  — «n,2 

/Jl.lt  — 1 «1,H  ßll,H  — \ «II, H 


Die  lAo  Vcrticalrcibc  lautet: 


«t.O  — «1,1,  ßk.l  — Ok.i,  ßk.l,-l  — «1.A,  ßk.h  — «*.*  + 1,  ...  ßk.H-i Ot... 

liier  ist  nach  (23) 

ßk.k — «1.1  + 1 = «1,1  + (ßk.k-1  — Ok.l,)ni,  — «1,1  + 1 

Miiltiidieirt  man  also  die  Ate  llorizontalrcihc  mit  »i  und  subtiiihirt 
sie  von  der  (/i  + l)teu,  tjdit  diese  über  in 

«1.1  — «1.1  + 1 {/.  = 1,  ...  n) 

Führt  mau  dies  \uu  der  letzten  llori/.oufalreilio  aulaugeiid  succcs«ivu 
dureb,  so  gehen  alle  ß in  die  gleielinumerirten  « über,  und  inan 
erbult: 

1 «1,1) «l.I  ...  «H,0 «It.l 

2#  “ '*2*1;)"  ...  “ii““' : : ; 1 

’«1,I(~I  «l.,l  ...  «11,11  — 1 «M.»  I 

Setzt  mau  zu  weiterer  Vereint'aebung  statt  jeder  llorizontalreilie  ibiv 
Summe  mit  allen  vorausgebenden  und  weebselt  alle  Vorzeichen,  so 
kommt : 
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-i/  =•  + ”i"r'  • ■ • 

«1.1  —«1,0  ...  «11.1 — «»,0 

^1  = 1 ; i 1 

I «1, 11  — «1,0  ...  — n«,u! 

uml  das  (n-j-l)cck  hat  lulgcudes  Volum: 

1 1 1 


Dies  Resultat,  wie  das  vorige,  liess  sieh  iiaeh  Analogie  vermuten. 
Heide  gelten  auch,  wenn  man  für  » eine  kleinere  Zahl  w setzt,  iii- 
ilem  mau  r,„  + i,  ...  als  coustant  betrachtet.  Das  nächst  folgende 
ist  nicht  autauglich  durch  Analogie  zu  ersehen. 


Volum  des  regelmässigen  »tdehuigen  (n-j-l)ccks. 


Vou  den  Ecken  Aj, . . . A„  legen  wir  eine  A„  iii  den  Aiifaiigs- 
l'inikt.  eine  andre  .4,  in  die  x,  Axe,  eine  dritte  Aj  in  die  XjX„  Ebene, 
ciue  vierte  A3  in  den  XjXj-.,  Raum,  u.  s.  w.  Dann  wird  (nach  der 
Bezeichnung  von  §.  4.) 


«k,h 

= 0 

für  A 

< !■ 

geht  über  iu 

,«1.1 

u 

IJ  . 

..  u 1 

i«l,2 

«c.z 

0 . 

..  0 ; 

\ 

A,  = ’«1,3 

* t 

«i,3 

«3,3  . 

..  0 * 

= «1.1  «C.i  . ■ • «IMI 

ßl.« 

«:!,)i 

03,11  . 

« • ßji.ti 

Die  Kanten  (Entfernuiigcn  der  Ecken)  seien  sämmtlicti  = 1 ; dann 
hat  man  die  Bedingung: 

(ffl.*  — «i,,/)^+  . . . («n.A  — «./,»)'  + («y+l  .*)--f  . • • («/•,*)-  •-=  1 

A = 1,  2,  ...  H ; j = 0,  1,  . . . A — 1 


Durch  Siihtractioii  dieser  üleichniigen  kann  man  leicht  reciirrente 
BestiiHiniiiigen  für  die  « bilden,  aus  denen  zu  ersehen,  dass  nur  ciue 
Lösung  müglieh  ist.  Sie  werden  bofriecligt  durch  die  Werte: 


«*,*  — 


«r.D  = . . . «t,A-l  — 0 ; 


200 


IIopix;  Kinfachste.  Sätze  aus  Her  'Iheorit 


woraus : 


w,t  + l 


nt.« 


J 


/2  31 
3' 


H-j-1 

li 


Nach  (21)  ist  daher  das  Volum  dc.s  regehnässigeu  »dehnigeu  (w-J-l)- 
ecks 


Die  Höhe,  d.  i.  das  Lot  von  einer  p]ekc  auf  die  Gegenseite 


(H-j-l)cck  I 
**  »eek  ~ y '2n 


Dies  giebt  folgeudo  Tabelle: 


n 

, 1 

1 2 

3 

I 

5 1 0 1 

7 

1 

1 

1 

i ^V3 

1 

V5 

1 1 y'7  ! 

' 1 

Oy'  2 

9t) 

lGOy'3  5760 

201  etj 

Höhe 

1 

1 > 

' 1 -i 
1 2>"-^ 

Wl\ 

H Vs 

2 

y 7 

§.  6. 

Runde  (n  — l)dchnung  und  dadurch  begrenzte  ndehming. 

Rund  heisst  eine  »udehnung,  wenn  sic  iu  einer  linearen  («t-f-i)- 
dehnung  liegt  und  von  einen\  Punkte  derselben  (ihrem  Mittelpunkte) 
eoustanteu  Abstand  hat.  Ihre  Gleichungen  sind  daher  « — m — 1 
lineare  Gleichungen  und  die  folgende: 

(j,  — xi,o)“+  • ••  (•'■«  — = const.  (25) 

Nimmt  mau  den  Mittclimnkt  zum  Anfangspunkt,  so  ist  die  Gleichung 
der  runden  (n  — l)dchuung: 

a-, =*+...  = c“  (25*) 

Ks  soll  das  Volum  der  dadurch  hegreuzten  «dehnuug  berechnet 
werden. 

Wir  zerlegen  die  Gl.  (25*)  iu  die  folgenden: 
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jr,  — r,  sin«,  ^ rjOoSKj 

Tj  = rjsin»/^  x.^  r^cosii^ 

r»-2  ~ r„-iöiu«H-i  Xh  «=  r„-icos«H- 

r,i-i  = c 

Hier  kauu  das  System  der  x alle  imieni  Paukte 

durchlaufen,  wenn  die  r nur  zwischen  0 und  c variiren.  Damit  xj 
und  Xj  alle  möglichen,  positiven  und  negativen,  Werte  annehmen, 
muss  bei  positivem  >•,  der  Bogen  «,  von  0 bis  IR  variiren.  Dagegen 
ist  nur  eine  Variation  der  Bogen  /«j, . . . h„-\  von  0 bis  2R  erforder- 
lich, damit  die  übrigen  x positiv  und  negativ  werden  können. 

Aus  diesen  Grenzen  ist  ersichtlich,  dass  die  runde  {u — l)dch- 
unng  auch  ohne  Begrenzung  durch  (u  — 2)dehuungen,  sowie  die  rund 
begrenzte  ndchnuug  endliches  Volum  haben. 

Die  partielle  Difl'erentiatiou  ergiebt: 


Srk 

g—  =rASmf«t+i  ...  siUfOr-icosKA 


(/,  > k) 


8uk 


= 0 


(/• 


4-1) 


5x*  + i 

-Ä-  = — i-ASin»* 

Oft* 


exik 

. = r* cos n*  -i Sinn* ...  sin«*-icos«A 

euk 


(h  ^ 4) 


a = cositt-isiiiM* . ..  sinu„_i 

OTn-I 


Demnach  wird,  wenn  x,,  ...  x„  als  Functionen  von  ...  «„-i,  i-m-i 
betrachtet  werden,  die  Functionsdeterininante 

J = zfV,rj ...  r«_i 


Digiiized  by  Google 


202 


lio/fpt:  Etrifa4Jii>U  Säf:r  mit  »/fi  7*A»'ur« 


CU8H,  SillH,  COSli«  Sill  It,  Sm  n.  CUS 11^ 

-sin«,  cüSli,  c<jsuj  cosK,  siuu^cositj 
U — siuu,  cos  «s  cos  «5 


. . Sill»,  SIllHj  . . . SIUH„-2CÜSK»-1  Sill«,  SlU  Itj  . . . SlIIMw-1 

. . cos«,  siii«<  . . . sin «m-l*cos«m-i  cos«,  siiii«^  . . . sinn«-  i 


cosit,  . . . sm«„-2Cos«,i- 


CüSUj  . . . SlllU,i  _i 


C0S»„-2C0S«w-l 


cos  ««-2  8111  M«-l 


Siililraliirt  man  die  vorletzte  Verticalreilie  iiacli  ^lultii'licatiou  mit 
t({M„_i  von  der  letzten,  so  lautet  diese: 


0,  0,  ...  U,  - - 

’ CÜS««-1 

Klilirt  man  die  Division  der  Uuterdetermiiuiute  durch  cos«,,-i  in 
deren  letzten  Verticalreilie  ans,  so  hat  der  ganze  Ausdruck  wieder 
die  nrsiirUiigliche  Form,  und  ist  nur  » — 1 au  die  Stelle  von  « ge- 
treten. Folglich  ist  J unabhiingig  von  «,  und  wenn  man  ?i  = 2 setzt, 
so  kommt: 

I cos«,  sin«,  I ^ ^ 

I — .sinn,  cosie,  I 

zt  r.  Cg  ...  7*« — 1 

■=  7-,,_i«-' siuKjSiu-«;,  ...  siii"  -Ki.-i 
und  ilic  rund  begrenzte  »dchuung  ist 

r 4K  2I(  eit 

/’=  ^ dr„-\  (>itf  j siu»„eitj 


II  f sin*“' iißrt 

« *=i  • ' 

0 

r^'  r ^ { r^]’ 

>2r-<  »=..-1  2 2 2f«  V 2/ 


" »=1  PM'J 
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Hieraus  findet  mau  leicht  die  begrenzende  runde  (« — l)dohnuug 


>i 


(20) 


Die  Tabelle  der  Werte  (c  = 1 gesetzt)  ist: 


p 



2 

t 

1 2R 

2R- 

j|R* 

|R* 

Sl 

2 

4R 

1 8R 

I 8R  - 

32R- 

8R3 

l^RS  1 

VR* 

Auch  hier  kann  man  m für  u setzen,  indem  man  die  überschüssigen 
Coordinaten  als  constaut  betrachtet. 


Das  Kesultat  ist  nicht  neu,  doch  habe  ich  es  besonders  hcr- 
geleitct,  weil  der  Entwickelungsgaug  dem  Folgenden  zugrunde  liegt. 


§■  7. 

Ein  Satz  über  »idehnige  Winkel. 

Eine  lineare  (»  — l)dehnung 

n,3-l +•••".>»■«  = 0 (30) 

welche  der  Einfachheit  wegen  duicli  den  Anfangspunkt  gehen  soll, 
trennt  2 Variationsgebietc 

"i^i+  •••  "»^>1  > D 

••  • D 

von  einander.  Ein  Punkt,  welcher  der  einen  oder  andern  Ungleichung 
cntsiiricht,  liegt,  wie  wir  detiniren,  auf  der  positiven  oder  nega- 
tiven Seite  von  (30). 

Gehen  nun  m lineare  (« — l)dchnungcn  durch  den  Anfangspunkt, 
so  werdcin  im  allgemeinen  2"‘  Variationsgebiete  von  einander  getrennt, 
die  sich  durch  die  verschiedenen  f’ümbinatiouen  der  Vorzciclien  unter- 
scheiden, indem  die  darin  enthaltenen  Punkte  auf  der  positiven  Seite 
einiger  (»  - l)dehnuugeu,  auf  der  negativen  der  andern  liegen. 

Eins  der  2“  Variationsgebiete,  welche  durch  m liueare  («— 1)- 
dchnungeu  getrennt  werden,  heisst  ein  «dehniger  Winkel,  jene 
(h  — l)dehnungen  seine  Seiten. 

Eine  um  den  Anfangspunkt  als  Alittclpunkt  mit  dem  Radius  1 


r 
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bcschriebcuc  ruude  (u— l)dchuuug  wird  offeubar  durch  dieselben 
linearen  (» — l)deliuungen  in  ebensoviclc  Teile  geteilt,  welche  den 
Winkeln  einzeln  entsprechen,  mit  denselben  wachsen  und  als  Mass 
derselben  betrachtet  werden  können..  Wir  setzen  daher  den  Winkel 
als  Grösse  gleich  dem  Teile  der  runden  (u — l)dehnung,  welcher 
gleich  begrenzt  ist. 

Die  Winkelgrösse  geht  demnach  aus  dem  Ausdruck  von  I\  dif- 
ferentiirt  nach  c,  l'ür  c = 1 hervor,  wenn  man  statt  der  angegebmieu 
weitesten  Integralgrenzen  diejenigen  setzt,  welche  den  Seiten  des 
Winkels  entsprechen.  Der  iidehnige  Winkel  ist  also 

sin«j8Kj  ...  f sin'*"^ cK«-i  (31) 

nach  gehöriger  Bestimmung  der  Integralgrcnzcu. 

Das  System  der  « Seiten,  deren  Gleichungen  seien 
...  = 0 (A  = 1,  ...  «) 

lässt  Veränderungen  zn,  bei  welchen  der  Winkel  sich  selbst  euii- 
grueut  bleibt.  Dies  ist  der  Tall,  wenn  alle  Seiten  untereinander  uu- 
veräuderte  Neigung,  d.  h.  die  Winkel  zwischen  ihren  Normalen  glei- 
chen Wert  behalten.  Bedinguug  also  ist 

h\.Kb\./.-\-  ...  = const.  (A  = 1,  ...  »)(«  = 1,  i — 1) 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  — 1);  daher  hangen  die 
Coefficieuteii  h von 

»1^ \n(if — l)  = 

willkürlichen  Grössen  ab.  Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  erst- 
lich die  Ju(n  — 1)  Coefficienten 

*2.1  *3.1  *4.1  ...  *11,1 
*3,a  *4,2  ...  *11,2 
*4.3  ...  *11,3 


*H.ii-l 

verschwinden,  und  ausserdem  die  Quadratsumme  der  Coefticicntcn 
jeder  der  n Gleichungen  = 1 wird. 

In  voller  Allgemeinheit  kann  man  demnach  die  Glcicliuugcn  der 
Seiten  in  folgender  Form  aufstcllen: 

ei.23'1  = 0 

''rna", -j-C2.H2'j-{-e3,M2'H~|“  . 
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Die  Cosinu'  »krw  ö.. 

eos rij  = n^<Vi — ■-^••..  ^ a = . w — 

wo  üi.i  = 1 gesHii  s Inr’a  ±-^  .•  . — - nu  > 

(tl.  (33)  lasiöa  ack  ta^  • Ji  u a • 

Führt  mia  fir  dr  j jr*  T -*t-  ^ -;z.  • 

siu  B,  = 0 

njsin»,4-ci_;  .tä  •-  = 

na  sin  »,  sia  -i;  ^ sa  •-  — , .-.»=■ 


n.» >in •»,...  sii^: — n. . V sn  •-  -k:  • 

ri  • c».*  1.  iLi  fcj  - 5H  t.v—  — — * , • = 

»ml  man  crkeuai.  «iü*  r-f  i v ^i--  - a ■--  c— . •— 

Folglich  kaaü  oua  L Ll*  •mrioifi.  . ▼•-■u.  n^.i  a «•••-«.-  -■  •• 

Vyi_|,  ^in.r.a  T U^'lIrX.  UL9  %m 1'.^' 

Kücksicht  aiif  alle  ä'-po  a nr  • i-a  u~ir".  *■  i.  ür 

vorhergehenden  SeiTea  l»ri  n-a  iuirrr  ?xiuT.-a  mt-.i.  - 

rigen  b,.  ...  «*  ; ci- ht  äVrv.  »{Ta-T.  l 

I>ie  ontere  Grc-nie  all-.-r  tm  i ed»-a  te-suJi  uir  uif* 

Kxtrcni  O sein,  wie  in  C/T>.  d»  r*--:.:!»-;!  imi-.i  'S -jr:*a  h -ne  I«e- 
grcnznng  vorkommt.  iK-nigen-i-s  tr.v:  zit  ersv«  Sncit  ».  = • iitr 
als  untere,  alle  übrigen  nur  als  <J.rre  Gr-rxre  axi  >? 


"•i' 

Siu  = ^ c»i,  ^ 


sin  B.C»e, 


,Ui 


und  zwar  wenlcii  die  ok'm  Grenzen  Ix-stimmt  dureh 

— cn.cot(«4^i)  = ci.*sin«,  ...  ej*fOSB,sin»;  ...  siu«*_j 

-{- ca.* cos «2 siu f«-  ...  sinw*_2-|-  ...  -j-r*_i>eosti*-2  (’Ci) 


insbesondere  ist 


((/,)  = 


Wird  ein  Variationsgebiet,  und-  dem  entsprechend  ein  Teil  der 
der  runden  (»— l)debnung  durch  weniger  als  n lineare  («— Ihleli- 
imiigen  begrenzt , so  kann  man  jenes  als  speciellen  Fall  iles  Winkels 
ansehen,  wo  irgend  weicbc  Sebnitte  der  Seiten  /usummenfallen.  I)h> 
Anzahl  der  effectiven  Seiten  sei  »< , ihre  GIciidiuiigon  difl 
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von  (32).  Daun  variiren  it,„,  ...  weil  sic  diircb  keine  Seite  lx‘- 
gren/.t  wenlen,  von  0 bis  2U,  und  man  liat; 


(»i)  («t) 


^ T’u.m  j j anUiCu^  ...  j sin"‘~-u„i_i?«w_i 


wo 

T il.HI 


T M,m 

2K 

= J sin"'-'i/,„5«,„  • y s 


2K 


(30) 


= (2U)  ^ - 7 


(:$7 


Demnach  ist 


T]t,tf 


eine  von  « unabliiingige  Griisse,  nnd  naeli  einmaliger  Dereclinuiif'  von 
Sl,„  sind  alle  Winkel  SI„.m  ohne  weiteres  bekannt. 


§.  H. 

Anwendung  auf  zwei-  und  tlrciseitige  Winkel. 
Nach  den  obigen  Formeln  ist  für  »»  = 2 und  3 

,..  ...  (2U)’^~' 

J„o  = ; J„,3  = 

n 


r 


21' 


(3.S) 


Slf  = diij  •-=  »'1,2 
(1 

(«,)  (>',1  't.2 

sin»»;ei«x  [1 — cos(«._,)] ?»( 


II  0 

woraus  zunächst: 


oi„.l  = - l'l,2 


(39) 


(40) 


(11) 
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Zur  Horccbnung  von  Ä-,  sctxcn  wir 

ei,a  = sintsin  J;  ^2,3  — sitfrcosf;  ra.n  = — cose 
ilaiin  wird 

cosri,2  = ri.a;  sin»i,2  = — 02,2 
cosn.3  = — siuEsinf;  cost'2,3  = — siiiEsin(n,2 — D (42) 


Sotzt  man  also 
so  gellt  rp  für  w, 
woraus : 


cos  ip  = sin  E sin(if,  — f) 

= 0 und  )’i,2  über  in  ?-i,s  und  2R  — r2,n. 

COt(«a)  = tgECOS(?(,  — f) 
dtp 

cos(«j)  = 


Dies  eingo.fülirt  in  (40)  giebt: 


Nun  ist 


•^3  = »1.2  + »’i  ,3  + f2.3  — 2R 

Diese  Hcrleitung  kann  erst  als  Beweis  des  Resultats  gelten,  wenn 
die  Voi-zeichcn  der  2 Grössen  (42)  inotivirt  sind.  Die  Unterschei- 
dung der  inuern  und  äussern  Winkel  gehört  jedoch  nicht  zu  den  ein- 
fachem Fragen.  Eine  andere  sehr  bekannte  Hcrleituugsmethode  Hisst 
sirh  direct  auf  Sl„,3  anwenden. 


Seien 


“ = (+  + +)?  1),  ta"=  (-] [-),  oi'"=  (~1 ) 

unter  den  von  O linearen  (« — l)dchnungen  gebildeten  8 Winkeln  die- 
jenigen, welche  auf  der  iiositiven  Reite  der  ersten  liegen.  Die  4 
llbrigeu  Winkel  (Gegenwinkel) 

( ),  ( h),  (-  + -X  ( h+)J 

sind  offenbar  jenen  in  gleicher  Reihenfolge  gleich,  weil  jedem  Punkte 
(j-„  ...  r«)  in  ersO'rm  Gebiete  ein  Punkt  (— a-„  ...  — r„)  im  andern 
entspricht,  und  die  Entfernung  zweier  Punkto  gleich  der  entsprechen- 
den isE  Unter  den  u bilden  je  zwei  zusammen  einen  zweiseitigen 
Winkel,  unmittelbar  nämlich  wenn  sie  2 Vorzeichen  gemein  haben,  an- 
dernfalls der  eine  Winkel  mit  dem  Gegenwinkel  des  andern,  weil  die 
dritte,  dem  -|-  und  — entsprechende,  Seite  keine  Grenze  mehr  ist. 
Mit  ihr  fallen  die  2 Neigungswinkel  weg,  welche  die  Seiten  von  un- 
gleichen Zeichen  mit  den  beiden  andern  bildet;  der  übrig  bleibende 
Neigungswinkel  zwischen  den  Seiten  von  gleichen  Zeichen  ist  dann 
der  des  zweiseitigen  Winkels,  also,  wenn  zur  Abkürzung  die  Formel 
(41) 
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Kosclirielicii  wird : 


woraus: 

(idiT 


■5^)1 ,2  = -dri.2 

w -j-  Ol'  — As!\,2 
U -f  Cll”  = ^lfl.3 
ca’-|-  ca"  =■  M(2U  — >'2,3) 

yj 

<0  = 2 ('’1,2~)- l’1.3-|- ro,;)  — 21?) 


(2R)f 

2rr! 


(n.2-l-'l,3-)-?'2,3  — 2R)  = 7'„,3.ß3 


ülieroinslimmeiid  mit  (43). 


s.  y. 


Vierseitiger  Winkel. 

Vier  lineare  (» — l)dehniiugen  begrenzen  1(5  Winkel,  von  denen 
IVilgende  8 auf  der  positiven  Seite  der  ersten  liegen: 


A = (-}-  -f"  4-  +) 

.!'  = (+  + ) 

A"  ={+--+) 
^1"'=  (+-  + -) 


H =(-f + + -) 
/!'  = (+  + -+) 

//'=(+-  + +) 
/r=  (4- ) 


während  die  übrigen  als  Gegenwinkel  nur  dieselben  Werte  haben. 
Jedes  A setzt  sieh  mit  jedem  IS  zu  einem  dreiseitigen  Winkel  zu- 
sammen. Letztere  als  bekannt  betrachtet  hat  man  1(5  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  8 Grössen  A,  IS.  Kliminirt  man  irgend  ein  IS 
zwischen  2 Gleichungen,  so  erhält  man  die  Differenz  der  .,4,  analog 
die  Differenzen  der  !S,  so  dass 


,1^  *=  >l4-^fi5  A ==»  ..l4"^fa  5 ■^l4~d;i 

y}'  = yi4-r,;  = il"  = «4-r, 

wo  die  sl  und  e bekannt  sind.  Dies  in  die  IG  Gleichungen  eingeführt 
giebt  übereinstimmend  nur  den  schon  bekannten  Wert  von  A-\- IS 
Folglich  reicht  die  Methode,  welche  bei  3 Seiten  zum  Ziele  führte, 
bei  4 Seiten  nicht  mehr  aus. 


Um  durch  Integration  den  Wert  des  vierseitigen  Winkels  zu  tinden, 
bat  man 

7i(,4 
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r„.4  = 


(2R)2  ^ 


(44) 


(«.) 


(«,) 


= r 3«,  r siDMjSftj,  / 8in*jtj0uj 

0 6''  }/ 

r '~  /“*’ . 

/ 8»o***[(“s)  — sin(M3)co8(uj)J0u, 


(45) 


Die  Gleichaogen  der  Seiten  sind; 

8inttj=0  (46) 

co8oi,2sinMj  — 8int>i.2C08«i  = 0 
sinosin^sinwjSinuj  + coattsin/JcosttiSinitj-l-cos/Scosu*  = 0 
sin  sin  d sin  r sin  si»  »*s  sin  «3  + cos  y sin  d sin  t cos  «t,  sin  itj  sin  «3 

+ cos  d sin  f cos  «3  sin  «3  4-  cos  f cos  »«3  = 0 
die  Cosinus  ihrer  Neigungswinkel: 


C0S113  = sinosin^;  + cosi>i.4  = sin ysindsinr 
X cosr23  = sin(ei,2  — a)sinjj 
T cost>2,4  =sin(«j,2  — y)sindsint 
± cost>3,4  = |cos(«— y)sin/Jsind4-cosjJcosd}sinf 

so  dass  sich  «,  ß,  y,  d,  t in  ihnen  darstcllcn  lassen. 

(4G)  ergiebt  sich  für  die  Integralgrenzen: 

cot(u3)  = — cos(u, — t>)tgß 

cot(tts)  = Jcos(!tj  — y)sindsiuj.j-j“COsdcosj»3ltg*  (49) 

Nach  teilweiser  Integration  erhält  man; 

/sin»*[(«3)  — sin(«3)cosOt3)]0M3  (»geos«* 

4-  cos  »4,  sin  («3)  cos  (».3)  4-  2 / cos  jj*  sin>'(«3)  SO43) 

Für  u,  = (mj)  gehe  (?t3)  über  in  g>.  Für  »t,  = 0 hat  man: 

— (“3)  = arctg  — 

®cosd 


(47) 

Aus  den  Gl. 

(48) 


— sin  (»13)  cos  (u.J 


ras  d sin  £ cos  £ 
1 — sin^dsin*f 


Demnsch  stellt  sich  das  Integral  (45)  in  folgende  Teile  zerlegt  dar; 

T«il  LUV. 

I 4 
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’’l.2 

«.-j/  ( H—  J—  A'-i-  Z-  + .V)c«, 


cosd  sin  { cos  f 
1 — sin*d  sin*'* 


H = . — V ; J = arctg 


cot  t 
cosd 


K—  gjcos(«s);  A = cos  (uj)  singe  cos  9) 

(«i) 

2 y cos»«,sin^(i*n)0(»4s) 


Nun  ist  nach  (4^) 


[sin(i»j)]-‘-  = ;)COS*Mj 

-I  = 1 +sin*dtg*f  cos*(«,  — y) 
U = sindcos0tg-f  co8(tti  — y) 
C = 1 — cos*d  tg-t 


• !>/  \ 0/  \ (“3) 


sin  3 cos  (m,  — y)  — cos  3 tg  »t, . 

,g  j s tg  ,4 


also 


;>*C08»s 


otgt^ 


= 2tg  f / 1 sin  3 cos(m,  — y)  — cos  3 tg  «,  1 

J P 

tglM,) 

J \f''^fitgt/g  p ) 


C5c») 


(51) 


(52) 


Fuhrt  man  die  Differentiation  aus  und  identificirt  beide  Ausdrücke, 
so  ergeben  sich  folgende  Werte  der  Coefticienten : 

fl  = AJ  = sin  3 tg  £ cos(m,  — y);  /’=cos3tg£ 

und  man  hat: 


M = 


DtgO*je)-j-^ 


Hier  ist 


Atg*{..,)  + 2fltg(«,)4-6' 


C0s3tg£ 


* Stg«, 


// 


r 1 -f- cos- 3 tg*£ 

ferner  nach  (51) 

X . o 

L = cos(«i)Bm-(rcüt  ) _jl  2lKg[u.i)^J 


der  t»thrfachett  Atudtknungen. 

Beide  Grössen  heben  sich  in  (50),  and  es  bleibt: 

*1.2 

= \ f {N—J—K)du^ 
0 

p 


^tg(u,)  + it  ß ) 

Vac—b*  ^■y'AC'—B*i 


^ t arc  t« 

yAC’—B*t^  ^ VaC—B* 

D yxe—B* 

y ÄC—B*  i#+  Ccot(»ts) 


Nun  ist 


D sindtg  t cos(u,  — y) 

l/l-lC’ — B-  Vl  -j-  tg*e  [1  — sin^d  siu*(«,  — y)] 

d 

= arc  sin  [sin  d sin  t sin(M,  — y)J 

Setzt  man  also 

. ^ y'AC—B^ 


SO  srird 


B-j-C'cot(Ui) 

sinx  = sind  sin  esiiiO«. — y) 
tird 

A^3«j  = 

Zur  Bestimmung  von  K hat  mau: 

COS(u,)  = - cps(«, - aj_ 

V 1 — sin^jS  sin^(!t,  — «) 

8 

==  — arcsin  [sin  ^sin(j«,  — (»)J 
ilso  ' 

sin»  = sinßsiu(?<,  — «) 

I wird 

K^7^^  = —epdoa 


and  schliesslich 


1 — 1,Z 

^4  = i ^ (g>8<a-j-^Sx)  ~ 


cotJ  = cosdtgf 

cot®  — tnr  — «)— jindcosi^costM,  — y) 

yi  ~ sin*/S  sin-(u,'—  a) 
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IIopp«:  KinJacftsU  Siitze  aus  der  Theorie 


pnf  _ sin  i cos  i sin*f  cos(w,  — y)  — (1  — sin*^  sin**)  tg  ß cos(i»,  — a) 
cos  t y 1 — sin*<  sin**  sin*(w,  — y) 

siny  = sin6sin*sin(«,  — y) 
sin  w = sin/JBin(ii,  — o) 

Hiernach  stellt  sich  in  ti  Kreisbogen  dar,  aber  nicht  als 
Function  derselben,  vielmehr  in  folgender  Weise.  Man  drücke  tf>  in 
u,  in  y ans;  dann  erhält  mau: 

cot  flD  = tg  e 1 [cos  3 sin  jS  — sin  3cos  ß cos(o  — /)]  Vl  — cot*/S  tg*ö 
sin3cot/Jsin(n — y)tgc»| 


cot «/;  = 


^ — (rsindcosdsin**  — (1  — sin*38in*t)tg/3cos(«  — y)l 

costcosjy  / or  \ r/i 

sin*3(  • s — y)  . 1 

* <1 — sin*osin**l  - -T  -r-. i Rinif> 


V 


X 


sin*dsiu*t 


-0  -Sin*3sin*0  ^ sinz  ] 


Betrachtet  man  dies  als  Gleichungen  zweier  ebenen  Curven,  a und  y 
als  Abscisseu,  <p  und  i];  als  Ordinaten,  so  begrenzen  diese  Curven  2 
Areale,  und  Ä4  besteht  dann  aus  2 solchen  Arealen  und  einem  Pro- 
duct zweier  Kreisbogen. 

Die  Reductiou  der  Grössen  «,  ß,  y,  3,  * mittelst  der  Gl.  (47), 
welche  wir  mit  oboni  Zeichen  nehmen,  ergiebt: 


sin«  sin  ^ — cosei.s 

cos  t»2,3 -|- cos  CI  .2 -{- cos  ci  .3 
cosasmp  = 


siut'i.ä 


woraus : 


cot«  =•  C0tci,2  + 


cos  l’>,3 


81Un,2C08Cl,3 


sin*/J  == 


C0S*n.3  -j-  COS*C2,3  -J-2COSCl,i  tn,3  c<« 


1 — COS*n,2  — C08*m ,3  — C08*c2.3  — 2c03C1.2C08C1,3  C0S^:^,3 
cos*^==  sin*ci,2 


und  dem  analog: 

sinysin3sin*  = co8ci,4 

cos  »2.4  + cos  Cl,2  COS  ci^4 


cos  y sin  3 sin* 


siuci.z 


woraus : 


coty  =•  cott>i,2-}- 


cos  02,4 


sin  ci,2C0Sci.4 
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. , COS*Pl.4  + COS*!'.>.4+^COSn.l'COSn,40OSr2.t 

sm-0  sin*«  = f — 

sm*n  i 

Endlich  erhält  mau  ans  der  letzten  Gl.  (47)  verbunden  mit  den  vor- 
stehenden: 

cosjJoosdsin*  = cosrj.i  — (sinn.e)~-!cosri4Cosri,4 

-j-  cos  (cos  r-j.3  cos  C]  .4  -j-  COS  ri  j COS  CJ.4)  -f-  COS  ('J  j COS  rj.H } 

nach  Division  durch  den  ermittelten  Wert  von  cos/J  den  von  cosdsiiif. 
and  hieraus  iu  Verbindung  mit  sind  sin  t die  Werte  von  cotd  und 
sin-«. 

Nach  Eiusetzung  dieser  Werte  würde  ü,  in  dem  Sinne  symme- 
trisch sein  müssen,  dass  die  Indices  1,  2,  B,  4 sich  unter  einander 
beliebig  vertaascheu  lassen. 
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MisctUtn, 


XIX. 

Miscellen. 


1. 

Beincrkangen  Uber  die  Transformation  der  licibiiitz'schen  Reihe 
Im  vorigen  Teile  XXIV.  8. 


Die  von  Polster  hcrgeleiteto  Reihe  für  den  Kreisquadranten  ist. 
wie  dom  Verfasser  und  mir  damals  unbekannt  war,  wie  sich  aber 
nach  erhaltener  Einsprache  bald  ergab,  schon  mehrfach  in  frühereu 
Schriften  enthalten.  Zuerst  hat  sie  Euler  in  seinem  Werke  „Institn- 
tiones  calculi  diffcrontialis“.  Petersburg  1755.  Pars  posterior  p.  295. 
als  Beispiel  der  Anwendung  eines  Princips  der  Transformation  aus 
derselben  Leibnitz’schen  Reihe  übereinstimmend  gewonnen.  Seine 
Transformationsformel  ist : 

...  = + ... 

wo  = b — n;  = (c  — b) — {b — n);  etc. 


Ferner  ist  jene  Reihe  als  spcciellcr  Fall  in  der  allgemeinem, 
gleichfalls  von  Euler  gefundenen  Reihe 


1+x» 


arctgx 


nämlich  für  x = 1,  enthalten. 


Eine  andere  allgemeinere  Rcihenentwickclung,  welche  jene  in 
sich  begreift,  ist  1865  von  E.  Catalan  entdeckt  und  in  dessen  .,Mc- 
moirc  sur  la  transformation  des  sdrics  et  sur  quelques  integrales 
döfinics“  (.4cad6mie  de  Bclgiquc  torae  XXXIII.)  enthalten.  Sie  lautet: 

“X 
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7t  P=f=  1 .2.3  ...p  __ 

ii=o  (l+s)(3+’^)  •■•  !■)"*) 

cos  *2 


.''F  

■^p=o(i-s)(3-*)  ...(2p  + l-z) 

fällt  also  für  I = 0 mit  der  in  Rede  stellenden  Reihe  zusammen. 

Uio  Arbeit  von  Polster  bat  demnach  ilirc  Bedeutung  als  vierter 
Weg  zu  gleichem  Ziele. 


R.  Hoppe. 


Satz  Uber  Parabel -Seeaiiteii  und  Sehnen 
nebst  einigen  Folgerungen. 


Die  Eigenschaft  aller  Parabelpuuktc,  dass  die  Quadrate  ihrer 
Ordinaten  sich  verhalten  wie  die  zugehörigen  Abscisseu,  gilt  bekannt- 
lich für  jeden  beliebigen  Durchmesser  als  Axe,  wenn  dessen  Scheitel 
als  Anfangspunkt  und  die  durch  ihn  lialbirten  (der  Tangente  in  sei- 
nem Scheitel  parallelen)  Sehnen  als  Ordinaten  genommen  werden.  — 
Es  lässt  sich  nun  folgender  liChrsatz  beweisen: 

Legt  mau  durch  einen  Punkt  T innerhalb  oder  ausserhalb  einer 
Parabel  ein  Sehnen-  resp.  Secantenbüschel , so  ist  das  Rechteck 
ans  den  Abscisseu  der  Schnittpunkte  (Q,  Jt)  — bezogen  auf 
den  durch  7’  gehenden  Durchmesser  als  Axe  und  seinen  Scheitel  A 
als  Aufaugspiuikt  — coustant,  u.  z.  gleich  dem  Quadrat  der  Ent- 
fernung {AT)  des  festen  Punktes  von  dem  Scheitel  des  Durchmessers. 

D.  h.  für  irgend  eine  Secautc  TQR  (Fig.  1.)  oder  Sehne  QTJt 
(Fig.  2.)  ist  AB.AC=^  A7’*. 


Beweis.  Die  Ordinaten  von  Q und  R mögen  y und  P heissen, 
die  zugehörigen  Abscisseu  x und  .Y,  endlich  AT  = z sein,  so  hat 
man,  da  Q und  R Parabelpuukte  sind: 

= X:x. 


Ferner  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  RCT  und  QBT: 

1)  für  T ausserhalb:  | II)  für  T innerhalb: 

l*:y»=»(.Y+s)'‘:(x-fi)*  und  auch  ' : >/ {X—z)*  x(z—x)^  und  auch 

= X\x.  Daher  =AT:x.  Daher 

r»-f2Aj-j-i*)  = X(x*-|-2xs-f-i^).  1 x(A-“  — 2A---fz*)=-Ar(i^— 2x2-fz»). 
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Shscetlen» 


Bei  der  Auflösung  der  Klammern  hebt  sich  in  beiden  Fällen  2xAs 
fort,  und  man  behält  — Xx^  — Xz*  = 0,  oder 

zHX—x)  — Xx(X—x)  ■=  0. 

Hier  kann  nnn 

1)  z* — xX  = 0 sein.  Dann  ist  z*  = Xe,  oder  AT*  = Aß.AC, 
wie  oben  behauptet,  so  dass  z die  mittlere  Proportio- 
nale zwischen  den  beiden  Abscissen  ist.  — Ist  aber 

2)  X — X = 0,  so  ist  A’  = X,  also  auch  Y ==  y,  und  man  erhält 

a)  für  T'  innerhalb  die  Sehne,  die  in  T'  halbirt  wird,  also 
selbst  Ordinate  des  Durchmessers  ist.  x,  X und  z fallen  in  A T’  zu- 
sammen. 

b)  für  T ausserhalb  wird  die  Secante  zur  Tangente,  da  sieb 
bei  der  Drehung  um  T*)  die  Abscissen  und  Ordinaten  bis  zum  Zu- 
sammenfall genähert  haben.  Aus  xX  wird  jetzt  x‘,  und  man  erhält 
z = X,  die  bekannte  Eigeuschaft  der  Subtaugentc,  deren  Ucrleitung 
auf  diesem  Wege  mir  instructiver  scheint,  als  die  übliche. 

Wählt  man  (Fig.  3.)  T und  T'  so,  dass  beide  auf  demselben 
Durchmesser  liegen  und  AT  = AT'  ist,  so  gehört  je  eine  Se- 
cante TR  und  Sehne  Q'R  zusammen,  die  gemeinschaft- 
liche Abscissen  haben.  (Denn,  da  AT  = Ar' und  AC  = AC, 
so  muss,  wenn  AT*  = AC.AD  und  AT'*  = AC.AB'  sein  soll,  auch 
B und  B'  zusammenfallen , also  die  Ordinaten  QB  und  Q'B’  in  ge- 
rader Linie  liegen.) 

Wird  nnn  für  A' — x ==  0 TR  zur  Tangente  und  T'R  zur  Ordi- 
nate V des  Berührungspunktes  ü,  während  die  Abscissen  in  A7’'  = z 
Zusammenfällen,  so  findet  man  v aus  der  Bedingung 

t:*iy*  = z:x  und  v*;  V*  = z:X, 

woraus 

„i.ySy2  ^ ^i.Xx  = 1 

und 

«*  = y Y 


*)  Gewöhnlich  behandelt  man  die  Aufgabe:  „In  einem  gegebenen  l’unklc 
der  Parabel  eine  Tangente  anziilcgcn“  — leitet  also  die  Tangente  aus  der 
Secante  durch  Drehung  um  einen  der  Schnittpunkte  ab.  Bei  dieser  Drehung 
ändert  sich  der  Snssere  Abschnitt  TA  fortwährend,  bis  er  für  die  Tangente 
gleich  der  Abscisse  des  Berührungspunktes  geworden  ist.  Hier  dagegen  siebt 
man , dass  A T für  alle  Secanten  constant  und  gleich  der  mittleren  Proportio- 
nale der  Abscissen  der  Schnittpunkte  ist.  Fallen  diese  zusammen , so  muss 
z = V-r*  ” X werden. 
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c bt  also  die  niiUlcrc  Proportionale  zwischen  den  Ordinalen,  wie  s 
zwischen  den  Abscissen  der  Schnittpunkte. 

Da  es  nnn  von  T ans  nur  zwei  Tangenten  an  die  Parabel  giebt, 
io  die  alle  Secanten  oberhalb  und  unterhalb  des  Durchmessers  über- 
gehen müssen,  so  rücken  die  zwei  zusammengehörigen  Y und  y aller 
Secaoten  sämmtlicb  zu  derselben  Ordinate  e zusammen,  d.  b.  auch  e 
ist  ftr  alle  durch  T gelegten  Strahlen  constant.  Sucht  mau  nuu  für 
r ein  Analogon  zu  AT,  so  findet  man,  dass  das  Stück  der  Schcitcl- 
tangente,  welches  zwischen  den  beiden  von  T ausgehenden  Tangenten 
liegt  (Fig.  3.),  gleich  p ist. 

Uau  kann  demgemäss  den  obigen  Satz  auch  für  das 
Rechteck  aus  den  Ordinalen  erweitern;  es  ist  dieses 
constant  gleich  DE*. 

Da  in  Fig.  3.  T'  auf  Q'Jl  und  TC  liegt,  QQ'  als  Ordinate  des 
Durchmessers  von  ihm  in  Ji  halbirt  wird,  so  erhält  man  T'  aus 
B und  C,  wenn  man  QBQ'  ||  RC  zieht,  BQ'  = BQ  macht  und  Q'R 
zieht,  d.  h.  wenn  man  den  harmonischen  Gegeupnnkt  zu  T'  con- 
struirt.  T,  B,  T'  und  C sind  also  harmonische  Punkte.  Dies  folgt 
auch  aus 

z:x  = X:z,  oder  (z-\-x)i(z  — x)  = (A-j-s):(,V— j),  d.  b. 

BT.BT'  = CT:CT'. 

Man  kann  diese  Construction  honntzen,  um  zu  einem  belie- 
bigen Durchmesser  leicht  die  Ordinalen  zu  zeichnen, 
was  sonst  etwas  umständlich  ist.  Man  zieht  irgend  eine  Sccantc 
TQjff,  macht  AT'  = AT,  zieht  RT'Q  und  erhält  in  QQ'  die  gesuchte 
Ordinate.  (In  der  Richtung  QT'  würde  mau  den  Endpunkt  der 
zweiten  Ordinate  RH'  finden.) 

Mau  konnte  auch  von  R ausgehend  eine  Sehne  RT'Q'  ziehen, 
AT=AT'  machen  und  durch  RT  den  Punkt  Q ermitteln,  der  dann, 
mit  Q'  verbunden,  die  Ordinate  QQ'  liefert. 

Selbstverständlich  gilt  alles  Gesagte  auch  für  die  Hauptoxe  als 
besonderen  Durchmesser,  dessen  Ordinatcu  senkrecht  sind. 

Heinrich  Simon,  stud.  math. 
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3. 

Ei*weiterung:  der  bekanuten  iSperiallSsun^ 
des  DreikSrperproblems. 

p]s  ist  bckanut,  dass  3 Punkte  mit  gleichen  Massen  unter  gegen- 
seitiger Anziehung  sich  geradlinig  nach  einem  Ceutmm  hin  so  be- 
wegen können,  dass  sie  beständig  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Drei- 
ecks bilden.  Dieser  Fall  einer  analytisch  darstellbaren  IJewegung 
eines  Punktsystems  lässt  sich  oflenbar  in  mehrfacher  Hinsicht  er- 
weitern. 

1)  Statt  dreier  Punkte  kann  mau  beliebig  viele  nehmen,  welche 
die  Ecken  eines  regelmässigen  Vielecks  sind. 

2)  Zwischen  je  2 auf  einander  folgenden  Ilauptpuukteu  kann 
man  eine  umkehrbar  poriodisebe  Reihe  anderer  Punkte  von  verschie- 
denen Radicnvectoren  einschalten. 

3)  Auch  die  Massen  der  eingeschalteten  Punkte  können  ver- 
schieden sein. 

4)  Dem  ganzen  System  kann  man  eine  Rotation  um  das  Cen- 
truni  erteilen. 

5)  Statt  des  ebenen  Vielecks  kann  man  auch  ein  regelmässiges 
Polyeder  nehmen.  Die  Rotation  ist  dann  nicht  zulässig.  Die  Ein- 
schaltung erfordert  gewisse  regelmässige  Anordnung. 

Das  Anziehungsgesetz  ist  beliebig.  Dass  das  Ceutrum  mit  dem 
System  sich  in  constanter  Richtung  mit  coustauter  Geschwindigkeit 
bewegen  kann,  versteht  sich  von  selbst. 

Wir  wollen  die  Verallgemeinerung  nur  soweit  verfolgen,  als  sic 
keine  zu  grossen  Complicationen  mit  sich  bringt,  und  betrachten  zu- 
erst die 


Reweguug  in  der  Ebene. 

Es  seien  «Punkte  (xkyk)  mit  den  Massen  ««  (^'  = 0,  1,...« — 1) 

vorhanden,  der  Abstand  von  ?«*  und  m*  sei  = z/i.a,  das  Potential 

ihrer  Anziehung 

= j/i* 

dann  ist  nach  dem  Alembert’scbcu  Princip 

= A’  ^ (1) 

*-=<)  k=l  A=0 

wo  die  Striche  die  Differentiation  nach  der  Zeit  t bezeichnen.  Zur 

■V 

f 
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Vereinfachung  kann  man  /(O)  = 0 setzen,  die  h und  k von  Ü bis  n — 1 
gehen  lassen  und  die  dadurch  verdoppelte  Summe  durch  2 dividircu. 
Setzt  man 


so  wird 


X»  = r* cos (pk-,  yk  ^ rk sin ipk 


xk"ixk-^-yk"iyk  = (r»" — rkq>k)6rk  (2rk'g>k'-\-  rkg>k")rki<pk 
(^k.k)*  = — 2rtr*C0S(v* — 

^k.hSdk,h  = [n  — r*cos(<p*  — 9>»)] drt -|- [r* — rk  cos(qp(, — 
+ rk  r*sin  (gjA  — tpk)  — S(pk) 


Nach  Einführung  des  letzten  Ausdrucks  zerfilllt  die  rechte  Seite  der 
Gl.  (1)  in  2 Teile,  die  nach  Vertauschung  von  k und  h in  einander 
übergehen,  mithin  einander  gleich  sind.  Die  Coefticienten  aller  Srk 
und  drpk  müssen  dann  die  Gleichung  erfüllen,  und  man  hat  für  jedes  k: 


" .n  — rkCQs(tpi,—  (f>k) 

n — mhf  (^k,h)  — 

^0 


^k,h 


*=»•  1 


2rk'q>k’-}-rkq)k"  = — £ mkf\dk.k) 


*=u 


rk  sin  ((pk  — ^ 

^k,k 


Ausserdem  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem 
man  8 statt  d schreibt  und  integrirt,  nämlich; 

k-H-l  k-H-l 

£ mk{rk'^-\-  rk*q>k~)  = £ mk  nu  f(/4k.k) -\-COnst. 
tnO  A=0 


Damit  die  Tangeutialbcwegung  die  gegenseitige  Neigung  der 
Radienvccturen  nicht  ändert,  muss 

”=  «p  + 

und  <p  allein  variabel  sein ; die  Gleichungen  werden : 


» V ’ j-f,  ^ — rAC0S(«A— «l 

rk—rkfp^^  £ mkf('fk.k) — — 

A=0  ^k.h 

A=0  ^k,k 

(■dkji)*  = rA*+)V,* — 2rirAC0S(trA — oa) 


Es  sei  zwischen  je  2 Hauptpunkten  nur  ein  Punkt  eingeschaltet; 
die  .Anzahl  aller  wird  dann  2«,  alle  benachbarten  Radicnvcctorcn 

haben  gleiche  Neigung  und  mau  hat: 
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rzk  = r;  ra  + i = q- 
ma  = n»;  ma-fl  = l 
Die  Gleicbuugen  wenleu: 

r" — rip'^  •=•  m £ 

» r<j  ■ 


— COS 


4 


H 


— 2/14-1  „ 

*=^-i  ’ — 9Cos2 -R 

4- 1 £ /'(^a.2*+i) 

A=0 


A — H — l 

q" — qq>'*  = m £ 

*=0 


,2A  — 2/S4-1.. 

7 — r COS  2 — - R 


/^a-1 .2* 


A=h 

*=I 


— cos  4- — 

71 


A =:h— l 


l•sln4 H 

n 


2r'«p'4- '■9"  ==  — ni  £ ^ — — 

*=o 


*=0 


. .,2//-2^  -|-l„ 

»siu2 R 

' n 


i'/V'+w"- 


. 2A-2fc  + l,, 
a=k-i  '■si'ii 

. — m £ . 

*=o  •/Ja-1,2* 


A=h 

— l £ 


*=i 


7sin4 R 

‘ ?i 

^2k-l,2h-l 


■ — 

^ik,2>i  = 2r . oA*. siu  2 - R 


•^2*- 1,2*  = ^2*,2A  + l 


7*  -}-  r*  — 27c  cos  2 R 


. 4‘  — 

■^2*-i.2/>— 1 27 . /jA« . Sin  2 — — K 


Da  die  allgemeinen  Glieder  aller  Reihen  cyklisch  periodisch  sind,  so 
können  die  A beliebige  successive  « Werte  aus  der  Zahlenreihe  durch 
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laafcu,  mithin  die  Ziihlcn  k,  ...  /l-f-"  — !•  Setzt  man  dann 

A-j-A-  für  /(,  so  werden  alle  Ausdrücke  nuabhäugig  von  k,  und  Ü,  n — 1 
die  Grenzen  der  h.  Lässt  man  jetzt  die  Terme,  welche  den  Factor 
/•'(O)  =»  0 haben,  weg,  und  substituirt  « — h oder  n — h — 1 für  A, 
jenachdem  die  untere  Grenze  1 oder  0 ist,  so  bleiben  in  den  2 ersten 
Gleichungen  die  rechten  Seiten  nngeändert,  wechseln  dagegen  ihre 
Vorzeichen  in  der  3.  und  4.  Gleichung,  sind  folglich  in  den  letztem 
-=  0.  Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung 


BO  kommt: 


Jh  — |/ </*-}-  r*  — '2qr  COS  2 ~~~  R 


„ . 2AR\  . 2AR 
2rsm — Isin  — 

H / »4 


— ocos2-^^-R 


*=„-1  r— 2 COS  2 

+ / £ f\dH)- 

/.=o 


z//. 


„2/4  + 1„ 

i=ii-l  2 — r COS  2 R 

^ - 

*=0  zf* 

-{-l  £ f \ 2q  Sin  — I sin  — 

*-l  V n / « 

2r>'+rip''  =-  0;  22>'-j-2«p"  = 0 

Letztere  Gleichungen  iutegrirt  geben: 

r*g)'  = c*\  2*9*  = 

woraus  entweder 

r = cy»;  ~ ^'P\  v'  ~ oder  <p'  = 0 
Soll  ijp’  nicht  null  sein,  so  gehen  die  2 ersten  Gleichungen  ülier  in 


1 m *— 


■ 2/<R\  . 2AR 

£ f'\2er>i\n  — I sin  - 

,=i  V » / » 


,*=»-1  c-icos2— ^-R 

+ - ^ rw— ^ 

A — ecos2  — — R 

ifl  * — i m. 

- Ä i,  är-  - 

+ V(2A.sin?^)sin?^»‘ 

0 4-1  \ ^ H f n 
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MiacdUn. 


+ c*  — 2ic  cos  2 R 


Beide  Aasdrücke  müssen  unabhängig  von  p einander  gleich  sein. 
Diese  Bedingung  lässt  sich  durch  l,  m allein  erfüllen,  wenn 


ist.  Sei 


, *=«-»  / . 2AR\* 

2A  = £ ( 2sin — ) 

A=1  \ « / 


f'(Q  = «I* 
+1 


*=»—1  a=m— 1 2A-I-1 

B=£  C=  £ d*»->cos2— 

*=0  *=0  " 


dann  lautet  sie: 


wctraus : 


^C'^n+AA»-*/ 

TO  = — 


p"  = ;>-®+rp* 
und  nach  Integration: 


2e 


wo 


Ferner  ist 


« = |A*(Ar)x->  + JJC — ijx  — C*  I iiM 

r g?’ 


„x+I 


Es  hat  sich  ergeben,  dass  die  Rodicnvectoren  ein  beliebiges 
constantes  Yerhältniss  haben,  wodurch  auch  das  Verhältniss  der 
Massen  hcstimint  wird.  h'Ur  x = 1 ist,  wie  man  leicht  bemerkt, 

I = TO. 


by  Goo^ 
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Da  noch  über  das  Verhältniss  h:c  verfügt  werden  kann,  so  wür- 
den sich  die  2 Bedingungen  erfüllen  lassen,  welche  aus  der  Annahme 

/'(I)  = 

hervorgehen. 

Der  Fall  cp'  = 0 ist  in  der  vorstehenden  Lösung  nicht  aus- 
geschlossen , nur  sind  hier  die  Gleichungen  r = cp-,  q -=  bp  eine 
willkürliche  Specialisirung.  Die  allgemeine  Integration  ist  mit  ge- 
wöhnlichen Mitteln  nicht  ausführbar. 


Bewegung  im  Raume. 

Wenn  n Punkte  (ruykn)  von  gleicher  Masse  m,  die  sich  unter 
gegenseitiger  Anziehung  bewegen,  zu  irgend  einer  Zeit  die  Ecken 
eines  regelmässigen  Polyeders  einuehracu  und  gleiche  nach  dem 
Radiusvector  gerichtete  Geschwindigkeiten  haben,  so  bedarf  es  keines 
Beweises,  dass  sie  in  diesem  Zustande  verharren,  und  nur  der  Radius- 
vector  variirt;  daher  reicht  auch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
allein  zur  Bestimmung  der  Bewegung  hin.  Mau  hat  also: 

1 

,•'2  = 2r/t  £ -j-const. 

A=I 

wo  die  dl,  die  Entfernungen  aller  Ecken  von  einer  bezeichnen. 
Setzt  man 

dh  — rdh 

so  ist  dl,  die  Kante  oder  Diagonale  für  den  Eckradins  = 1. 

Hiernach  hat  man  für  das  Tetraeder: 

!•'*  = 6rn/(2y^ -|-const. 

für  den  Würfel: 

r'*  = 2w  I *■)  +.^(2r)|  +oonst. 

für  das  Oktaeder: 

r'*=  2ml4/(V2.r)-f/(2r)!-f  const. 


für  das  Dodekaeder; 


= 2«  {3/ (5^3-  r)  -f  6^(:^)  + 6/(^1  r) 


4"  +/’(2r)|  + const. 


für  das  Biosaeder: 


•<  - 2,„  I v(är  + .v(2r  +con« 

R.  Hoppe. 
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4. 

Gleichung  der  Curre  eines  Bandes  mit  unauilltisbarem  Knoten 

nebst  AuflSsung  in  vierter  Dimension.  ' 

Jede  Cnrve  kann  ein  undurchdringliches  Band  repräsentiren,  . 
wenn  sie  keinen  Doppelpunkt  iiat  Ein  unauflösl>arer  Knoten  setzt  | 
voraus,  dass  die  Cnrve  geschlossen  ist.  Er  ist  dadurch  bedingt,  dass 
die  Cnrve  durch  keine  stetige  Variation  in  die  Curve  eines  Bandes 
ohne  Knoten,  z.  B.  in  einen  Kreis,  flbergehen  kann,  ohne  dass  za 
irgend  einer  Zeit  ein  Doppelpunkt  entsteht 

Ein  Beispiel  einer  solchen  Curve  ist  folgendes; 

X = C08u(3c08u-j-2) 
y ==  ösinucosu 
3 = sinu(25cos*i£ — 1) 

An  der  Abbildung,  welche  die  Projcction  der  Curve  auf  die  ary  Ebene 
darstellt,  und  wo  die  Intervalle  der  positiven  und  der  negativen  i 
durch  ansgezogene  und  punktirtc  Linien  unterschieden  sind,  erkennt 
man,  dass  sic  einem  geschlossenen' Bande  mit  dem  bekannten  ein- 
fachen, offenbar  unandösbaren  Knoten  entspricht.  Der  analytische 
Nachweis  würde  für  den  geringen  Zweck  zu  umständlich  sein. 

Die  mit  der  Zeit  i variirende  Curve  sei  ausgodrttckt  durch  die 
Gleichungen : 

X = JcO9m13cO8m(1-(-CO80  + 3 + COS/1/'(0 
y = isinnjScoSitfl-l-cosO  + l — cos#]/'(<) 

3 = i sin?»  (25  cos“«  — l)(l-)-cosO/'(0 
?e=  «sin<./'(0 

Hier  bedeutet  w die  vierte  Coordiuate,  indem  eine  Ausweichung  nach 
vierter  Dimension  zngclassen  wird,  und  /(/)  eine  Function,  die  so 
bestimmt  werden  kann,  dass  die  Curve  eine  constante  Länge  belullt. 
Uebcrdics  sei  /(O)  = 1 ; /(2R)  ■=  c. 

Für  t = 0 und  i — 2R  verschwindet  ic,  die  Gleichungen  drücken 
2 Curven  im  Raume  ans  und  zwar  beziehungsweise  die  obige  Knoten- 
curve  und  den  Kreis 

X = c cos  ?» ; y = c sin  ?» ; s = 0 

Zwischen  beiden  findet  ein  stetiger  Uebergang  statt,  und  da  für  jedes 
i bei  Variation  von  ?*  von  0 bis  4R  die  eine  Coordinate  w nie  2 
gleiche  Werte  hat,  so  ist  schon  darum  ein  Doppelpunkt  zu  keiner 
Zeit  möglich,  folglich  ist  durch  den  Uebergang  der  Knoten  aufgelöst 

R.  Hoppe. 
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XX. 

üeber  gewisse  Quadrate, 
die  an  zwei  gegebene  Kreise  geknüpft  sin<i. 

Zwei  Aufgaben  der  aiialyti.schen  (ieouiotrio. 


Von 

Mack. 


Wenn  zwei  Kreise  nach  Lage  und  Grösse  gegeben  sind,  kann 
unter  Umständen  verlangt  werden,  dass  man  ein  Quadrat  zeicline, 
welches  zwei  Ecken  auf  dem  einen  Kreis  habe,  die  zwei  übrigen  auf 
dem  andern.  Hiebei  sind  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  be- 
rtcksichtigen : die  zwei  auf  dem  einen  jener  Kreise  liegenden  Ecken 
es  Quadrats  sollen  entweder  Endpunkte  einer  Diagonale  oder  End- 
punkte einer  Seite  sein.  Dem  entsprechend  ergeben  sich  zwei  Auf- 
gaben, welche  offenbar  zusammen  gehören.  IJci  beiden  ist  es  ganz 
entschieden  die  Lehre  von  der  Chordale  zweier  Kreise,  welche  die 
wichtigsten  Anknüpfungspunkte  für  die  Autiösuugeii  darbictet;  aber 
diese  selbst  zeigen  sich,  sowohl  was  den  Gang  des  Verfahrens  als 
was  den  Charakter  des  Ergebnisses  betrifft,  sehr  verschieden  geartet, 
ch  will  sofort  die  eine  und  die  andere  Aufgabe  mit  den  Ilülfsmittelii 
der  analytischen  Geometrie  in  Angriff  nehmen  und  sie  zu  erlediueii 
suchen. 


§ 1. 


Aufgabe.  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen,  deren  Mittel- 
punkte getrennt  liegen,  soll  ein  Quadrat  gesucht  wer- 
uen,  von  welchem  die  eine  Diagonale  als  Sehne  in  den 
ersten  Kreis  falle,  die  andere  als  Sehne  in  den  zweiten. 


T«il  LIIT. 


IS 
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Auflösung.  Es  sei  2a  der  Abstaud  der  Mittelpunkte  -V,i 
der  zwei  gegebenen  Kreise  A',,  A',,;  es  seien  »•„  j-,j  die  zugehörigen 
Hadieu,  und  zwar  i-,  der  etwa  grössere.  Der  Ilalbirungspunkt  O der 
Strecke  A/,  .If,,  werde  als  Ursprung  rechtwinklig  verbundener  Coor- 
dinaten  OX,  OY  gcnoinineu,  so  zwar  dass  der  positive  Zweig  OX 
der  Abscisscua.xe  der  dtirch  den  Punkt  Af,,  gehende  sei. 

Den  Punkten  A/j,  A/,,  kommen  hienach  beziehungsweise  Abscis- 
■seuwerte  — «,  -|-«  zu,  wahrend  der  Ordinatenwert  eines  jeden  Xnli 
ist;  und  als  Gleichungen  der  zwei  Kreise  sind  angegeben 

1)  + = ’■I^  -)  (■•«•  — = e,,-. 

Es  genügt  otVenbar,  die  Länge  der  Diagonale  des  verlangten  Quadrats 
und  die  Lago  seines  Mittelpunkts  C zu  ermitteln;  wir  führen  dem- 
gemäss jene  Länge  2g  in  die  Rechnung  ein  und  die  Coordinatenwerle 
p,  q des  Punkts  Der  dem  Quadrat  selbst  umzuzeichnendc  Kreb 
ist  dann  darzustellen  durch  die  Gleichung 

:i)  (x— y>)'+ = Q-, 

und  sofort  sind  auch  die  Gleichungen  der  zugehörigen  Diagonalliuien 
zu  bilden.  Da  nämlich  die  in  den  Kreis  A',  fallende  Diagonale  eine 
gemeinschaftliche  Sehne  der  Kreise  1)  und  A)  sein  muss,  so  wird  die 
(ileichung  der  enfsprecheudeu  Geraden  durch  Subtraction  der  3)  von 
der  1)  gewonnen,  wodurch  mau  mit  leichter  Umformung  erhält 

4)  ^{i>-\-u)x-\-2qij  — — Q-. 

Auf  demselben  Wege,  durch  Verbindung  von  2)  und  3)  findet  sich 
ilie  Darstellung  der  andern  Diagonallinie 

5)  2{p  — «)x-{-  2qy  = 

diese  natürlich  auch  aus  4)  ganz  einfach  durch  gewisse  Substitutionen 
zu  erhalten. 

Da  die  Geraden  4)  und  5)  beide  durch  den  Punkt  (;j,  q)  gehen, 
und  da  sie  aufeinander  senkrecht  stehen  müssen,  so  ergeben  sidi 
hieraus  die  drei  folgenden,  zur  Bestimmung  der  unbekannten  p,  q,  g 
dienenden  Gleichungen. 

2(p-{-a)p-\-2q-  = ;)-+cr — — g- 
2(p-a)p-j-2q^  = c/-  — »'n"  — P" 

(P  — “)(/'+«)+'/*  = G 

Sie  werden  durch  nächst  liegende  Umformungen  und  Reductionen 
einzeln  übergeführt  iu 
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6) 

7) 

8) 


2op+P*  + <Z*  = ri 
•2ap4-p*+3*  = r,,*  — o*- 
= a*. 


-a*— j.* 


Statt  der  G)  und  7)  sind  aber  noch  bedeutend  einfachere  Gleichungen 
zu  erhalten,  wenn  mau  jene  sowohl  durch  Subtraction  als  durch  Ad- 
dition mit  einander  verbindet  und  zugleich  die  Angabe  8)  beizieht. 
Wird  nttmlich  die  7)  von  der  G)  snbtrahirt,  so  erhält  man  sofort 

4«p  = r,!*  — 

und  demgemäss,  weil  n nicht  Null  sein  darf. 


9) 


4a 


Die  Addition  der  G)  und  7)  gibt  zunächst 

2(p*-fr)  = — 2a*- 

wird  aber  hier  der  durch  8)  darbeboteuc  Wert  für  eingesetzt, 

so  bekommt  man  mit  leichter  Umformung 

also  auch  rechts  und  links  die  absolute  Wurzel  nehmend 

,0, 

Nachdem  p und  p bereits  ennittelt  sind,  bleibt  nur  übrig,  in  8)  die 
entsprechende  Substitution  für  p zu  machen  nm  zu  erhalten 


fy*  = a^- 


ICa* 


also 


11) 


, VlGa*  — (r,*  — r,,*)* 

:n 


Um  das  absolute  Glied  dieses  Wertes  ebenso  für  eine  geometrische 
f'oustruction  geeignet  zu  maclicn,  wie  sic  bei  9)  und  10)  von  selbst 
sich  ilarbietct,  hat  mau  den  in  11)  vorkommenden  Wurzelausdruck 
nur  umzuformen  in 

y4a-4-(ri*—  r,,*)  V4a*  — (r,*  — r,,*), 

wonach  man  bemerkt,  dass  die  rechte  Seite  der  11)  als  vierte  Pro- 
^jportioualc  zu  drei  bekannten  Längen  sich  ermitteln  lässt.  Wir  wollen 




15* 
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.l/a  c k ; L’ebrr  yeicinse  Quadralt. 


mehr  — bessere  iu  Aussicht  nohnicnd  — vorerst  die  Gleichungen 
9)  ...  11)  genau  darauf  untersuchen,  was  über  die  Frage  nach  der 
Möglichkeit  unsrer  Aufgabe  und  nach  der  Anzahl  der  Auflösungen 
uns  ihnen  zu  eutuohnieu  sei. 

Was  zunächst  die  9)  betrifft,  so  gibt  sic  für;»  immer  einen  ein- 
zigen reellen  Wert,  wie  auch  die  positiven  r, . r,,,  n gegeben  sein 
mögen. 

Auch  die  10)  bietet  für  o immer  nur  einen  einzigen  Wert,  wel- 
cher ja,  uni  brauchbar  zu  sein,  reell  und  positiv  sein  muss. 

Zu  dem  eindentigeu,  immer  reellen  Abscissenwert  des  Punktes 
C.  welchen  die  9)  gegeben  hat,  liefert  die  11)  ilen  zugehörigen  Ordi- 
natenwert:  entweder  imaginär,  oder  reell  und  eindeutig  (nämlich 
nullgleich),  oder  reell  und  zweideutig  (nämlich  in  Gestalt  zweier  eni- 
gegengesetzt-gleichcn  Grössen). 

Im  ersten  dieser  drei  Fälle  ist  gar  keine  der  Aufgabe  genttgeiule 
Lage  für  Punkt  C zu  tiuden,  im  zweiten  Fall  eine  einzige,  auf  der 
Geraden  d/,,  befindliche  (),,  im  dritten  endlich  erhält  man  zwei 
J,agen  C',,  C,„  die  mit  Bezug  auf  -l/,  d/,,  symmetrisch  sind. 

Die  im  zweiten  Fall  auftretende  Lage  f',,  kann  eine  einzige 
Auflösung  der  Aufgabe  gewähren,  aber  solche  ist  doch  nur  daun  wirk- 
lich vorhanden,  wenn  zu  ilem  gefundenen  C„  auch  ein  reeller  Wert 
für  Q hinzutritt. 

Kbenso  die  im  vorigen  dritten  Falle  auftreteudeu  C'„  f’„  küu- 
nen  zwei  Auflösungen  unsrer  Aufgabe  gewähren;  aber  solche  sind 
nur  dann  wirklich  vorhanden,  wenn  der  mit  ihnen  zugleich  sich  er- 
gebende (einzige)  Wert  von  q reell  ist. 

Nach  Obigem  haben  wir  folgende  Zusammenstellungen  zu  machen. 

.\)  Bedingung  der  E.vistenz  einer  einzigen  Auflösung  unsrer  Auf- 
gabe : 

n)  die  aus  Betrachtung  des  Radicanden  in  10)  zu  entnehmemlc 

(i)  die  aus  Betrachtung  des  Rad.  in  11)  sich  ergebende 
•Ja  = Vr, - — (•„=*  = V(>-j+r,,  )(»•,—»•„). 

Hierbei  zu  bemi“rken,  dass  mit  obiger  «)  con  selbst  milgesetzt  ist 

2«.  <r,-f  c„, 
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and  durch  dre  ß)  von  selbst  mitgesetzt 


Bl  ßcdiiiguugeu  der  Existeuz  vou  zwei  AuflOsnugou  unsrer  Auf- 
gabe: 

Cf)  2((  mit  Kiusehluss  von  2((  <[  r, -j- r,, . 

ß)  2« Vr,*  — r,i*  mit  Eiuscbluss  von  äff  r,  — <•„. 

Wenn  wir  diese  Angaben  unter  A and  /f  geomctriscli  anslegen  wollen, 
$0  ist  vor  allem  zu  bemerken,  dass  in  beiden  Grujtpen  gleich  gut, 
gewissermassen  als  VorlK“dinguiigen  enthalten  siud 

ä<«  j'j r, , nnd  äfi  ^ rj — Cj,. 

Ltamit  ist  offenbar  gesagt: 

I)  b’ür  jede  ^löglichkcit  der  Auflösung  unsrer  Auf- 
gabe ist  als  Vorbedingung  die  zu  stellen,  dass  die  zwei 
gegebenen  Kreise  einander  schneiden. 

Sofern  dies  geschieht,  seien  die  zwei  sieh  ergebenden  Burch- 
sehuittc  symmetrisch  zur  AA, .t/,,  liegend,  mit  />, , />„  bezeichnet, 
und  A'  (auf  selbst)  heisse  der  Halbirungspuukt  der  geinein- 

.'■ebaftlichen  Sehne  />,/>„;  diese,  in  dio  Chordale  der  Kreise  A’,,  A',, 
iallende,  ist  nebst  den  zwei  cougruenten  und  symmetrisch  liegenden 
Dreiecken  A/,  f)^  und  wol  zu  beachten. 

Wenn  die  Grundforderung  I)  erfüllt  ist,  und  man  sieht  auf  die 
Gruppe  A von  Bedingungen  zurück,  so  ist  bei  der  A),  ß)  nämlich 

2f, 

zu  bemerken,  dass  (wegen  der  Grundvoraussetzung  u > 0)  dies  nur 
/ntreffeu  könne,  wenn  »•,  und  r„  ungleich  seien,  also  (nach  Einlei- 
tung) wenn  r,  > »•„  sei.  Letzteres  also  festsetzend  wollen  wir  auch 
nicht  übersehen,  dass  hier  mit  der  A,  (i)  von  selbst  erfüllt  sei  dio 
A,  o).  Nun  setzen  wir  gemäss  der  A,  ß)  in  jeder  der  drei  Gleichun- 
gen 9)  ...  11)  den  Wert  Vf/  — rj,*  für  2a  ciu;  sic  liefern  daun 
der  Reihe  nach  ganz  einfach 


= a 


9 “ ''ji,  f/  = U. 


Die  gemachten  Bemerkungen  reichen  hin,  um  folgende  Behauptungen 
zu  begründen. 


II)  V nsre  .‘Vufgabc  lässt  eine  einzige  Auflösung  zu 
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daun  und  nur  dann,  wenn  die  Kreise  A’„  A'„  ungleich 
gross  (A'j  > A'jj)  gegeben  sind,  und  wenn  sic  zwei  solche 
Durchschnitte  I\,  Du  haben,  dass  jeder  der  Punkte  D 
mit  den  gegebeneu  Mittclpuuktcn  3/„  A/,,  als  Ecken  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  bestimmt,  welches  den  rechten 
Winkel  bei  dem  Mittelpunkt  des  kleineren  Krei- 
ses hat. 

Dieser  Punkt  A/,,  (a,  U)  ist  cs  dauu  selbst,  mit  wel- 
chem sowol  der  Ilalbirungspuukt  E der  Sehne  als 

der  Mittelpunkt  t'o  j/>  = a,  </ = 0}  des  gesuchten  Qua- 
drats znsammoufiillt,  dessen  Halbdiagonale  (p  = r„) 
gleich  dem  Halbmesser  des  kleineren  gegebeneu  Krei- 
ses ist  Der  Durchmesser  des  letzteren,  als 

Sehne  des  grösseren  Kreises,  ist  sogar  selbst  die  eine 
Diagonale  des  gesuchten  Quadrats,  während  die  an- 
dere, als  Durchmesser  von  A',„  senkrecht  zur  />,  Z?j,  in 
die  Gerade  3/,  JZi,  fällt. 

Sehen  wir  jetzt  auf  die  Zusammcustellung  B)  von  Bedingungen 
zurück;  wir  haben  dabei,  wie  vorhin,  die  Punkte  D und  E zu  be- 
achten. 

Unter  den  Forderungen 

B,  o)  2a  < r,i» 

B,  ß)  '2a  < 

ist  keine,  wodurch  die  Gleichheit  vou  r,  und  r,,  ausgeschlossen 
würde;  wir  haben  also  hier  dahin  gestellt  zu  lassen  ob  r,  ^ r,,. 

Die  B,  o)  auf  die  Form  gebracht 
(2a)=*  < r,*-f 

sagt  offenbar  über  das  Dreieck  .V,  J/„D:  der  Gegenwinkel  (D)  seiner 
Seite  M^Mii  ist  spitzig. 

Ebenso  die  Forderuug  B,  ß)  auf  die  Form  gebracht 

(2«)*>.-,»-r„=< 

oder 

sagt  uns  vou  demselben  Dreieck:  der  Gegenwinkel  (d/,,)  seiner  Seite 
df,  D ist  spitzig. 

Da  nun  r,  also  -'/j  D ^ d/,,  D,  so  folgt  aus  der  Spitzig- 

/ 
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kcit  des  Gcgcuwinkels  iler  .1/,  1)  auch  die  des  Gcgcmvinkels  iler 
es  ist  also  gemäss  Vorstelieiuleiii  zu  l)ehauptcu: 

111)  Unsre  A ufgalie  hat  zwei  Aut'lösiingeu  dann  und 
mir  dann,  wenn  die  zwei  gegehonen  Kreise  — seien  sic 
gleich  oder  unglcicli  — dcriiiasscu  sich  schneiden,  dass 
ihre  Mittelpunkte  dAj  .1/j,  mit  jedem  der  Durchschnitta- 
punkte  />  ein  durchaus  spitzwinkliges  Dreieck 
hestini  men, 

Während  vorige  Nr.  II)  die  ihr  entsprechende  Coustructiou  als 
eine  ganz  vollständige  von  seihst  mit  sich  gebracht  hat,  ist  dies  für 
den  Fall  der  Nr.  III)  nicht  ebenso.  Statt  nun  aber  zu  seinen  Gun- 
sten auf  diejenige  Art  von  ('onstrnctionen  zurückzugreifeu.  welche  bei 
Nr.  II)  als  möglich  erwähnt  wurden,  wollen  wir  vielmehr  zurück- 
greifeii  auf  die  so  sehr  einfachen  Gleichungen 

H)  = 1»)  = 

welche  — frei  von  9 — nur  die  Coordinateuwerte  q des  ijuadrat- 
mittelpuiiktes  C mit  den  gegebenen  <i,  c,,  »•,,  enthalten.  Die  h)  gibt 


d.  li.  oöenbar:  der  Puukt  C ist  angewiesen  auf  eine  bestimmte  mit 
der  OrdinatenaiC  parallele  Gerade.  Als  diese  erkennt  man  leicht  die 
Chordale  der  zwei  gegebenen  Kreise;  denn  die  Gleichung  dieser, 
durch  Subtractiou  der  Kreisgleichung  ’J)  von  der  1)  zu  bilden,  lautet 

und  diese  entspricht  genau  der  obigen  ’J). 

Was  die  H)  betrifft,  so  sagt  sie  von  dem  Punkte  C (/>,  </)  offen- 
bar, sein  Abstand  vom  Punkte  O sei  — « — OA/j  = -f-  s*'’’ 

verweist  also  den  Puukt  C auf  den  Kreis,  der  über  j'/j.'/u  als  Durch- 
messer zu  hesebreiben  ist. 

llicruach  ist  offenbar  zu  sageu: 

IV)  Wenn  zu  zwei  gegebenen  — sieh  seh  neiden  den  — 
Kreisen  A',,  Ä',j,  deren  Mittelpunkte  3/,,  .lA,,  heissen 
mögen,  irgend  ein  Quadrat  gehört,  dessen  eine  Diago- 
nale als  Sehiiü  in  A’,  liegt,  die  andere  als  Sehne  in  A',,: 
so  ist  jede  für  den  Miftelpuukt  C solches  Quadrats 
brauchbare  Lage  zu  finden  als  gemeinschaftlicher 
Punkt  zweier  bekannten  geometrischen  Oerter.  Der 
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eine  ist  die  Chordalc  der  zwei  gegebenen  Kreise,  (wcl- 
ehe  ihre  gemoiuschaftlicho  Sehne  enthält)-,  der 

andere  Ort  ist  die  Peripherie  des  übcrit/,3/,,  alsDurch- 
messcr  zu  beschreibenden  Kreises. 

Dazu  sind  folgende  Bemerkungen  zu  machen. 

Die  Chordalc  D„  der  zwei  (sich  schneidenden)  Kreise 

ist  dem  Mittelpunkte  A/j,  des  etwa  kleineren  näher  als  dem  des 
grösseren;  während  sie,  wenn  und  gleich  sind,  die  Strecke 
3/,  3/j,  halbirt. 

Soll  also  die  Gerade  ZJ,  D„  den  Uber  3/,  A/j,  beschriebenen  Orts- 
kreis berühren,  so  kann  dies  nur  geschehen,  wenn  Ky  und  3T„  un- 
gleich sind;  und  als  Bertthrungsstelle  ist  dann  nur  möglich  der  Punkt 
3/,,.  Dieser  ist  nun  als  die  einzige  brauchbare  Lage  für  C in  Be- 
tracht zu  ziehen;  er  ist,  wie  obiger  Satz  II)  lehrt,  auch  wirklich  in 
diesem  Sinne  brauchbar. 

Wenn  ferner  die  Gerade  D^  /)„  mit  dem  Ortskreisc  zwei  Durch- 
schnitte C’j,  Cn  giebt,  während  die  Kreise  A', , gleich  oder  un- 
gleich sein  mögen:  so  geht  jene  frei  zwischen  den  Endpuukten  der 
auf  ihr  senkrechten  Strecke  3fi3/„  hindurch.  Daraus  folgt  dann, 
dass  jedes  der  zwei  Dreiecke  3Z,  3Z,j  /Z,  und  3/,  3/j,  £)„  sowol  bei 
3/,  als  bei  3/„  einen  spitzigen  Winkel  hat.  Nach  Satz  III)  sind  nun 
aber  die  erhaltenen  Punkte  C,,  C\y  nur  dann  brauchbar,  wenn  die 
oben  genannten  Dreiecke  auch  noch  an  den  Punkten  D spitzige 
Winkel  haben.  Beachtet  man  jetzt,  dass  jeder  der  Winkel  3/,C^3f„ 
und  My  Cn  Myy,  als  Winkel  im  Halbkreis,  ein  rechter  ist:  so  erkennt 
mau,  dass  die  Spitzigkeit  jener  bei  Dy  und  ZJ,j  befindlichen  Drei- 
cckswinkel  nur  statthaben  könne,  wenn  die  Punkte  Dy,  Dyy  weiter 
als  die  Punkte  Cy,  C,,  von  der  Axe  3Z,  3/n  entfernt  seien. 

Dieses  zusammenfassond  mit  allen  vorhergehenden  Sätzen  haben 
wir  nun  zu  sagen: 

V)  Wenn  zwei  Kreise  Ky,  A',,  (jener  der  etwa  grös- 
sere) mit  Mittelpunkten  My  3/„  gegeben  sind,  und  cs 
soll  der  Mittelpunkt  C eines  Quadrats  gefunden  wer- 
den, dessen  Diagonalen  jede  als  Sehne  in  einen  der 
gegebenen  Kreise  fallen:  so  ist  vor  allem  zu  sehen,  ob 
die  nach  I))  unumgängliche  Grundf orderuug  erfüllt 
sei,  dass  Ky  und  Kyy  in  zwei  Punk  ten  Dy  und  Dyy  sich 
schneiden.  Ist  dieselbe  erfüllt,  und  wird  nebst  der 
Chordalc  DyDyy  der  Ililfskrcis  über  dem  Durchmesser 
3/j  3/,i  ciugeführt,  so  ist  die  Aufgabe  doch  nur  dann  in 
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lösen,  wenn  die  Gerade  ö,  ö„  den  Hilfskrois  entweder 
berührt  oder  schneidet.  — Berührt  sie  ihn  — wie  es 
nur  im  Mittelpunkt  .A/„  des  kleineren  gegebenen  Krei- 
ses geschehen  kann  — so  ist  Mj,  die  einzige  mögliche 
aber  auch  wirklich  brauchbare  Lage  von  C,  und  es  ist 
(vcrgl.  II))  Dil  selbst  nach  Grosse  und  Lage  die  eine 
Diagonale  des  gesuchten  Quadrats.  — Wenn  aber  die 
Gerade  D,D„  den  Hilfskreis  in  zwei  Punkten  C'„  C'i, 
schneidet,  so  sind  diese  daun  brauchbar,  und  nur  daun, 
wenn  sie  näher  an  der  Geraden  sind,  als  dies  bei 

den  Punkten  D„  D,,  der  Fall  ist. 


Hat  man  irgend  einen  der  Aufgabe  genügenden  Punkt  C gefun- 
den, so  ergeben  sich  offenbar  die  Ecken,  die  Seiten  und  alle  Dimen- 
sionen des  gesuchten  Quadrats  dann  am  bequemsten,  wenn  man  in 
der  Lage  ist,  zunächst  nur  irgend  einen  weiteren  Punkt  einer  durch 
C gehenden  Diagonal  1 i u i e zu  finden.  Für  den  Fall,  wo  C nach  it/,, 
zu  liegen  kommt  (p  = a,  q — 0),  ist  ans  den  in  II)  sich  darbieteuden 
Gründen  ein  solcher  Hilfspunkt  nicht  erst  zu  suchen.  Was  aber  die 
anderen  Fälle  betrifft,  so  wird  irgend  eine  der  Gleichungen  4)  und 
5)  uns  dienen,  durch  welche  wir  anfänglich  die  beiden  Diagonalliuien 
dargestellt  haben.  Nehmen  wir  z.  B.  die  5),  welche  auf  die  in  den 
Kreis  Ä'i,  fallende  Diagonale  sich  bezieht,  und  heissen  wir  F den  Durch- 
schnitt der  Geraden  5)  mit  der  Abscissenaxe  Da  sein  Ordi- 

natenwert  0 ist,  so  haben  wir  für  seinen  Abscisseuwert  X zunächst 
die  Angabe  (nach  5))  zu  machen 

12)  2(p-~«) 


Diese,  mit  Rücksicht  auf  den  Divisor  (p — a),  ist  nur  für  den  Fall 
Ip  = a mit  5 = U;  C in  abzulehneu.  Lassen  wir  letzteren 

(mehrfach  besprochenen)  aus  dem  Spiele,  und  führen  wir  in  der  12) 
die  für  p,  »/,  p bereits  gewonnenen  Worte  ein.  Da  nun  nach  8)  für 
— zu  setzen  ist  Null,  so  wird  zunächst  vermöge  dieser  Be- 
merkung einfacher 


aber  nach  10)  ist  für  — p*  zu  nehmen  i(’‘ii®*  — r,*-{-4rt*), 
und  nach  9)  für  2(p — a)  zu  nehmen  i(r,*  — Ci,“*  — 4fl*):ft, 
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IlitTuach  Jlt  mit /’ bezoichiietc  Punkt  ( — «,  U)  ist  identiscli  mit  «loin 
Punkte  3/,;  (1.  h.  die  Linie  der  in  den  Kreis  A’„  lallenden  Diagouaic 
gellt  durch  deu  Mittelpunkt  von  A',.  Aul'  dieselbe  Art  ist  zu  zeigen, 
dass  die  Linie  der  in  A’,  lallenden  Diagonale  durch  den  Mittelpunkt 
von  A'i,  gehe;  es  ist  also  die  weitere  ilauptangabe  zu  machen: 

VI)  Wenn  ein  jedem  von  zwei  gegeboucu 

Kreisen  eine  seiner  Diagonalen  als  Sehne  abgibt,  so 
muss  immer  durch  deu  Mittelpunkt  des  einen  Kreises 
iliejciiige  Diagonalliuie  gehen,  welche  die  in  den  an- 
dern Kreis  ent  lall  endo  Diagonale  darbietet. 

Mit  den  früheren  verbunden  lehrt  dieser  Satz  zugleich: 

VII)  Wenn  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei  t^iia- 
drate  sich  finden,  deren  jedes  in  jeden  der  Kreise  eine 
Diagonale  als  Sehne  ab  gibt,  so  liegen  diese  unter  sich 
gleichen  Quadrate  symmetrisch  zu  der  Centrale  «ler 
Kreise. 

Für  den  Fall  der  bi  i ii  z i g k e i t eines  c u t s p r e e h e ii  d o n 
Quadrats  wissen  wir  schon  aus  II),  dass  es,  weil  eine 
seiner  Diagonalen  in  die  Centrale  füllt,  zu  dieser  .sym- 
metrisch liege. 

Durch  die  bisherigen  Entwicklungen  ist  wol  alles  Wesentliche 
dargeboten,  was  im  Sinne  der  algebraischen  AutiOsung  unsrer  Auf- 
gabe und  der  auzuknUpfendeu  Constructionen  zu  verlangen  ist.  Xur 
dies  wird  etwa  noch  gewünscht  werdcu  kCmuen.  dass  auch  die  Grenz- 
fälle der  Aufgabe  besprochen  werden.  Für  diesen  Zweck  wird  es 
übrigens  genügen,  dass  wir  r,  und  r,,  constant  setzen  und  nur  dem 
(positiven)  Werte  a die  Veränderlichkeit  zulassen.  Hierbei  worden 
wir  (mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen)  die  zwei  I-'ülle 
c,  = c,j  und  r,  > I-,,  unterscheiden  und  jeden  für  sich  behandeln. 

Erster  Fall:  r,  = »•,,,  constant;  « vcrauderlich,  übrigens  positiv. 

ln  diesem  Falle  werden  unsere  Gleichungen  0) ...  11)  rediicirt  auf 

11)  p = 0.  lö)  Q = \‘r^ — («y  :i)-,  Iti)  '/ = + »f. 

Die  11)  sagt,  dass  jetzt  die  Punkte  C immer  auf  dem  Milteiilot  der 
Strecke  Af,  liegen,  welches  mit  der  Chordalc  sieh  ver- 

einigt. 

Die  1(>)  sagt,  dass  immer  jede  der  Entfornungen  OC,,  ab- 

solut 


V.'  k 
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Die  15)  sagt,  dass  mit  dem  Keollwcrdeu  \ou  g verträglich  seien 
diejenigen  Werte  von  a und  nur  die,  welche  von  ir^'2  bis  zu  Null 
stetig  abnehmend  zu  denken  sind;  mul  zwar  solchem  Abnehroeu  des 
a nmss  ein  stetiges  Wachsen  des  y von  Null  bis  r cutsprecheu. 

Bedenkt  mau  nun,  dass  ein  Abnelimen  der  Grösse  2n.  d.  h.  der 
Strecke  -VjAi,,  iinW'achsen  der  Sehne  />,  />„,  zu  Folge  hat,  so  er- 
kennt man  aus  Vorstehendem  um  so  leichter  die  Genauigkeit  der 
Angabe: 

VIII)  Wenn  zwei  gleiche  Kreise  mit  unveränder- 
lichem Halbmesser  r gegeben  sind,  während  der  Ab- 
stand A/j >/■,,  ihrer  Mittelpunkte  veränderlich  ist:  so  ist 
behufs  der  Auflösbarkeit  unsrer  Aufgabe  mit  Bezug 
auf  j cuc  zu  verlangen,  dass  der  Abstand  zw  ischen 

den  Grenzen  Null  und  ry2  genommen  werde,  wo  ry2 
als  Darstellung  der  Quadrantensehne  eines  solchen 
Kreises  erkannt  wird. 

Für  den  Grcnzfall  kann  mau  sagen, 

dass  der  Aufgabe  zwei  Quadrate  genügen,  deren  jedes 
auf  einen  Punkt  sich  rediveire-,  und  als  die  bezüglichen 
Punkte  erkennt  man  leicht  die  Schnitt jmukte  />„  /J,, 
der  gegebenen  Kreise  selbst,  welche  unter  diesen  Um- 
ständen sich  rechtwinklig  schneiden. 

Sowie  A/,  3/j,  kleiner  als  i-y  i wird,  so  erhält  man 
zwei  eigentliche  Quadrate,  die  um  so  grösser  ausfal- 
len,  je  mehr  die  Strecke  M,  A/„  ab  nimmt;  und  je  grösser 
jene  werden,  desto  mehr  müssen  ihre  auf  der  Sehne 
D, /?ii  befindlichen  Mittelpunkte  au  die  Centrale  der 
Kreise  sich  annähern. 

D ie  Grenze  dieses  Fortgangs  wird  veranschaulicht, 
wenn  man  die  zwei  gegebenen  gleichen  Kreise  zuletzt 
ihre  Mittelpunkte  vereinigen  lässt,  sodann  in  die  ver- 
einigten Peripherien  ein  Quadrat  cinzeichnet,  in  wel- 
chem selbst  zwei  Quadrate  vereinigt  zu  denken  sind. 


Zweiter  Fall:  r,  >r,,;  beide  cousfaut;  a veränderlich,  übri- 
gens positiv. 

In  diesem  Falle  haben  wir  die  Gleichungen  9)  ...  11)  ohne  Ver- 
einfachung in  den  Formen 


9)  j, 


■la 


10)  0 = 


l/^ 


- ^ , 


Digitized  by  Google 


Mack:  L'ebcr  ijwisse  Quar/rale, 


23(l 


11)  ,/  = i 

Die  9)  sagt  uns:  wenn  die  Strecke  (‘2a)  wächst,  so  muss 

für  die  immer  reelle  Chordale  D,  /!„ , auf  welcher  allein  Punkte  C 
Stehen  können,  ihr  Abstand  von  dem  Mittoulot  der  Strecke 
vielmehr  abnehmen;  wobei  übrigens  jene  Chordale  bekanntlich  [vgl. 
9)1  immer  näher  an  als  au  A/j  ist. 

Uic  lU)  stellt  behufs  des  Ueellwerdeus  von  e die  Forderung, 
dass  2a  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Vr, 

Die  11)  kann,  damit  </  reell  werde,  nur  verlangen,  dass  2a  min- 
destens = y»-/  — Cj,"  genommen  werde. 

Uicruach  behufs  der  AuHösbarkeit  der  Aufgabe  ist  die  Grösse 
2ii  für  den  vorliegenden  Fall  bestimmt  einzuschliesseu  zwischen  den 
zwei  Grenzwerten  c,,-  und  Vr,*  + rji*  sei. 

Wenn  nun  die  2a  in  der  Tat  stetig  wächst  von  dem  klciuenu 
derselben  bis  zum  grösseren,  so  sagt  die  10),  dass  zugleich  p stetig 
abnimmt  von  r,,  bLs  Null,  und  sagt^die  11),  dass  zugleich  der  aie 
solutc  Wert  von  </  stetig  wächst  von  NTill  bis  zu  (rjr,,:yr,--}-r,j-). 

Obiges  genügt  zur  llegründung  der  Angabe: 

Vni)  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  mit  unveränder- 
lichen Radien  »•,,  )•„  (r,  >■  r„)  gegeben  sind,  währcuil  der 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte  veränderlich  ist;  so 

hat  mau  behufs  der  Lösbarkeit  unsrer  Aufgabe,  mit  Bc. 
zug  auf  sic  zu  verlangen,  dass  der  Abstand  zwi- 

schen zwei  Grenzwerten  /,•  und  A genommen  werde,  die 
sich  bestimmen:  k als  eine  Kathete  des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  dessen  zwei  andere  Seiten  r■^  und  *i,  sind;  ^ 
als  llypotcuusc  des  rcclitwiiikligon  Dreiecks  mit  Kathe- 
ten r,  und  r„. 

Ist  nun  A/jä/],  = /.,  so  gibt  es  nur  ein  einziges  der 
Aufgabe  genügendes  Quadrat,  das  grösste,  welches 
überhaupt  in  diesem  Zusammenhänge  Vorkommen  kann; 
sein  Mittelpunkt  C in  Afj,  selbst  zu  finden,  seine  eine 
Diagonale  in  die  Gerade  A/,A/„  seihst  fallend,  und  selbst 
an  Länge  = 2c,,. 

Sowie  zVj.tjT,,  die  Grösse  k überschreitet,  so  ergeben 
sich  zwei  Quadrate,  die  um  so  kleiner  ausfallcu,  je  mehr 
A/,A/,i  wächst;  und  je  kleiner  dieselben  werden,  desto 
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mehr  müssen  ihre  Mittelpunkte  C\,  Cj,  (immerhin  auf 
Sehne  liegend)  von  der  Centrale  sich  ent- 

fernen. 

Wird  endlich  die  Strecke  = so  arten  die 

zwei  vorhin  gedachten  Quadrate  in  zwei  Punkte  ans^ 
nämlich  in  die  Punkte  />j,  Zi,,  selbst,  in  welchen  die 
zwei  gegebenen  Kreise  selbst  sich  schneiden.  Der  Win- 
kel, unter  welchem  dieses  geschieht,  findet  sich  als  ein 
rechter;  der  Abstand  eines  mit  einem  Punkte  D ver- 
einigten Punktes  C von  der  Geraden  zeigt  sich  als 

die  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  Katheten  r,.  r,,. 

I..etztcre  Hohe  ist  es  eben,  welche  durch  den  oben  vorgekomme- 
iien  Ausdruck  ri»-,,:!  dargestellt  ist. 

Anmerkung.  Hei  der  Stellung  der  jetzt  erledigten  Aufgabe 
unsres  §.  ist  ausdrücklich  vorausgesetzt  worden,  da.ss  die  Mittelpunkte 
der  zwei  gegebenen  Kreise  getrennt  liegen.  Ohne  diese  Voraus- 
setzung kann  man  bei  Gleichheit  der  gegebenen  Radien  nur  in  dem 
Sinne  von  einer  Auflösung  sprechen,  wie  es  am  Schlüsse  des  obigen 
Satzes  VTI)  angcdcutet  ist.  Wenn  dagegen  bei  ungleichen  Radien 
Vereinigung  der  Mittelpunkte  gesetzt  wird,  so  erkennt  man  sofort 
die  Unmöglichkeit  der  Aufgabe  für  solchen  Fall,  l'cbrigens  gewährt 
es  doch  etwa  einiges  Interesse,  nacbzusebcu  wie  die  Rechnungen 
unsres  § sich  gestalten,  wenn  mau  mit  der  Annahme  a — U nach 
einander  die  beiden  Annahmen  r,  = r„  und  in  jene  einführt. 


§ 2. 

Zu  zwei  gegebenen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  ge- 
trfsnnt  liegen,  soll  ein  Quadrat  gesucht  werden,  von 
welcliem  eine  Seite  als  Sehne  in  den  ersten  Kreis  falle, 
ihre  Gegenseite  als  Sehne  in  den  zweiten. 

.Vuflüsung.  Die  Mittelpunkte  .VZj,  der  gegebenen  Kreise 
A',,  A,i  haben  den  Abstand  AZ,AZ„  gleich  2«;  es  seien  ?•„  r,,  ihre 
Halbmesser,  r,  der  etwa  grössere. 

Die  Kreise  sind  dann  (wie  in  § 1.)  darzustellen  durch  die  Glei- 
chungen 

1)  2)  (ac— a)=*-j- ?/“■=■  r,,-; 

diese  Gleichungen  auf  rechtwinklig  verbundene  Coordinaton  OA',  ny 
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zu  beziehen,  O der  Halbirungspuukt  der  Strecke  der  Weg 

OMj  = — a,  der  Weg  OjU,,  = -f-  o,  die  Ordinateuwerte  von  A/,  und 
A/,,  jeder  = 0. 


Ist  C der  Mittelpunkt  eines  der  Aufgabe  entsprechenden  Qua- 
drats, so  ist  die  Gerade  C'A/j  senkrecht  auf  der  iu  den  Kreis  A'j  fal- 
lenden Seite,  und  C'Af„  senkrecht  auf  ihrer  Gegenseite,  ilierans  ist 
sofort  zu  merken,  dass  der  Punkt  C in  die  Gerade  A/jA/,j  (in  unsre 
Abscissenaxe)  fallen  müsse,  dass  also  sein  Ordinateuwert  = 0 sei. 
Zu  tliesem  haben  wir  nun  aber  zu  suchen  den  zugehörigen  Abscissen- 
wert  p,  und  haben  zu  suchen  die  Länge  2p  der  Diagonale  des  zu 
solchem  C als  Mittelpunkt  gehörigen  Quadrats. 

Nachdem  nun  p und  p in  diesem  Sinne  eingeführt  sind,  p als 
reeller,  p als  absoluter  Wert,  so  ist  für  ein  der  Aufgabe  genügendes 
Quadrat  die  Gleichung  des  ihm  umzuzeichneuden  Kreises  auzugeben 
in  der  Form 

3)  (*-;>)*-}- ,r  = p*. 


Die  in  den  Kreis  A',  fallende  Seite  dieses  Quadrats  ist  gemeiuschaft- 
licho  Sehne  der  Kreise  1)  und  .3),  sie  kommt  also  in  die  Chordale 
dieser  Kreise  zu  liegen,  und  die  Gleichung  der  entsprechenden  Seiten- 
linie ist  hiernach 


4)  X 


'Av  + a) 


ebenso  die  in  den  Kreis  4/^  fallende  Gegenseite  der  vorigen  kommt 
in  die  Chordale  der  Kreise  2)  und  3)  zu  liegen,  und  es  ist  die  Glei- 
chung der  zugehörigen  Seitenlinie 


b)  X 


— — p“ 

2{p  — a) 


Hezeiebnet  man  beziehungsweise  mit  r,  und  x,,  die  in  1)  und  b)  je 
rechts  stehenden  Werte,  so  ist  ofi'enbar  für  p die  unzweideutige  An- 
nahme zu  machen 

ti)  2;)=xi-fx„; 

denn  der  Punkt  C (/j,  OJ  liegt  in  der  Mitte  der  durch  4)  und  o) 
dargestellten  Geraden.  Ferner  wird  der  absolute  Abstand  dieser  letz- 
teren gleich  der  Seite  des  gesuchten  Quadrats  selbst  erkannt;  «ml 
da  diese  auch  durch  pV  2 dargcstellt  sein  muss,  so  kommt  mau  durch 
Verbindung  dieser  Bemerkungen  auf  die  zweiförmige  Angabe 


7)  pV2  >=  i (xj  — x,j). 


in  welcher  rechts  nur  dasjenige  Vorzeichen  gelten  kann,  welches  di^ 
rechte  Seite  nicht  negativ  werden  lässt. 


< 


k 
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Nnn  ist  der  absolute  Wert  q gleidi  dom  absoluten  Ordinaten- 
wert  jedes  derjenigen  zwei  Punkte  Qj,  wclcbe  auf  dem  Kreise 
3)  Hegend,  und  auf  verschiedenen  Seiten  der  Abseisseuaxe  befindlich, 
das  Maximum  der  Entfernung  von  dieser  lial>eu.  Bezeichnen  wir 
also  mit  t«  den  algebraischen  ürdinateuwert  eines  solchen  Punktes 
und  lassen  wir  dahingestellt,  welcher  von  beiden  cs  sei,  so  können 
wir  statt  der  Angabe  7)  vielmehr  machen  die  einförmige 


8)  ir\'-2  = Xt—Xjj. 


Bei  dieser  Gleichung  ist  dann  immer  zu  bedenken,  dass  die  algebrai- 
schen Werte  « und  x,  — i,i  einerlei  algebraischen  Charakter  haben; 
und  wenn  auf  Grund  von  jener  ein  Wert  des  unbekannten  u eut- 
aickclt  worden  ist,  so  wird  das  etwaige  Positivsein  desselben  von 
dem  Umstand  begleitet  sein,  dass  der  auf  der  Ahscissenaxe  zuneh- 
mende Weg  (ar,  — X],)  von  der  Chordale  5)  zu  der  Chordale  4)  die 
positive  Richtung  habe,  und  der  etwa  negative  Charakter  des  aus- 
gerecbucten  u wird  dem  Eintrefleu  des  Umstandes  entsprechen,  dass 
der  genannte  Weg  negativ  gerichtet  sei.  Die  Auffindung  eines  Null- 
wertes für  n müsste  selbstverständlich  sowol  das  Zusaiumeufallen  je- 
ner zwei  Chordaleu  als  auch  die  Kcductiou  des  gesuchten  Quadrats 
anf  einen  einzigen  Punkt  (seinen  Mittelpunkt  C)  bedeuten.  Auf  alle 
Fälle  endlich  ist  durch  Auffindung  eines  reellen  Werts  von  u auch 
der  Wert  von  q gegeben,  welcher  ja  dem  absoluten  Werte  von  u 
gleich  i>t. 

Um  nun  auf  Grund  der  Gleichungen  G)  und  8)  unsre  Aufgabe  zu 
lösen,  können  wir  jene  zunächst  durch  Addition  und  Subtraction  ver- 
binden, so  dass  sich  ergibt 

2p-\-uy'2  — und  ’2p  — My2  = 2x„. 


Hier  für  Xj  und  Xjj  die  durch  4)  und  ö)  dargeboteneii  Werte  ein- 
ffllironcl,  nnd  in  letzteren  seihst  für  substituireiul  erhalten  wir 
zur  liestiramung  der  unbekannten  p.  u die  so  lautenden  Gleichungen 


iz  y 2 — - — 


2p — »«y  2 ■ 


t — n* 


]!  — <h 


Werden  diese  beziehungsweise  mit  p-\-it  und  « durchnnillijdii  irl, 
so  kommt 

2p--l-pity2-i-2a;,-fa»y  2 ==  + 

and  „ 1 ! t if 

2p“ — p?«y2 — 2tip-\-auy  2 = r,,  " ~rP  " ■ 


Werden  solche,  wie  es  nahe  gelegt  ist,  wieder  dun h Addition  und 
Subtraction  verbunden,  und  worden  nur  die  iiü<IihI  liegi-iulen  Ke- 
ductionen  vorgenommen,  so  erhält  man 
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2p*-f  2fl«V2  r,*4-r„*— 2<i*— 2tt* 

2p«y'2-j-4<i/j  = rj* — r„*. 


Daraus  entuimmt  man  weiter 


und 


P*+a«y2  + «*  ^ 
p(«V24-2a)  = 


Dann  endlich  gewinnt  man  die  noch  übersichtlicheren  Formen 

■0)  '■K”  + 5V'2)  + äV2)-’'''2^'"’. 

an  welche  wir  für  das  Weitere  uns  halten  wollen. 

Aus  der  10)  ist  leicht  zu  entnehmen 


11)  «-4-";V2  , 

2py2 

Dieser  Wert  in  9)  eingeführt,  so  kommt  zuniiehst 

2 

also  nach  Poleuzen  von  p geordnet 


12)  p<-J(r,"  + r„^-2rt=*)p=*—  "(r,X-r„*)p+l(,.,*-r„‘)S  =0. 


Scheu  wir  ab  von  dem  besoudern  Falle  c,  = ^ wel- 

chem (wie  auch  der  von  vornherein  ausgeschlossenen 
Annahme  « = 0)  eine  eigene  Anmerkung  gewidmet 
werden  soll,  so  sind  über  die  Gleichungen  12)  und  11) 

folgende  Angaben  zu  machen: 


a)  Der  Wert  Null  für  p ist  mit  der  Gleichung  12)  absolut  un- 
verträglich. 


/3)  Zu  jedem  (von  Null  verschiedenen)  reellen  Wert,  welchen  die 
12)  für  p liefern  kann,  gibt  die  11)  einen  zugehörigen  reellen  AVert 
des  u und  zwar  einen  einzigen,  von  endlicher  Grösse. 

y)  Die  Gleichung  12)  wird  entweder  durch  gar  keinen  reellen 
Wert  von  p befriedigt,  oder  durch  zwei  reelle  die  auch  zu.sammeii- 
fallen  können,  oder  durch  zwei  Paare  von  reellen  W^erten  deren  j<ai| 
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des  der  Miiglichkoit  untenvorfen  ist,  dass  seine  beiden  Glieder  ein- 
ander gleich  werden. 

d)  Sind  alle  vier  Wurzeln  der  Gleichung  12)  reell  (von  Null  ver- 
schieden): so  sind  notwendig  zwei  derselben  positiv,  die  zwei  anderen 
negativ. 

Dies  ist  zu  ersehen  durch  Detrachtung  der  Coefticienten  von  p" 
und  p\  — Da  der  Coefficient  von  hier  positiv  ist,  und  da  er  je- 

denfalls gleich  dem  Product  der  vier  reellen  Wurzeln  sein  muss,  so 
lä.sst  er  nur  zu,  dass  entweder  alle  vier  positiv  seien,  oder  alle  vier 
negativ,  oder  zwei  positiv  und  zwei  negativ.  Aber  jede  der  zwei  er- 
sten Möglichkeiten  schliesst  aus  der  Goefticient  von  p^\  denn  nach 
der  allgemeinen  Theorie  muss  sein  absolutes  Glied  gleich  der  Summe 
der  vier  Wurzeln  sein,  uud  seine  wirklich  hier  auftretende  Grösse  ist 
ja  Null. 

Sofern  nun  jede  jener  Wurzeln  der  Abscissenwert  ist  für  einen 
aaf  der  Abscisseuaxe  selbst  liegenden  Qnadratsmittclpunkt  C,  so  kön- 
nen wir  nach  Vorstehendem  zunächst  den  Satz  aussprechen: 


I)  Wenn  die  zwei  gegebenen  Kreise  ungleich  sind,  so 
bat  unsre  Aufgabe  entweder  gar  keine  Auflösung,  oder 
eine  einzige,  oder  zwei,  oder  drei,  oder  vier.  — Wenn 
sic  vier  Auflösungen  bat,  so  sind  die  Mittelpunkte  C der 
vier  sich  ergebenden  Quadrate  auf  der  Centrale 
der  gegebenen  Kreise  so  verteilt,  dass  zwei  der  Punkte 
t'auf  der  einen  Seite  von  dem  Ilalbirungspunkt  O der 
Strecke  liegen,  die  zwei  übrigen  auf  der  andern 

Seite.  — Bei  einer  ungeraden  Zahl  der  Auflösungen  ist 
notwendig  zu  denken,  dass  eine  derselben  als  solche  an- 
zusehen  sei,  in  welcher  zwei  sich  vereinigt  haben. 


Die  Gleichung  12)  kann  zwar  algebraisch  streng  aufgelöst  wor- 
den , wie  sie  auch  (frei  vou  7>'*)  die  Anwendung  der  Pombelli’sclien 
Regel  ohne  weitere  Vorbereitung  znliisst.  Indes  ist  ihre  linke  Seite 
(l>oi  der  hier  dnrclizufülirenden  Annahme  r,  )>  r,,)  nicht  in  zwei 
solche  Factoren  des  zweiten  Grades  nach  p zu  zerlegen,  deren  Coef- 
ficienten  sich  streng  geometrisch  construiren  Hessen-,  sio  ist  also  für 
cino  weitere  geometrische  Untersnehung  unsrer  Aufgabe  nicht  zu 
verwenden  und  kann  eine  mit  Cirkcl  und  Lineal  allein  auszuführendc 
Construction  nicht  gewähren.  Letzteres  gilt  demgemäss  auch  vou  den 
vorangehenden  llauptgleichungen  [•)  und  10);  glcichwol  lässt  sich 
an  diese  (immer  r,  )>  r„  vorausgesetzt)  eine  Betiacbtuug  knüpfen, 
durch  welche  der  geomotrisrhe  Charakter  der  Aufgabe  selbst  und  ihrer 
in  hohem  (irade  wird  aufgeklärt  werden. 


K, 
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Schon  vor  Gleichung  8)  ist  darauf  hingewiesen  worden,  dass  j> 
und  u als  Coordinatenwerte  eines  solchen  Punktes  Q zu  denken  seien, 
welcher , auf  der  einen  oder  andern  Seite  von  der  Geraden  3/,  3f„ 
liegend,  die  Eigenschaft  habe,  dass  der  Fusspunkt  des  von  ihm  auf 
die  Gerade  A/,  3/,,  fallenden  Lotes  den  Mittelpunkt  C eines  hier  ge- 
suchten Quadrats  abgebe,  dessen  Ilalbdiagonale  dann  seihst  die  Grösse 
CQ  haben  werde.  Hiernach  sind  oft'enbar  9)  und  10)  die  Gleichungen 
zweier  für  solchen  Punkt  Q gütigen  geometrischen  Oerter;  und  diese 
eben  werden  wir  nun  untersuchen  müssen. 


Was  zuuilchst  die  9)  betrillt,  so  ist  sic  die  Gleichung  eines  Kreises 
Sif.  Der  Mittelpunkt  desselben  hat  den  Abscissenwert  = 0,  den 

Ordinatenwert  = — bei  welchem  wir  bemerken,  dass  er  nur 

von  a,  nicht  von  r,  und  r,|  abhängig  ist.  Der  Radius  des  Kreises 

zeigt  sich  = y . lliernach  ist  diese  Ortsliuie  des 

Punktes  Q dann  und  nur  daun  imaginär,  wenn  o*;  lllr 

den  Fall  =■  n-  zieht  sich  der  Kreis  in  den  Punkt  9K 

^0,  — 2^^)  "ährend  die  Angabe  > a ihn  als 

eigentlichen,  reellen  Kreis  charakterisnt. 


Die  Gleichung  10)  wird  leicht  erkauut  als  Darstellung  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  Ihr  Mittelpunkt  ^ hat  den  Abscissenwert  = 0. 
den  Ordinatenwert  = — y'2,  ,bci  welchem  wir  gleichfalls  bemerken, 
dass  er  nur  von  «,  nicht  von  r,  und  r,i  abhängt.  Die  eine  Asiinpfote 
dieser  Curvo  ist  unsre  Ordinatenaxe,  das  Mittenlot  der  Strecke 
die  andere  Asymptote  ist  die  durch  gehende,  mit  der  Geraden 
3/,  Afu  parallele  Gerade.  Die  Potenz  der  Hyperbel  ist  =(rj*— r„*):2y2. 
also  nur  von  rj  und  rj,,  nicht  von  n abhängig.  Der  eine  ihrer  Aeste, 
dessen  Scheitel  S,  heissen  mag,  fällt  in  denjenigen  Asymptotenwinkcl, 
welchen  der  negative  Zweig  unsrer  Ordinatenaxe  bUdet  mit  der  aas 
gehenden  und  mit  03/,  gleichgerichteten  Geraden,  der  andere  Ast 
mit  Scheitel  .S',,  fällt  also  in  den  Scheitelwinkel  des  eben  genannten 
Jeder  Punkt  jenes  ersten  Astes  hat  zwei  negative  Coordinatenwerte. 
jeder  des  zweiten  hat  notwendig  einen  positiven  Abscissenwert,  zu 
welchem  ein  positiver  oder  ein  negativer  Ordinatenwert  sich  finden 
wird.  — 


Was  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  dem  Kreise  ff  und  der 
Hyperbel  betrifft,  so  ist  hervor  zu  heben  das  Wegfallen  der  vier 
Möglichkeiten:  o)  dass  ff  die  beiden  Hjperbolüste  zumal  berühre;  ß) 
dass  ff  den  einen  Ast  an  zwei  verschiedenen  Stellen  berühre ; y)  dass 
ff  den  einen  oder  andern  Ast  an  seinem  Scheitel  berühre ; d)  dass  Jf 
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die  Hyperbel  in  vier  solchen  Pnnktcn  schneide,  welche  die  Ecken 
eines  Paralleltrapezcs  seien.  Allo  genannten  Möglichkeiten  fallen  ein- 
fach deswegen  dahin,  weil  der  Punkt  9M  auf  einer  Asymptote  der 
Curve  und  nicht  auf  einer  ihrer  Axen  liegt. 

Die  soeben  über  unsre  geometrischen  Oerter  gemachten  Angaben, 
mit  welcher  die  unter  I)  stehenden  zu  vergleichen  sind,  führen  auf 
folgende  Behauptung: 


II)  Wenn  die  in  unsrer  Aufgabe  gegebenen  Kreise 
ihre  Radien  r„  r,j  ungleich  haben,  so  ist  jene  nähe- 
rungsweisc  zu  lösen  und  ist  zu  beurteilen  mittels  Ein- 
führung eines  gewissen  Kreises  und  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel,  deren  umständliche  Beschreibung  aus 
Obigem  zu  entnehmen  ist.  Jede  einzelne  Auflösung  ist 
an  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  beider  Curven  ge- 
bunden, von  welchem  aus  das  Lot  QC  auf  die  Centrale 
beider  gegebenen  Kreise  gefällt  den  Mittelpunkt  C 
eines  der  gesuchten  Quadrate  liefert,  dessen  Halb- 
diagonale selbst  die  Länge  QC  hat  Solcher  Punkte  Q 
gieht  es  vier,  wenn  der  Kreis  Sf  jeden  der  beiden  Hy- 
perbeläste schneidet  Es  gibt  ihrer  drei,  wenn  der 
Kreis  ü den  einen  Hyperbelast  schneidet,  den  andern 
berührt  Es  gibt  zwei,  wenn  K den  einen  Ast  schneidet, 
ohne  den  andern  zu  erreichen.  Es  gibt  nur  einen  Punkt 
<4  wenn  R den  einen  Ast  berührt,  ohne  den  andern  zu 
erreichen.  Es  gibt  endlich  gar  keinen  Punkt  <i,  sowol 
dann  wenn  St  ein  eigentlicher  Kreis  ist,  der  aber  keinen 
der  beiden  Hyperbeläste  erreicht,  als  auch  dann  wenn 
St  sich  in  seinen  Mittelpunkt  ^ zusammenzieht,  als  auch 
endlich  wenn  St  imaginär  wird. 


Für  den  vorletzten  Unterfall  ist  die  Bedingung  seines  Eintretens 
genau  anzugeben 

desgleichen  für  den  letzten  Unterfall 


Für  die  übrigen  Fälle  ist  auf  derartige  bestimmte  Angaben  zu  ver- 
zichten, und  es  mag  nur  etwa  Folgendes  noch  berührt  werden. 


Sofern  der  Kreis  9)  und  die  Hyperbel  10)  einen  Punkt  Q im 
Sinne  des  Satzes  H)  liefern,  gibt  es  zu  diesem  Q einen  mit  B(*zng 
auf  die  Axe  Jf,  JA,,  syminetrischcu  (4,.  So  gut  als  Q wäre  nun 
offenbar  zur  Lösung  der  Anfgalie,  nämlich  zunächst  zur  t'onstruction 

le* 
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eines  Punktes  C auch  der  Punkt  zu  verwenden ; eben  diesen  aber 
kann  unsre  Hyperbel  10)  mit  unsrem  Kreise  9)  nicht  darbieten.  — 
Alle  hieran  sich  knüpfenden  Fragen  wird  man  leicht  beantworten 
vermöge  der  einfachen  Erwägung,  dass  sowol  die  Rechnung  als  die 
geometrische  Betrachtung  uns  gestattet,  statt  des  Kreises  9)  denjeni- 
gen cinzufdhren,  welcher  mit  Bezug  auf  die  Axe  der  zn  ihm 

symmetrische  ist,  und  zugleich  statt  der  Hyperbel  10)  diejenigOT 
welche  mit  Bezug  auf  dieselbe  Axe  zu  ibr  sjTnmetrisch  ist.  Das 
eine  System  der  zwei  Ortscunen  wird  alle  Punkto  Q liefern,  das 
andere  alle  Punkte  Q«;  jedes  von  beiden  aber  muss  auf  dieselben 
Punkto  C führen. 

Anmerkung  1.  Wir  wollen  nun,  wie  schon  in  Aus- 
sicht gestellt  worden  ist,  den  besonderen  Fall  behan- 
deln, wo  die  zwei  in  der  Aufgabe  gegebenen  Kreise 
einander  gleich  sind,  während  immerhin  ihre  Mittel- 
punkte getrennt  liegen. 

Wenn  wir  demgemäss  in  die  Rechnung  unsres  § 2.  die  Annahme 
w,  = Tj,  =»  r einführen  und  2n  > 0 beibehalten , so  zeigt 

sich,  dass  alles  bis  zur  Gleichung  10)  Entwickelte  unbedingt  festzu- 
haltcn  sei.  lieber  die  10)  aber  hinaus  zu  gehen  empfiehlt  sich  nicht 
Wollte  man  die  jedenfalls  zusammengehörigen  11)  und  12)  noch  be- 
nutzen, so  wüitle  man  zwar  für  12)  die  sehr  einfache  erhalten 

p*  — (r^  — n-)p*  <=  (). 

welche  sowol  = 0 als  p*  = — a*  liefert.  Da  aber  der  Nullwert 

für  p in  der  Gleichung  11)  substituirt  ihre  rechte  Seite  auf  die  Form 
0:0  bringt,  so  ist  hierdurch  angezeigt,  auch  jetzt  vielmehr  an  die- 
.sclben  Gleichungen  9)  und  10)  sich  zu  halten,  welche  zuletzt  in  der 
Hauptuntersuchung  des  § selbst  als  besonders  nützlich  sich  er- 
wiesen haben. 

In  die  Gleichungen  9)  und  10)  also  für  r,  wie  für  r„  den  Wert 
)•  einführend,  erhalten  wir 

9a)  ^-2)  =='•'-(^2)’ 

10a)  ;)(«-faV2)=0. 

Will  man  diese,  wie  die  9)  und  10)  selbst,  auf  geometrische  Oerter 
ilcuteu,  so  wird  man  die  9a)  wieder  als  Darstellung  eines  Kreiso.s 
erkennen,  die  10a)  aber  als  Darstellung  zweier  Geraden,  welche 
identisch  sind  mit  den  Asymptoten  der  in  § 2.  selbst  vorgekommenen 
Hyperbel.  Es  macht  sich  leicht  und  schön,  die  Untersuchung  des 
Yorliogcndcn  Falles  durch  Betrachtung  der  genannten  gt'omct rischen 
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Oertcr  zu  crledigi;n;  iudes  für  Eröffnung  weiterer  Gesichtspunkte  ist 
es  günstig,  jetzt  einfach  die  Gleichungen  9a)  und  10a)  nach  den  un- 
bekannten /I,  u aufzulösen,  deren  Bedeutung  übrigens  genau  so  zu 
verstehen  ist,  wie  in  unsrem  § vor  Aufstellung  der  9)  und  10)  selbst 
erklärt  wurde. 

Da  die  Gleichung  10a)  zerfällt  in  die  zwei  einzelnen 
p •=  0 und  t4+«y2— "0 

80  ist  klar,  dass  wir  jetzt  jedes  solche  Paar  von  Werten  für  p und 
K zu  suchen  haben,  welclches  einem  der  zwei  lölgeudeu  Systeme  A) 
und  B)  genügt: 


Das  System  A)  wird  befriedigt  durch 
;,  = 0 und 

Die  für  n hier  aufgefübrteu  Werte  sind  entweder  beide  imaginär,  oder 
beide  reell  und  gleich,  oder  beide  reell  und  ungleich  je  nachdem 


und  die  Auslegung  dieser  Bedingungen  gestaltet  sich  sehr  hübsch, 
wenn  man  folgende  Construction  des  Ausdrucks  n:y2  veranstaltet. 

Durch  O,  den  Ilalbirungspuukt  der  Strecke  J/iA/n  ziehe  mau 
die  zwei  Geraden,  welche  mit  der  A/,  A/ji  selbst  je  den  Winkel  von 
15“  bilden.  Dann  von  M,  aus  auf  diese  Hilfslinien  selbst  die  Lote 
-ViA’i,  A/jG'i  gefällt,  ebenso  von  aus  die  Lote 
so  ist  ersichtlich,  dass  jedes  dieser  Lote  = « : y 2. 

Hieraus  ist  nun  zu  erkennen,  dass  die  drei  Bedingungen 


beziehungsweise  besagen:  jeder  der  zwei  gegebenen  Kreise  (um  A/j, 
yj^)  Hegt  frei  innerhalb  der  beiden  Hilfslinien;  jeder  von  ihnen  bc- 
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rührt  beide;  jeder  vou  ihiicn  schneidet  beide.  Es  ist  ferner  für  den 
zweiten  dieser  Fälle  zn  erkennen,  dass  die  vier  vorkonimendcn  Be- 
rühmngspnnktc  selbst  die  Ecken  eines  Quadrats  seien,  dessen  Halb- 
diagonale  = «:  V2,  (=  i “ ^ p)-  Und  endlich  für  den  dritten  der 
obigen  Fällo  ist  zu  bemerken,  dass  vier  der  sich  ergebenden  Durch- 
schnittspunkte , und  ebenso  die  vier  andern,  je  die  Ecken  eines  hier 
gesuchten  Quadrats  seien,  dessen  zwei  Quadrate  mit  Ilalbdiagonalen, 
deren  Längen  durch  die  absoluten  Worte  der  zwei  Ausdrücke 

dargeboten  und  hiernach  auch  abgesondert  zu  coustruircu  sind. 

Das  obige  System  B)  wird  befriedigt  durch 

n = — « V 2,  p ==  + Vr*  — <1* 

Die  für  p hier  aufgeführten  Werte  sind  entweder  beide  imaginär, 
oder  beide  null,  oder  beide  reell  und  entgegengesetzt  gleich,  jo  nach- 
dem 

< 

r = a. 

> 

Diese  drei  Bedingungen  besagen  der  Reihe  nach:  die  zwei  ge- 
gebenen gleichen  Kreise  liegen  ganz  frei  anscinander,  sic  berühren 
sich  (von  aussen)  in  einem  Punkto  jO};  sic  schneiden  sich. 

Für  den  zweiten  dieser  Fälle  hat  man  p = u und  « = — «y'2; 
d.  h.  um  O als  ÄDttelpunkt  liegt  ein  der  Aufgabe  genügendes  Qua- 
drat, dessen  Halbdiagonale  =ay2  ist.  Letztere  Länge  ist  offenbar 
auch  die  Länge  des  Wegs  von  O nach  jedem  derjenigen  vier  Punkte, 
in  welchen  die  auf  A/,  A/j,  senkrechten  Durchmesser  der  zwei  ge- 
gebenen Kreise  aufliörcn.  In  diesem  Falle  also  tritt  ein  Quadrat 
auf,  dessen  Ecken  die  eben  genannten  vier  Punkte  sind.  Sie  werden 
natürlich  auch  mittels  der  zwei  schon  vorhin  eingeführten  Hilfslinien 
gewoimen. 

Wenn  man  will,  so  kann  in  dem  besprochenen  Falle  auch  der 
Punkt  O selbst  als  ein  uneigentliches  Quadrat  angesehen  werden,  wel- 
ches der  Aufgabe  genüge. 

Sieht  man  noch  auf  den  dritten  für  das  Sysem  B)  sich  darbie- 
tendon  Fall,  wo  die  zwei  gegebenen  Kreise  sich  schneiden:  so  hat 
mau  für  p die  zwei  entgegengesetzt  gleichen  reellen  Werte  mit  dem 

"'■soluteu  Gliode  Vr* — a*,  dessen  geometrische  Constructiou  auf 
\ 
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der  fiaud  liegt.  lu  diesem  Falle  also  erscLeineii  zwei  l’uukte  C\, 
C„  aof  der  Geraden  3/,  beide  von  O gleich  weit  entfernt,  jeder 
um  die  Länge  = Vr-  — a*.  Jeder  dieser  Punkte  ist  Mittelpunkt 
eines  der  Aufgabe  geuügendeu  Quadrats.  Beide  Quadrate  sind  coii- 
gment;  jedes  bat  die  Halbdiagonale  =«V2.  Nach  Auffindung  der 
Punkte  C\,  sind  die  Ecken  der  bezüglichen  Quadrate  zu  erhalten, 
indem  man  sowrol  durch  C\  als  durch  Cj,  je  die  zwei  Geraden  zieht, 
welche  gegen  die  3/,  3/,,  unter  45*'  geneigt  sind. 

Fasst  mau  nun  alles  zusaiunieu  was  die  Betrachtung  der  zwei 
Systeme  A),  B)  geboten  hat,  so  kommt  mau  zu  folgendem  Ergebuiss. 


Wenn  zwei  gleiche  Kreise  mit  getrennten  Mittel- 
punkten 3y,  3/jj  gegeben  sind,  und  wenn  jedes  Quadrat 
coustruirt  werden  soll,  vou  welchem  eine  Seite  als 
Sehne  in  den  einen  Kreis  falle  und  ihre  Gegenseite  als 
eben  solche  in  den  andern:  so  hat  man  drei  allein  mög- 
liche Fälle  zu  berücksichtigen,  es  sind  aber  in  jodom 
mitVortoil  die  zwei  Hilfslinien  zu  benutzen,  welche 
durch  den  Halbirungspunkt  O der  Strecke  3/,3A^,  jo  un- 
ter dem  Winkel  vou  45**  gegen  die  A/jA/j,  zu  ziehen  sind. 

o)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  hal)eu  keinen  Punkt 
gemein. 


Bie  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  eine  der  Ililfs- 
liuicu  (und  ebenso  die  andere)  die  zwei  gegebenen 
hrcise  weder  schneidet  noch  berührt. 

Sic  hat  eine  Auflösung,  wenn  jede  der  Hilfslinien 
die  zwei  gegebenen  Kreise  berührt;  und  die  vier  Be- 
rührungspunkte sind  die  Ecken  des  gesuchten  Quadrats. 

Sie  hat  zwei  Auflösungen,  wenn  jede  der  Hilfslinien 
die  zwei  Kreise  schneidet;  je  vier  zusammengehörige 
Quadratsecken  finden  sich  in  den  Hilfslinien  selbst. 

ß)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  berühren  sich  in  O. 

Bie  Aufgabe  hat  nur  eine  einzige  eigentliche  Auf- 
lösung; die  Hilfslinien  geben  die  Ecken  des  gesuchten 
Quadrats  als  die  Endpunkte  der  auf  3/,  3A,,  senkrechten 
Burchmesser  der  gegebenen  Kreise. 

Uucigentliche  Auflösung  in  dem  Punkte  G selbst  sich 
•larstcllend. 


y)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  schneiden  sich. 
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Die  Aufgabe  hat  notwoudig  vier  eigentliche  Auf- 
lösuugeu. 

Es  ergeben  sich  einesteils  zwei  ungleiche  Quadrate, 
jedes  mit  O als  Mittelpunkt,  jedes  mit  seinen  vier  Ecken 
auf  die  zwei  Hilfslinien  selbst  angewiesen. 

Es  ergeben  sich  andernteils  zwei  gleiche  Quadrate; 
ihre  Mittelpunkte  C,,  C,i  auf  der  gleich  weit  von  o 

entfernt  liegend;  jeder  der  Abstände  0(7,,  00,,  zu  con- 
struiren  als  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  zwei  andern  Seiten  bekannt  sind,  die  eine 
= die  andere  gleich  dem  Halbmesser  eines  der 

gegebenen  Kreise.  Die  Ecken  jedes  jener  Quadrate  zu 
construiren,  indem  man  durch  seinen  schon  gewonneuea 
Mittelpunkt  C die  zwei  mit  den  Hilfslinien  parallelen 
Geraden  zieht. 

Anmerkung  2.  Für  unsre  Aufgabe  (§  2.)  ist  als  Greuz- 
fall  — der  freilich  durch  ihre  Fassung  vorerst  ausge- 
schlossen wurde  — noch  der  zu  berücksichtigen,  dass 
die  Mittelpunkte  ü/,,  jt/,,  der  gegebenen  Kreise  in  einem 
Punkte  O sich  vereinigen.  Wird  dies  zugclasscu,  so  ist  die 
Gleichheit  der  Kreise  selbst  natürlich  nicht  mehr  zuzulasseu,  sofern 
man  eine  eigentliche  Aufgabe  behalten  will. 

Wenn  wir  demgemäss  in  die  Rechnung  unsres  § die  zwei  ver- 
bundenen Annahmen  « ^ 0 und  r,  > r„  eiuführen,  so  ist  vor  Allem 
zu  beachten,  dass  nun  als'Axe  OA’ jede  beliebige  durch  O zu  zie- 
hende Gerade  gedacht  werden  kann,  während  die  OFauf  dieser  senk- 
recht zu  verbleiben  hat.  Uebrigens  ist  daun  die  Rechnung  selbst  bis 
zur  Aufstellung  der  Gleichung  12)  vollständig  beizubehalten;  und 
zwar  emptichlt  es  sich,  gerade  au  die  Gleichung  12)  und  die  immer- 
hin mit  ihr  zu  verbindende  11)  vorzugsweise  sich  zu  halten. 

Die  durch  9)  und  10)  dargestellteu  geometrischen  Oertcr  dagegen 
— Kreis  und  eigentliche  Hyperbel  — obwol  sie  auf  sehi’  eigentüm- 
liche geometrische  Anschauungen  führen,  sind  w’euiger  zu  beachten. 

Die  12)  unsres  § für  « = 0 genommen  reducirt  sich  auf 

12a)  — Kn ‘’+’i,  =<)/)=* + 4(r,^  —r,,-)  = 0. 

Dabei  ist  (wegen  r,  > r„)  sogleich  zu'schcn,  dass  p nicht  Null  wer- 
den kann;  somit  die  zugehörige  Gleichung  11)  ist  anstandslos  bei- 
zugebcu  in  der  Form 


die  an  zioei  ;/eyeOene  Kiei.\r  gcknüfiji  tind. 
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11a) 


'•i*  — »-11^ 

2;.y2' 


and  crs  ist  klar,  dass  mau  zu  jedem  aus  12a)  zu  erhalauden  brauch- 
baren Werte  vou  />  einen  brauchbaren  (einzigen)  für  n erhalle. 

Die  12a)  zunächst  nach  yi*  aufgelöst  gibt,  mit  gehöriger  Unifor- 
mnug  des  eingehenden  Badicauden 


12b)  p* 


+ (r,‘  - 

4 


Dieser  Ausdruck  für  p^  wird  entweder  imaginär,  oder  reell  niid  ein- 
deutig, oder  reell  und  zweideutig,  je  nachdem 

< 

-Vu  = '-1-  — »-11^ 

> 

uud  wAr  haben  nun  die  drei  hier  zusauimeugestelltcu  Bediuguugsfor- 
mclu  einzeln  zu  besprechen. 

«)  Die  Angabe  2r,ri,  <C  — j-j,'*  bringt  einfach  mit  sich,  dass 

die  Aufgabe  unmöglich  sei. 

ß)  Ist  nelmehr  2»  jr,j  ==  rj*  — r,j*,  so  liefert  die  12b) 

P = X^V'-i^'+r,,-, 

d.  h.  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  vou  p,  deren  absolutes 
Glied  höchst  einfach  zu  construiren  ist.  Dem  entsprechend  auf  OA 
zwei  Lagen  C\,  6\,  eines  der  Aufgabe  genügenden  Quadratnüttel- 
punktes  C’;  Strecke  C',j  in  O halbirt,  etc. 

y)  Ist  endlich  2r,r,j  >■  r,''  — so  hat  mau  zu  beachten,  dass 

tüo  absolute  v'4r,*r,j- — (r,^  — »i,*)"'  kleiner  ausfällt  als  2rjr,j.  Der 
in  I2b)  rechts  vorkommendo  Dividendus  ist  also  zwar  kleiner  als 
(rj-l-r,i)*,  aber  grosser  als  (r,  — r,,)^,  d.  li.  er  ist  jedenfalls  positiv. 
Die  12b)  liefert  hiernach  für  zwei  positive  übrigens  ungleiche 
Werte.  Diese  sind  mit  Hilfe  des  l’ythagorischen  Satzes  unschwer  zu 
construiren;  mau  braucht  nur  die  Vorbereitung  zu  machen:  4rj*r,j* — 
r„'*)‘  zu  ersetzen  durch  12r,r„+(r,ä-r„-’)l.{2r,ri,— 
d.  h.  durch  so  dass  die  V4r,Vu-  — gleich  m.n 

sich  findet,  wo  m und  tj  bekannte  Längen  sind.  Zu  jedem  der  zwei 
gesicherten  reellen  und  positiven  Werte  vou  ergeben  sich  also  in 
unsrem  Falle  zwei  reelle  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  p,  diese 
vier  znsammeugcstellt  in  der  Formel 

p = X 4 rji* X mri 
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ihre  Coiisitnictiou  uoch  übersichtlicher,  wenn  man  liie  Seile » des  dem 
Uechtcck  gleichen  Quadrats  ciuführt,  deninacli  augibl 

= ± — 

l>urch  die  vier  so  eben  dargebotenen  Werte  von  ;>  sind  auf  unsrer 

vier  Punkte  C angezeigt,  jeder  als  Mittelpunkt  eines  der  Auf- 
gabe genügenden  Quadrats  dienend;  unter  den  vier  Wegen  OC  zwei 
positiv  gerichtete  und  zwei  negativ  gerichtete,  die  des  ersten  Paars 
der  lleihc  nach  absolut  gleich  denen  des  zweiten  Paars. 

Was  die  Dimeusioueu  der  in  den  Fällen  ß)  und  y)  sich  ergeben- 
den Quadrate  betrifft,  so  sind  ihre  Halbdiagoualeu  dargestellt  jede 
iltirch  das  absolute  Glied  eines  solchen  Wertes  von  u,  welcheu  die 
Gleichung  11a)  nach  Einsetzung  des  entsprechenden  Wertes  von  jt 
liefert.  Hierbei  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jede  solche  Halbdiagoualc 
als  vierte  geometrische  Proportionale  zu  ilrei  bekannten  Linien  sich 
ergebe,  z.  B.  im  Falle  ß)  als  vierte  zu  v'2ri*-f-2ru-,  »•,-{- »-j,  und 
r, — »-ij.  Uebrigens  kann  man  ja  in  jedem  Falle  nach  Gewinnung 
eines  der  Aufgabe  genügenden  Punktes  C das  zugehörige  Quadrat, 
mit  Ecken  und  Diagonalen  zumal,  dadurch  erhalten,  dass  man  durch 
den  Pnnkt  C der  angenommenen  OA'  die  zwei  unter  45'’  gegen  letz- 
tere geneigten  Geraden  zieht,  und  auf  jeder  solchen  Geraden  die  zu 
solchen  C passenden  Durchschnitte  mit  den  zwei  gegebenen  Kreisen 
nimmt. 


Zu  der  obigen  Bedinguugsformcl 


< 


.),.  ,.2. 

-'l'll  ’l 


> 


deren  geometrische  .\uslcguug  in  die  Augen  siuingt,  mag  immerhin 
noch  eine  Umgestaltung  angegeben  werden,  welche  dem  Bedürfniss 
der  geometrischen  Anschauung  uoch  mehr  entgegen  kommt,  es  ist 
statt  jener  zu  sagen: 


wo  links  das  geometrische  Mittel  ijc,,  steht,  rechts  eine  Kathete  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  zwei  andere  Sc'ilcu  gleich  rj ; w 
und  bekannt  sind.  Für  jene  Kathete  die  Bezeichnung  k ein- 

führend, können  wir  um  so  leichter  aussprecheu  die  folgende  Zu- 
sammenfassung. 

Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  mit  Radien  r,,  Cj,  (ers  lei- 
der grössere)  und  mit  gomeinschftlichcm  Mittelpunkte  o 
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gogcbcu  siud,  und  wenn  jedes  Quadrat  verlangt  wird,  von 
welchem  eine  Seite  als  Sohne  in  dem  einen  Kreis  liege, 
ihre  Gegenseite  als  Sehne  iin  zweiten:  so  ist  jede  durch 
O zu  ziehende  Gerade  OX  als  eine  solche  zu  bcachtcn- 
auf  welcher  Punkte  C liegen  können,  die  als  Mittel, 
punkte  von  Quadraten  der  verlangten  Art  dienen. 


B'ür  jede  beliebig  bestimmte  Lage  einer  solchen  Ge- 
raden OX  erhält  mau  folgende  Behauptungen. 

u')  Die  Aufgabe  hat  gar  keine  Auflösung  daun  und 
nur  dann,  wenn  Vrjri,  <;*. 


ß')  Die  Aufgabe  wird  durch  zwei  gleiche  Quadrate 
gelöst  dann  und  nur  dann,  wenn  Vr,r,,  = L Die  Mittel- 
punkte jener  haben  von  O jeder  den  leicht  zu  construi- 
renden  Abstand  jedes  die  Diagonale  •= 


/)  Die  Aufgabe  wird  durch  zwei  Paare  gleicher  Qua- 
drate dann  gelöst  und  nur  dann,  wenn  Vrjrjj  > i:.  Je  die 
zwei  einem  solchen  Paar  zugehörigen  haben  ihre  Mit- 
telpunkte gleich  weit  von  O entfernt  Die  zwei  Absolut- 
grössen der  bezüglichen  Mittelpnnktsabständo  werden 
dargeboten  durch  den  leicht  zu  construircndcu  Ausdruck 
+ wo  ein  bekanntes,  von  den  Grössen  r„ 
r„  abhängiges  Quadrat  ist.  (Vgl.  oben  unter  y).  Die  zu 
Hcnen  Abständen  gehörigen  Qnadratsdiagonalon  sind 

(r,*  — r,,=0V2  • j 1 I AI 

— , Sie  sind  also  den  Ab- 


beziehungsweise  - 
ständen  umgekehrt  proportional. 


ln  jedem  der  Fälle  ß'),  y')  liegt  jedes  der  sich  ergebenden  Qua- 
drate so,  dass  die  zugehörige  Gerade  OX  den  Winkel  zwischen  bei- 
den Diagonalen  balbirt. 

Wird  noch  die  zu  der  OX  senkrechte  Gerade  OY  beigezogen, 
so  macht  man  sich  leicht  klar,  welche  der  gefundenen  Quadrate  von 
dieser  geschnitten  werden,  und  welche  vielmehr  frei  seitwärts  von  ihr 
liegen. 


§ 3. 


Wenn  man  die  hier  liohandeltcn  Aufgaben  durch  rein  geometri- 
sche Betrachtung  lösen  wollte,  so  würde  man  mit  Bezug  auf  die  des 
§ 1.  alles  Wünschenswerte  vollständig  in  den  hier  gemachten  Mit- 
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tdluugcu  dargeboten  tiudeu.  Was  dio  Aufgabe  des  § 2.  betrifft,  su 
>viu'do  das  eben  Gesagte  für  sic  in  allen  denjenigen  Fällen  geltru, 
wo  sic  streng  mit  Cirkol  und  Lineal  allein  zu  lösen  ist.  Fär  deu 
Fall  aber,  wo  die  gegebenen  Kreise  A', , A',]  ungleich  sind,  und  ihre 
Mittelpunkte  A/„  ilj^  getrennt  liegen,  will  ich  eine  Andeutung  geben, 
welche  im  Sinn  der  Durchiühruug  einer  rein  geometrischen  Betrach- 
tung auch  neben  dem  in  § 2.  selbst  Gebotenen  wirklich  beachtenswert 
sein  dürfte. 


Sei  ein  Quadrat  gedacht,  welches  der  Aufgabe  genüge;  sei  A,ß, 
die  in  den  Kreis  A',  als  Sehne  desselben  entfallende  Seite, 
ihre  in  den  Kreis  A"],  fallende  Gegenseite.  Die  Punkte  A„  Aj,  seien 
auf  einerlei  Seite  von  der  Geraden  befindliche  Quadratsecken, 

etwa  oberhalb  von  liegende.  Werden  nun  die  zwei  Geraden 

{ober- 
unter- 
halb} “»il  cs  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Aufgabe  als 

gelöst  zu  betrachten  ist , sobald  mau  solchen  Punkt  V gefunden  hat. 
Seine  Lage  nun  bestimmt  sich  als  gemeinschaftlicher  Punkt  zweier 
geometrischer  Oerter.  Erste  ürtslinie:  der  Halbkreis,  anf  welchem 

(nn^halbj  Punkt  angewiesen  ist,  dessen  Entfer- 

nungen von  A/,  und  sich  verhalten  beziehungsweise  wie  die  Ka- 
dien  von  A',  und  A'„.  Zweite  Ortslinie:  ein  Kegclsclmitt,  dessen  einer 

, . , , . . T,.  . ( unterhalb  | 

Brennpunkt  Af,  ist,  und  dessen  zugehörige  Directrix  | oberhalb  \ 

von  der  Geraden  A/,A/ji,  mit  ihr  parallel  liegt,  unter  einem  Abstand 
von  ihr  gleich  der  Hälfte  der  Strecke  A/,3/i,. 


Behufs  vollständiger  Bestimmung  dos  Ortskcgelschnittes  sei  noch 
dio  Angabe  gemacht:  für  jeden  seiner  Periiihericpunktc  hat  man  die 
Entfernungen  desselben  vom  Brennpunkt  ^/^  und  der  zugeliörigeu 
Directlix  proportional  dem  Durchmesser  des  Kreises  K^  und  der 
Strecke  .t/jA/jj. 
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XXI. 

Ueber  eine  Reihe  von  neuen  Dreiecksproblemen. 


Von 

Norbert  v.  Lorenz. 


In  Teil  LXni.  Nr.  XIII.  dieses  Archivs  lieferten  wir  den  Nach- 
weis, dass  die  3 Seiten  x,  y,  z eines  ebenen  Dreiecks  als  Functionen 
«ler  Radien  (r,  *)  des  dein  Dreiecke  um-  und  eingeschriebenen  Krei- 
ses, sowie  eines  daselbst  nfiher  definirten  Productes  (0  zweier  Hühen- 
absehnittc  darstellbar  sind;  wir  fanden  damals: 

x-\-y-\-z  = 2V'(2r-f#)*-l-7*  =/„ 
xy-\-xz-^yz  — 4r*-j- 2Ä*-f-8r«-f-<*  => 
xyz  = 4r*l/^7+ -)»  + «* 

Von  dieser  Gnindlagc  aus  ist  es  nun  zunächst  leicht  zu  zeigen, 
dass  auch  viele  andere  gleichartige  Bcstimmungsstücke  des  Dreiecks 
sich  in  analoger  Weise  durch  dieselben  Grössen  ausdrücken  lassen. 
Hier  sollen  nur  die  betreffenden  Relationen  für  die  3 Ilöhenpcrpen- 
dikol  (»jj,  «i,,  nij)  des  Dreiecks  und  deren  Abschnitte  (hj,  «j,  «j) 
vom  Höheuschnittpunkte  bis  zu  den  Ecken,  respective  die  Abschnitte 
(Pi)  Vii  Pi)  vot“  Ilöhenschnittpunkte  bis  zu  den  Seiten  des  Dreiecks, 
sowie  die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  bis  zum  Mittelpunkte  des 
eingeschriebenen  Kreises  gezählten  Strecken  (<2,,  5*,  </*)  der  winkel- 
halbirendcn  Linien  in  das  Gebiet  der  folgenden  Untersuchungen  ge- 
zogen werden.  Wir  bemerken,  dass  es  keine  Schwierigkeiten  hat, 
beispielsweise  die  Schwerpunktslinicn  oder  die  Verlängerungen  der 
Linien  'Js,  <h  bis  zu  den  Seiten  des  Dreiecks,  etc.  durch  das 
Wertesystem  r,  «,  t auszudrücken  — allein  die  betreffenden  Rela- 
tionen gestalten  sich  weit  complicirter  als  die  von  uns  in  Betracht 
zu  ziehenden,  ohne  für  die  folgenden  Untersuchungen  von  weiterer 
Bedeutung  zu  sein. 
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Der  Verlauf  unserer  Betrachtungen  macht  es  zunächst  em- 
pfehlenswert folgende  Abkürzungen  festzustellen: 

fi  = + + fb  = 

fl  =«i  + "»+»*ai  U = h = "iVa 

Ao  “ Pi  +7’*  +Ps.  Al  *=  PiPi+PiPb+PiPa^  As  = PiPtPi 

As  = <Zi*+<Zs*  + 9s*»  Al  = 9i*9s*4-9iW+9sW^  Aä  = 9j9i9j 

Aus  der  Verbindung  der  in  unserer  eingangs  citirteu  Abhandlung 
gegebenen  Relationen: 

”i  + »'s  + »'s  = 2(r  -f  «)  (pag.  3a3.) 

xy  — 2rm^,  xz  = 2m«j,  yz  = 2rwj  (pug.  303.) 

n,»j  = 21713,  n,i>3  = 217)3,  njiij  = 2171,  (pag.  305.) 

s 


. S 9 *9i*'/s*+9i*9s*  + 9sW  9 

9.</s93  = 4r.^  2k*  ^y,V93* ^ 


(pag.  296.) 


mit  den  vorhin  angeführten  Beziehungen  /„  /*,  /j  gehen  nun  folgende 
für  unsere  ferneren  analytischen  Entwickelungen  fundamentale  Rela- 
tionen hervor: 

1 2«  2*»* 

A ==  f,  = --((2r+3)>'+<*),  f,  = ((2r-f,)>4-'') 


/•7  = 2(r+,), 


/•«  = 2«*4-4r«-}-t*,  /i 


r 

: 2r<* 
_t^ 
^'-~2r 
As  = 4r«*. 


fio  = |;(2«*+4r*+<*),  /•, , = ^(r-f »), 

Aa  = 4i-''-4-2«*— 4r«+<*,  /',4  = 8r«*(2r— /»), 

Gemäss  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  algebraiselien 
Gleichungen  führen  die  fünf  Gruppen  der  Beziehungen  A; 
Al  A,  Ai  • • • Asi  All  Asi  wenn  die  drei  gleichartigen  oben  deliiiirlen 
Elemente  jeder  dieser  Grupjien  als  Unbekannte  aufgefasst  werden, 
unmittelbar  zu  den  fünf  kubischen  Gleichungen: 


11^ — «*.2V (2r-}-«)*-}-/*-|-M(4r--)-2»*-|-8r«-|-/*) — 4rj»V (2r-^»)*-|-/*=0  (A), 


i»3— ro*-’^i^^^^'^-fiii^((2r-)-«)*-)-i*)— ((2r-fÄ)’*-}-<*)=0  (B). 

n* — n*.2(r-|-3)-j-n(2«*-f-4rÄ-|-t*) — 2rt*  = 0 

, 2«*+4rH-t*  t*  t* 

t‘-P Yr |-p-(»-+«)-^  = 0 


(C) , 

(D) . 

,^B_54(4r*+2«*— 4r*+<*)+9*  8r/.*(2r— «)— 16r  V = 0 (E) ; 

worin  also  beispielsweise  die  3 der  Unbekannten  « zukommendai 
Werte  a:,  y,  z die  3 Seiten  des  Dreiecks  vorstellen,  während  die  3 
Specialisirnngen  von  »i:i/t,,  »lo,  DI3  die  3 Höhenperr*  repiitsen- 
tircu,  n.  s.  w. 
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Wir  besitzen  somit  5 Gleichungen  zur  Bcstimmurtg  von  b ver- 
schiedenen Hauptgruppen  je  dreier  gleichartiger  Dreiecksgrössen,  in 
welchen  alle  Cocfticieuton  der  Unbekannten  lediglich  Functionen 
unserer  Hilfsgrössen  r,  «,  t sind ; bemerken  wir  nun  gleichzeitig,  dass 
diese  Coefficienten  mit  den  symmetrischen  Functionen  der  ersten 
Classe  der  Unbekannten  in  den  Gleichungen  (A),  (B),  (C),  (D),  (E) 
identisch  sind,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass,  wenn  3 ganz  belie- 
bige von  jenen  15  durch  die  Relationen  . . ./j^  reprUsentirten  sym- 
metrischen Complexcn  der  Unbekannten  gegeben  sind,  hiermit  auch 
zugleich  3 Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  r,  «,  t vorliegen ; 
ist  die  Auflösung  derselben  möglich,  so  fuhrt  die  Restitution  von 
r,  «,  t in  die  Gleichungen  (A)  ...  (E)  sofort  zur  Auflösung  von  fünf 
verschiedenen  Drciecksprobleinen,  respeetive  es  ist  uns  gelungen  ganz 
allgemein  der  Fordening  zn  genügen: 

Wenn  3 beliebige  symmetrische  Functionen  erster  Classe  aus  5 
verschiedenen  Gruppen  von  jo  3 gleichartigen  Bestimmungsstücken 
eines  Dreiecks  bekannt  sind,  jedes  Bestimmungsclement  dieser  5 Grup- 
pen durch  die  3 gegebenen  Grössen  auszudrUcken. 


Bevor  wir  den  Uebergang  zu  einer  weiteren  Verallgemeinerung 
dieser  Classe  von  Aufgaben  machen,  sei  es  uns  gestattet  das  umfang- 
reiche Gebiet  von  Problemen,  welches  durch  die  bisherigen  Betrach- 
tungen der  analytischen  Behandlung  zugänglich  gemacht  wurde,  kri- 
tisch zu  untersuchen.  Es  liegen  15  symmetrische  Functionen  vor; 
die  Anzahl  aller  deukharen  Probleme  dieser  Gattung  ist  offenbar  ge- 
geben durch  die  fünffache  Anzahl  aller  Combinationen  zn  dreien  ohne 
Wiederholungen  der  15  vorliegenden  Elemente,  welche  repräsentirt 


sind  durch  den  Quotienten 


15.11.13 

1.2.3 


455;  würde  es  möglich  sein 


aus  diesen  455  Systemen  von  je  3 Gleichungen  die  Grössen  r,  «,  / 
jederzeit  auszurechnen,  so  könnte  man  dieselben  in  jede  der  5 Glei- 
chungen von  (A)  bis  (E)  restituiren  und  es  wären  damit  5.455  = 2275 
verschiedene  Dreiecksaufgaben  erledigt.  Die  etwas  langwierige,  weil 
System  für  System  vorzunehmende  Untersuchung  dieser  455  Systeme 
von  Gleichungen  liefert  folgendes  Resultat.  Die  Anzahl  der  Systeme, 
in  welchen  sich  die  Berechnung  der  Hilfsgrössen  r,  *,  i knü])ft  ati 
Gleichungen; 

vom  1.  Grade  beträgt  47 
« » 

höheren  Grades 


.58 

HO 

78 

190 


453 


A 
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Dio  fehlenden  2 Systeme  repräsentiren  von  einander  abhängige 
Gleichungen  und  führen  daher  nicht  zu  bestimmten  Aufgaben. 

Aus  dieser  Zusammenstellung  ergibt  sich,  dass  die  grössere  Meh- 
zahl  (263)  dieser  Systeme  zu  geschlossenen  Lösungen  führt  und  dass 
somit  5.263  = 1315  Dreiecksprobleme  dieser  Art  als  in  geschlossener 
Form  gelüst  zu  betrachten  sind.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die 
einzelnen  zu  einem  dreigliedrigen  Systeme  combinirten  symmetrischen 
Functionen,  welche  für  je  eine  Gruppe  von  5 Aufgaben  als  bekannt 
vorauszusetzen  sind,  nach  dem  oben  festgehaltenen  Gesichtspunkte 
zusammengestellt.  Der  Uebersichllichkeit  halber  wurde  der  gemein- 
same Functionalbuchstabe  / unterdrückt  und  ist  der  betreffende  Index 
an  seine  Stelle  getreten. 

Es  lösen  sich  also  durch  Gleichungen  vom  1.  Grade  die  Werte- 
combinationen : 


1,  2,  3;  1,  2,  5-,  1,  2,  13;  1,  3,  5;  1,  3,  6;  1,  3,  13;  1,  3,  15 

1,  5,  6;  1,  5,  7;  1,  5,  8;  1,  5,  11;  1,  5,  13;  1,  5,  15;  1,  6,  15 

1,  8,  10;  1,  9,  12;  2,  3,  13;  2,  4,  7;  2,  4,  8;  2,  4,  10;  2,  4.  13 

2,  4,  15;  2,  5,  6;  2,  7,  8;  2,  7,  10;  2,  8,  10;  2,  8,  13;  2,  13,  1-1 

2,  13,  15;  3,  5,  6;  3,  5,  15;  3,  6,  7;  3,  6,  15;  4,  5,  6;  4,  7,  8 
4,  8,  10;  5,  6,  7;  5,  6,  13;  5,  6,  15;  7,  8,  10;  7,  9,  11;  7,  9,  12 
7,  11,  12;  8,  10,  13;  8,  10,  15;  9,  11,  12;  9,  12,  15; 

Durch  Gleichungen  vom  2.  Grade: 

1,2,4;  1,2,7;  1,2,8;  1,2,14;  1,3,7;  1,3,8;  1,3,14 
1,  4,  5;  1,  4,  7;  1,  4,  10;  1,  5,  10;  1,  6,  7;  1,  6,  8;  1,  6,  10 

1,  7,  8;  1,  7,  10;  1,  7,  11  ; 1,  7,  13;  1,  8,  13;  1,  13,  14;  2,  4,  9 

2,  4,  12;  2,  5,  13;  2,  7,  11;  2,  7,  13;  2,  8,  11;  2,  9,  10;  2,  9,  12 
2,  10,  13;  3,  5,  14;  3,  6,  8;  3,  6,  10;  3,  8,  10;  3,  9,  15;  3,  12,  15 

4,  7,  11;  4,  7,  13;  4,  8,  13;  4,  9,  12;  4,  10,  11;  4,  10,  13;  1,  l.'t,  15 

5,  6,  8;  5,  6,  10;  5,  6,  14;  5,  8,  11;  6,  9,  15;  6,  12,  15;  7,  8,  11 

7,  8,  13;  7,  10,  11;  7,  10,  13;  7,  11,  13;  8,  9,  10;  8,  9,  12;  8,  10,  12 
9,  10,  12;  9,  12,  13; 

Durch  Gleichungen  vom  3.  Grade: 

1,  2,  6;  1,  2,  9;  1,  2,  11;  1,  2,  15;  1,  3,  4;  1,  3,  11;  1,  4,  6 
1,  4,  13;  1,  5,  9;  1,  6,  13;  1,  7,  9;  1,  7,  15;  1,  8,  11;  1,  8,  14 

1,  8,  15;  1,  10,  15;  1,  11,  13;  1,  13,  15;  1,  14,  15;  2,  3,  15;  2,  4,  5 

2,  4,  11;  2,  4,  14;  2,  5,  7;  2,  5,  8;  2,  7,  9;  2,  8,  14;  2,  11,  1.3 

2,  14,  15;  3,  6,  14;  3,  7,  15;  3,  8,  15;  3,  10,  15;  3,  13,  15;  3,  14,  15 

4,  5,  7;  4,  5,  10;  4,  7,  9;  4,  7,  15;  4,  9,  10;  4,  10,  15;  -4,  14,  15 

5,  6,  9;  5,  6,  11;  5,  7,  8;  5,  7,  9;  5,  7,  10;  5,  7,  11;  5,  7,  13 
5,  7,  15;  .5,  8,  10;  5,  8,  13;  5,  9,  12;  5,  14,  15;  6.  7,  15;  6,  10.  15 
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tJ,  14,  15;  7,  8,  9;  7,  8,  15;  7,  9,  10;  7,  9,  15;  7,  9,  15;  7,  10,  15; 
7,  11,  15;  7,  1-2,  15;  7,  13,  15;  8,  9,  15;  8,  10,  11 ; 8, 10, 14;  8, 11, 13; 
8,13,1-i;  8,14.15;  9,12,14;  9,11,15;  10,11,12;  10,14,15;  11,12,15; 
11,14,15;  12.14,15;  13,14,15; 


Durch  Glcichuiigcii  vom  4.  Grade: 

1,  2,  lU;  1,  2,  12;  1.  3,  9;  1,  3,  10;  1,  4,  8;  1,  4,  9;  1,  4,  15 

1,  5,  12;  1,  .5,  14;  1,  7,  12;  1,  7,  14;  1,  8,  9;  1,  10,  13;  1,  11,  12 

2,  3,  4;  2,  3,  6;  2,  3,  8;  2,  4,  G;  2,  5,  14;  2,  G,  7;  2,  7,  12 

2.  7,  14;  2,  7,  15;  2,  8,  9;  2,  8,  15;  2,  9,  13;  2,  10,  15;  2,  11,  12 

3,  4,  6;  3.  4,  15;  3,  5,  7;  3,  G,  9;  3,  G,  12;  3,  G,  13;  3,  7,  14 

3,  8,  13;  3,  9,  12;  4,  5,  13;  4,  G,  7;  4,  G,  10;  4,  7,  12;  4,  7,  14 

4,  H,  G;  4,  8,  14;  4,  8,  15;  4,  9,  13;  4,  10,  12;  4,  10,  14;  4,  11,  12 

4,  13,  14;  5,  6,  12;  .5,  7,  14;  G,  7,  8;  G,  7,  9;  G,  7,  10;  G,  7,  11 

G,  7,  13;  G,  7,  14;  G,  8,  10;  G,  9,  12;  7,  8,  12;  7,  8,  14;  7,  9,  14 

7,  lO,  12;  7,  10,  14;  7,  11,  14;  7,  12,  13;  7,  12,  14;  7, 13, 14;  8,  9,  13 

8,11,  12;  8,13,15;  9,  10, 13;  9,10,15;  10,12,15;  10,13,14;  10,13,15 
11,12,13; 

Durch  Gloichungcn  von  hohcroin  als  dem  4.  Grade: 

1,  3,  12;  1,  4,  11;  1,  4,  12;  1,  4,  14;  1,  G,  9;  1,  G,  11;  1,  G,  12 

1,  G,  14;  1,  8,  12;  1,  9,  10;  1,  9,  11;  1,  9,  13;  1,  9,  14;  1,  9,  15 

1,  lO,  11;  1,10,12;  1,10,14;  1,11,14;  1,11.15;  1,12,13;  1,12.14 

1,  12,  15;  2,  3,  5;  2,  3,  7;  2,  3,  9;  2,  3,  10;  2,  3,  11;  2,  3,  12 

2,  3,  14;  2,  5,  9;  2,  5,  10;  2,  5,  11;  2,  5,  12;  2,  5,  15;  2,  G,  8 

2,  G,  9;  2,  G,  10;  2,  G,  11;  2,  G,  12;  2,  6,  13;  2,  G,  14;  2,  6,  15 

2,  8,  12;  2,  9,  11 ; 2,  9,  14;  2,  9,  15;  2,  10,  11 ; 2,  10,  12;  2,  10,  14 

2,  11,  14;  2,  11,  15;  2,  12,  13;  2,  12,  14;  2,  12,  15;  3,  4,  5;  3,  4,  7 

:j.  4,  8;  3,  4,  9;  .3,  4,  10;  3,  4,  11;  3,  4.  12;  3,  4,  13;  3,  4,  14 

3,  5,  8;  3,  5,  9;  3,  5,  10;  3,  .5,  11;  .3,  5,  12;  3,  5,  13;  3,  G,  11 

3,  7,  8;  3,  7,  9;  .3,  7,  10;  .3,  7,  11;  3,  7,  12;  3,  7,  13;  3,  8,  9 

3,  8,  11;  3,  8,  12;  3,  8,  14;  3,  9,  10;  3,  9,  11;  3,  9,  13;  .3,  9,  14 

3,  lO,  11 ; 3, 10, 12 ; 3, 10, 13;  3, 10, 14  ; 3, 11, 12;  3,  11,  13;  3,  11, 14 

3,  11,  15;  .3,  12,  13;  3,  12,  14;  3,  13,  14;  4 5,  8;  4,  5,  9;  4,  5,  11 

4,  5,  12;  4,  ;5,  14;  4,  5,  15;  4,  G,  8;  4,  G,  9;  4,  G,  11;  4,  6,  12 

4,  G,  13;  4,  G,  14;  4,  6,  15;  4,  8,  11;  4,  8,  12;  4,  9,  11;  4,  9,  14 

4,  0,  15;  4,  11,  13;  4,  11,  14;  4,  11,  15;  4,12,  13;  4,12,14;  4,12,15 

5,  7,  12;  5,  8,  9;  5,  8,  12;  5,  8,  11;  5,  8,  15;  5,  9,  10;  f),  9,  11 

.5,  9,  13;  5,  9,  14;  .5,  9,  15;  .5,  10,  11;  5,  10,  12;  5,  10,  13;  .5,  10,  14 

5,  10,  15;  .5, 11,  12;  5,  11,  13;  5,11,11;  .5,11, 15;  5,  12,13;  5,12, 14 
5,  12,  15;  5,  13,  14;  5,  13,  15;  G,  7,  12;  G,  8,  9;  G,  8,  11;  G,  8,  12 

G,  8,  13;  G,  8,  14;  G,  8,  15;  G,  9,  10;  G,  9,  11;  G,  9,  13;  G,  9,  14 

G,  10,  11;  G,  10,12;  G,  10,13;  G,lO,14;  G,ll,12;  G,ll,13;  G,ll,14 

G,  11,  15;  G,  12,  13;  G,  12,  14,  G,  13,  14;  G,  13,  15;  8,  9,  11;  8,  9,  14 

T«il  LXIV.  > ' 


Digitized  by  Google 


tikt  Rriit  r»a  mmfH  Dreiecksprohlemtn. 


2.V' 

K 11. 14;  11.  lö;  12, 13;  ?<.  12.  14  ; 8, 12. 15;  l»,  10, 11 ; ».  10, 14; 

8.11,13:  8.11.14;  9.11.15;  9.13.14;  9.13.15;  10.11,13;  10,11,14; 
10.  11.  15;  10.  12.  13;  1«'.  12.  14;  11.  12,  14;  11,  13,  14;  11,  13,  15; 
12.  13.  14;  12.  13.  l,'»; 

.\Is  unbrimhlor  zur  Ikstimmuiie  der  Grössen  r,  *,  t erweisen 
sich  die  Wertecciubinationcn:  4,  7.  10  und  7,  14,  1,5. 

Im  felgvnJv-n  möge  es  uns  gvstuUet  sein  eine  bescliränkte  An- 
zalil  von  .\uTV:0K'n  dieser  .\n  nuher  zu  detaillireu,  indem  es  nicht 
ohne  Interesse  ist  in  die  grosse  formale  Mannigfaltigkeit  der  unseren 
Gleichung'Sj'Stemen  znki^mmenden  Lösungen  einen  tieferen  Einblick 
zu  gewinnen. 


I. 

Es  sollen  die  3 Siitcn  x,  y.  i eines  ebenen  Dreiecks  bestimmt 
werden,  wenn  iK-kannt  ist : die  Summe  (o)  der  Seiten,  die  Summe  (/>) 
der  Höhen  und  die  (doppelte)  Summe  (e)  der  Mittellote;  dann  ist 
also: 

x+yT-:  = ".  + = M,-f7u  + «3  = e 

Unter  Iliuzuziehnng  der  Relationen /„ Z^, /,  resultirt  sofort: 

2vr2r  + *)«^^  = rt 

= fl 

2{r  + *)  = c 

welche  Beziehungen  als  Bcstiinmungsgleicbungen  für  die  Grössen  r, 
*,  t aufgefasst,  sofort  ergeben: 

» = l|(Ä-|-c  — V — i/c) 

= '-I  _ H (_  i -1-  2c  + yjaS+P" f c»  — />cf 

Bezeichnen  wir  die  Irrationalitüt  dieser  Formeln  kurz  mit  h,  so  führt 
die  Restitution  dieser  Werte  in  (.\)  unmittelbar  zur  Beziehung: 

— ih-\-c-\-ih)  — jjfi-l-c — //)( — 26 -{■  c ~t~  2^')  = G 

— eine  Gleichung,  deren  3 IVurzclii  x,  y,  s bei  schicklicher  Wahl 
von  a,  6,  c 3 positive  reelle  Werte  als  die  Seiten  eines  Dreiecks  in 
Function  der  vorhin  hezeichncten  Grössen  reprüsentiren. 
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II. 

Es  seien  vorgelegt  die  Wcrtecombinationcn : 

Man  frage  etwa  wieder  nach  den  Seiten  des  diesem  Grössensysterae 
zugehörigen  Dreiecks.  In  Rücksicht  auf  die  Relationen  /,,  /j,  /ü 
erhalten  wir  sofort: 

o = 

A*  = ^((2r-f  »)*+<*) 

= 4rs* 

woraus  zunächst  hervorgeht: 


3 s 


während  die  Berechnung  von  t durch  die  Natur  der  vorgclegten  Auf- 
gabe als  überflüssig  erscheint.  Die  Restitution  dieser  Werte  in  (A) 
führt  in  diesem  Falle  zur  Beziehung: 

3 3 

«» —««*+«  (j + ^ +**))-  ® 

deren  Bedeutung  nach  dem  gesagten  einer  näheren  Interpretation 
wol  nicht  mehr  bedarf. 


III. 


Es  seien  vorgelegt  die  Grössen: 

xyz  — €?,  mj»nj-l-m,m3-|-mjnig  = ö*,  9**23*  ~ 

nnd  wir  wollen  diesmal  die  Gleichung  für  die  Höhen  desjenigen  Drei- 
ecks, dem  diese  symmetrischen  Functionen  entsprechen,  aufstellen. 
Die  Zuhilfenahme  der  Relationen /*, /g, liefert  sofort: 


<1*  = 4r«y(2r-(-»)*-|-t* 
i*=  ^((2r-f3)*-l-«*) 
r*  = 8r«-(2r  — n) 


woraus  zunächst  >■  hervorgeht  in  der  bemerkenswerten  Form: 


17* 
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r = ^ V 2n(n^-f- V«®  — 

mul  wenn  wir  dio  Irrationalität  dieser  Form  kurz  mit  k bozeidinen. 
so  gewinnen  n und  t die  Gestalt: 

k^'  ' “ 4c<  \ hek»  ) 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Substitutionsgrösse  gewinnt  nun  (B)  die  Form: 

"*  — «» 1 wi-  — p = 0 

als  Gleichung,  welche  der  aufgestollten  Forderung  genügt. 


IV. 


Es  seien  folgende  Werte  bekannt: 

yy-f  + = ffS,  3i- +</**+ 5:1*  = 5i5*'/3  = 

nnd  wir  wollten  abermals  die  Ilöhenperpendikel  desjenigen  Dreiecks 
bestimmen,  dem  jene  Werte  zukommeu;  wir  haben  somit  dio  Rela- 
tionen/j,/, 4 und/, 5 anzuwenden  und  erhalten  so  die.  Gleichnngen: 

„s  = 4,.2-|_2^s-f 

= 4,.2-|_2Ää-4r/!+/>', 
c®  = 4i'Ä*, 

aus  denen  mit  Leichtigkeit  die  Formeln  resultiren: 

(a'* — 4^)*  3c® 

’■  “ ■ 1^~’  " ~ 

während  <,  wie  eine  naheliegende  Betrachtung  ergibt,  nicht  e\plicite 
gerechnet  zu  werden  braucht.  Mit  Rücksicht  auf  (B)  erlialten  wir: 


als  Gleichung,  welche  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  implicite 
enthält. 

kt 
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Es  scicu  vorgclcgt  die  Producte: 

= n*,  qxqt>l3  = <^ 

Sic  gehören  einem  l>estimmtcn  Dreiecke  au,  von  welchem  wir  bei- 
spielsweise die  Dimensionen  zu  kennen  wünschen.  Die 

Relationen  /*,  /,5  führen  zunächst  zu  den  Ililfsgleichungen : 

ix* 

a*=  --((2r  + *)*  + t») 

h*  = 2rt* 
r^  = 4r«^ 


aus  denen  zunächst  « hervorgeht  in  der  bemerkenswerten  b'orni: 

3 

— 4AV)  — 2c* 

4(2A*-fc*) 


und  wenn  der  irrationale  Factor  von  c kurz  mit  e bezeichnet  wird, 
so  folgt  unmittelbar: 


c 


t* 


ibh* 


c 


welche  Werte  in  (D)  substituirt  liefern: 


VI. 


Gegeben:  • 

m j -j- w<5  = rt  “ **) 

"lO*  “1“  = A*  ="  2«* -j- .‘3r» -j- 1* 

Pi+Ps  + 3=  c = ^-(2«*  + 4r*-|-t*) 
Uesucht  etwa:  «...  »j. 

Mau  findet  zunächst: 


A* 


1 


h*('2c*  — b*)  — c*(n  — c)* 
2c» 


Die  Restitution  dieser  Werte  in  (C)  liefert  sofort  «„  «v,  in  Func- 
tion der  gegebenen  Grössen  durch  die  Gleichung: 
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u*  — n*(a  — c)  k4* — ^3  (i*(2c* — 6*)  — c*(a  — c)*)  —0 


VU. 

Gegeben: 

+ + = a = 2(r+«) 

= 4*  = 2rt* 

PlP2+/>lPs+i>*P3  = C*  = -(»•4-») 

Gesucht  etwa:  pi,  pf,  p^. 

Man  findet  zunächst: 

»•  = ^l/o4,  Ä «=  ^(ac  — iVöi), 

Die  Restitution  dieser  Werte  in  (D)  liefert  sofort  p^,  p^,  p^  in  Func- 
tion der  gegebenen  Grössen  durch  die  Gleichung: 


VIII. 

Gegeben : 

f4 

'•i”2»*3  “ a*  ■=  2r<*,  PjPtPn  = 43  = ^,  -=  ==  4r«» 

Gesucht  etwa:  qi,  q^,  q-^. 

Mau  findet  leicht: 

" = < = Va4 

Die  Restitution  dieser  Werte  in  (E)  liefert  sofort: 

K , i’c-*  l/2e\  , „ ,/a*  c . — \ 


IX. 


Gegeben : 


xyz  — rt*  = 4r«V'(2r+*)*+t3 


'"!»'*  + ”‘j”*3+”»2'«3  = 4*  = — ((2r-|-»)*-f-«*) 


2«^ 

=x  c3  = — ((2r-f- #)»-{- ^2) 
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Gesnciit  etwa:  9^,  q^^ 

Es  ci^bcu  sich  zunächst  die  Formeln: 

a*  c»  a*A<  (aV,^-{-c*y 

'■■“2c’  *~i*’  ‘“4c*~V  b*c  ) 


deren  Restitution  in  (E)  liefert: 


,,*j*‘+4c>«  — 16a*6V  , 
r-a* 4iv 4 


■<I‘  -46'  — = 0 


X. 


Zuni  Abschlüsse  dieser  Reihe  von  Beispielen  inäge  noch  folgende 
W'ertcconibinatiou,  ihres  hohen  formalen  Interesses  halber,  Platz 

linden : 

ryz  = n®  = 4r«V(^r-j- «)*-)-(* 

2» 

= c»  = 4r«* 

Ilierans  gehen  zunächst  die  formell  gewiss  merkwürdigen  Relationen 
herror ; 

6 ö 

O*  I /2o*  ® I / 

'■““Trjv’  *~ör8^r 


Substituirt  mau  diese  Werte  und  den  ähnlich  gebauten  Wert  vou  t 
etwa  in  (A),  so  erhält  mau: 


9 9 0 0 

“ cV~c  2A7‘+2;i;r 


als  Gleichung,  deren  3 Wurzeln  a-,  y,  s die  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks bestimmen,  wenn  das  Product  seiner  3 Seiten,  das  Product  sei- 
ner 3 Winkelhalbirungsliuien,  sowie  die  Summe  der  als  Producte 
aafzufasseuden  Combinationen  zu  zweien  seiner  Höhcnperpendikel 
bekannt  sind. 


Wenn  inan  erwägt,  dass  die  Relationen/,  bis  /,j  die  symmetri- 
schen Functionen  erster  C'lasse  der  drei  möglichen  Ordnungen  unserer 
in  Betracht  gezogenen  Dreiecksgrössen  repräseutiren , und  dass  es 
nach  einem  Satze  aus  der  Lclire  von  den  symmetrischen  Functionen 
stets  möglich  ist  eine  symmetrische  Function  beliebiger  Ordnung  und 
L'lassc  darzustelleu , wenn  nur  alle  Ordnungen  der  symmetrischen 
Functionen  der  ersten  Classo  bekannt  sind,  so  ist  cs  also  auch  mög- 
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liih  drei  beliebige  svmmetriscbe  Com])lcxe  unserer  untersuchten  Ele- 
mente durch  die  Werte  r,  »,  t auszndrücken  uud  hiermit  wären  auch 
alle  jene  Aufgaben,  bei  welchen  symmetrische  Complexe  der  Unbe- 
kannten von  beliebiger  Classe  und  Ordnung  gegeben  sind,  auf  rein 
analjtische  Schwierigkeiten  zurückgeführt.  Es  ist  klar,  dass  durch 
diese  Verallgemeinerung  unserer  obigen  Betrachtungen  die  Zahl  der 
denkbaren  Aufgaben  dieser  Gattung  sich  ins  beliebige  vermehren 
lässt  — allein  die  Möglichkeit  der  analytischen  Durchführung  solcher 
Probleme  ist  leicht  hegrcitlicher  Weise  eine  bedeutend  geringere,  als 
in  der  bisher  hctrachteteu  Grui)i>e. 

Pün  Beispiel  möge  den  Vorgang  bei  der  Behandlung  von  Auf- 
gaben dieser  Art  illuslrireu.  Bildet  mau  auf  die  bekannte  -Art  aus 
/,  uud  /,  die  Quadratsumme  der  Grösseu  x,  y,  z uud  ebenso  aus  /; 
uud  /j,  die  Quadratsnmme  von  »„  m^,  n^,  so  erhält  nuin: 

= 4r*  — 2t*  = !i* 

Sei  etwa  noch  als  diittes  Bcstimmungsstück  unserer  gesuchten  Drei- 
ccksgrösson  gegeben: 

*-}-  q^*  -j-  5;,*  = 4;-’*  — 4r.s  -j-  2it-  = c* 

so  ergibt  die  -AuHüsung  des  hierdurch  reprüsentirten  Systems  von 
Gleichungen  nach  r,  «,  t die  Werte: 

>•  = 

" = i W - y'-2c*-  J(2a=*  - b*)) 

welche  iu  eiu  beliebiges  der  fünf  Systeme  von  (A)  bis  (E)  suhstitnirt 
zur  impliciten  Losung  der  angedeuteten  Aufgabe  führt. 

Eine  noch  weitergehendc  und  viel  fruchtbarere  Verallgemeinerung 
der  Aufgaben  dieser  Art,  welche  die  Reductiou  der  untersuchten 
Grössen  auf  reine  P'uuctioncu  von  r,  *,  t zulässt,  besteht  iu  folgender 
Bemerkung.  Pis  ist  im  allgemeinen  möglich  beliebige  algebraische 
(also  ganze  und  gebrochene,  rationale  uud  irrationale)  homogene 
symmetrische  P'unctioneu  aus  \ erschiedeneu  Gruppen  unserer  Dreiccks- 
elementc  zu  bilden,  welche  ebenfalls  nur  von  r,  «,  / abhängen-,  auch 
in  diesem  Falle  ist  die  Lösung  von  Aufgaben,  iu  welchen  die  gege- 
benen Elemente  auf  die  eben  angedeutete  Weise  gebildet  sind,  ledig- 
lich von  der  Möglichkeit  ilcr  Autlösung  des  vorliegenden  Aggregates 
der  Grössen  r,  »,  i nach  jeder  einzelnen  dieser  Grössen  abhängig. 

Auch  hier  mögen  zwei  Beisjjicle  die  ausserordentliche  Mannig- 
faltigkeit dieser  -Aufgaben  illustrircn. 
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I. 

Es  scioii  vorgclegt  die  Werte: 

1/ li ."*^3  ^ j 7’ I f i + PiP^_PiJ>»  ^ 

' PiPzPa  ’ »i  + ''s  + «a 

Gemäss  unseren  Ausfährungen  liaheu  wir  zunächst  folgende  Hilfs 
relationcn  zu  bilden: 


/•,2  — 2/-J  — 2/'ij  = fS  = 1«  — 2«* 


welche  als  Bcstimmungsglcichungen  für  die  Grössen  r,  s,  i aufgefasst, 
ergeben : 

r = H = — — 2c^),  t = th 

Wollten  wir  nun  die  wiukclhalbircndcn  Linien  eines  Dreiecks  be- 
stimmen, dem  die  obigen  Werte  entspreehen,  so  führt  die  Restitution 
dieser  Werte  von  r,  *,  i in  (E)  unmittelbar  zur  Gleichung: 

4-  — C*)  -f  a*.  hch\iH,  — Vf 24-) 

deren  3 positive  Wurzeln  die  AuHösuug  der  gestellten  Aufgabe  reprä- 
sentireii. 


11. 


Es  seien  vorgelcgt  die  Werte: 

^ ^ 

’ 7'i/'2-f/>,7’3  + 7'*7’a 

und 

( P;  Pi  +ib  7'.i  +/'27'a)  (Pi  + 7'a + 7’a)  ~ 

Es  seien  diesmal  die  Dimeusioueu  p,,  />.,  des  Dreiecks,  welchem 
die  vorgelegten  Werte  entsprechen,  zu  bestimmen.  Abermals  bilden 
wir  zuerst  die  Ililfsrclationcn: 


fl 

Je, 


f(3  = 


fu 


r 


US  welchen  hervorgeht: 

's. 


/s  J\ 
fu  -fiO 


4, .2 
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als  Gleichung,  deren  3 Wurzeln  p.,  der  oben  gestellten  For- 

derung entsprechen. 

Die  Resultate  dieser  im  vorigen  gegebenen  Ausführnngcu  lasscu 
sich  kurz  zusammengefasst  in  folgender  Form  aussprechen: 

Es  ist  allgemein  möglich  irgend  ein  Aggregat  \on  symmetrischen 
Functionen  aus  fünf  (und,  wie  sich  leicht  ausfUhren  liessc,  noch  vie- 
len anderen)  Gruppen  je  dreier  gleichartiger  Dreiecksgrössen  durch 
die  Worte  *•,  a,  t auszudrücken.  Werden  3 solche  Aggregate  als 
bekannt  vorausgesetzt  und  fragen  wir  nach  den  einzelnen  Elemouteu 
derselben,  so  hängt  die  Möglichkeit  der  Beantwortung  dieser  Frage 
nur  davou  ab,  ob  es  in  dom  gegebenen  Falle  gelingt  die  mit  r,  »,  t 
bezcichneten  Hilfsgrössen  einzeln  aus  den  gegebenen  Aggregaten  her- 
auszurechueu  — dagegen  ist  diese  Forderung  jederzeit  von  der  Gruppe 
der  gcsuchtou  Dreiecksgrösson  völlig  unabhängig. 

Wien,  am  15.  Juli  1879. 
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XXII. 

Zur  Geometrie  der  Geraden. 


Von 

Emil  Hain. 


I. 

ABCD  seien  Punkte  einer  Geraden,  O der  Nullpnukt  derselben; 
abed  bezeichnen  die  Abstände  der  Punkte  ABCD  von  O.  Dann  ist: 


{ABCD)  = 


AC.  AD 
BC ' BD 


a — c — d 
h — c b — d 


k 


Liegt  C in  O,  so  haben  wir: 

a.o  — tl  , nh{l  — k) 

* “ i ’b  — d’ 


Für  {AB CE)  =■  fi  ist 


Selzen  wir 


* a — b(i 

?L+i 


KO  a,  ß,  q>,  if/  constant  sind,  so  liuden  wir 


e 


<d) 


k{(p  — ct)-\-ip  — ß 
k{atp  — — bß 


Die  Punkte  D,  K bilden  für  variable  k projeetivisehc  Punktreihen, 
da  sich  D und  K eindeutig  bestimmen.  Für  = oo  wird : 


(t  — kb  = ü 
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a/j 


a(tp  — ct)-\-  — ß) 

a((Cip  — — i/J)J 


Neunen  wir  diesen  Punkt,  d.  i.  den  Gegenpunkt  der  Reihe  E,  E„; 
für  Df,  erhalten  wir  folgende  Werte: 

fitp  — hß 
dtp  — ha 


■ OD,  A = 


Daraus  folgt: 


el  = uh 


iitp — ha-\-a\l> — t'ß 
a{aep  — ha)  -)-  A(ot/;  — i/3)  J 

ah{h  — ff)  (n  -j-  fjf) 


n{aep  — ia)-f-i(«i/f  — bß) 

Es  ist  also  AfA’u  = 0,  wenn 

a -{-  = I ) 

Wir  haben  somit  den  Satz:  Coustruirt  inan  zu  drei  Punkten 
ABC  zwei  Punkte  D und  E so,  dass 

{ABCn)  = A 

wo  «,  ß,  tf,  1/f  eonstant  sind;  so  sind  T)  und  E für  variable  A con- 
jugirte  Punkte  einer  Involution,  wenn 

« -j-  lg  = 0 

Speeicllc  Fälle,  für  welche  diese  Beziehung  besteht,  sind: 


fl  = ^,  ft  = — A. 


II. 

Constrnirt  mau  zu  drei  Punkten  ABC  einer  Geraden  zwei  Punkte 
n,  K so,  dass 

{ABCD)  = A,  (ABCE)  = oA. 

wo  « eonstant  und  A variabel  ist;  so  bilden  die  Punkte  />,  E zwei 
projeetivisehe  Reihen.  Aendeit  man  auch  rf^  so  liegen  die  Gegen- 
imnkte  dieser  projcetivischeu  Punktreiheu  zu  AB  symmetriseh.  während 
die  Doppelpunkte  fest  bleiben. 

C sei  der  Nullpunkt  der  Gcradeu.  Daun  ist: 
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Den  Werten 

A = oD,  A = U 
entsprechen  die  Doppelpunkte: 

fl  — e — a,  fl  = e — A, 

die  Punkte  .4,  B. 

Die  Gegenpuukte  für  die  Reihen  a sind  die  Punkte: 
aa  — h ha  — a 

Ihre  Mitte  ist:  die  Mitte  von  AB. 

Durch  Projection  der  Punktreihe  wird  der  unendlich  ferne  Punkt 
U der  Geraden  der  endliche  Punkt  F.  Wird  F sowol  der  Reihe  D, 
als  auch  der  Reihe  E zugehörig  betrachtet;  so  entsprechen  ihm  in 
diesen  Reihen  die  Punkte  E/,  Df.  Die  früheren  Gegenpunkte 
Efi  werden  nun  die  Punkte  D/,  Ef.  Die  Symmetrie  T-’h,  welche 
als  eine  Involution  aufzufassen  ist,  deren  Doppelpunkte  E und  die 
Mitte  von  AB  waren,  ist  jetzt  diejenige,  für  welche  F und  der  zu  F 
bezüglich  AB  vierte  harmonische  Punkt  Doppelpunkte  sind.  Die 
eingangs  dieses  Paragraphen  aufgcstcllte  Behauptung  lautet  also  ver- 
allgemeinert: Construirt  man  zu  drei  Punkten  ABC  einer  Geraden 
zwei  Punkte  D,  E so,  dass 

(ABCD)  = A,  {ABCE)  = «A; 

dann  sind  für  variable  A die  Reihen  D,  E projectivisch.  Ist  F ein 
beliebiger,  fester  Punkt  des  gemeinsamen  Trilgers  und  entsprechen 
ihm  in  den  Reihen  D,  E die  Punkte  Df,  Ef,  so  liegen  diese  Punkte 
für  variable  « stets  harmonisch  zu  F und  dem  bezüglich  AB  zu  F 
liarmoiiischen  Punkte. 


III. 

D und  E seien  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

nA(l  — A)  nA(l— fc) 

fl  = > f.  = , 

a — AA  « — Aft 

Wir  wollen  die  Beziehung  suchen,  welche  zwischen  «AAft  besteht, 
wenn  für  feste  A und  B die  Mitte  von  DE  immer  derselbe  Punkt 
S(‘in  soll. 

tj  sei  die  constante  Mitte  von  DE.  Dann  ist: 


Digitized  by  Google 


270 


Hain;  Zur  (leometrie  der  Geraden. 


1 — k 
a — hX 


+ iz-JL 

' a — Äfi 


0 


k(a-\-b)  — 2n 
^ “ 2ik  — (a-i-b) 


Die  Reihen  B,  E l)ilden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  O 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  U sind.  Für  den  si»eciellen  Fall: 

n-|-Ä  = 0, 

in  welchem  ()  die  Mitte  von  Ali  ist,  wird 

1 

^ = k 

Dies  gibt  den  bekannten  Satz: 


Construirt  man  die  zur  Mitte  einer  geradlinigen  Strecke  bezüg- 
lich derselben  zugehörigen  Punkte  nach  zwei  zu  einander  reciproken 
Doppelvcrhältnissen,  so  halbirt  die  Mitte  zwischen  den  so  erhaltenen 
Punkten  die  Strecke  selbst. 


Nehmen  wir  0=V  nicht  in  der  Mitte  von  AB  oder  DE  an. 
sei  also  die  Lage  von  0=C  ganz  allgemein;  so  bilden  die  Punkie: 


d = 


ai(l  — k) 
a—bk  ' 


al>{k  — l) 
ak  — b ' 


für  welche 

(ABCD)  = k,  (ABCE)  = ^ 
nach  I.  eine  Involution. 

Den  Doppelpunkten  derselben  entsprechen  die  Werte: 
A “ "4~  Ij  #/  “=  c = 0 
A = — 1,  d — e 


2ab 

a-\-b 


Die  Doppelpunkte  sind  also  C = O und  der  zu  C bezüglich  AB  vierte 
harmonische  Punkt.  Wir  haben  sonach  den  Satz: 

^Construirt  man  zu  einem  beliebigen  Toilpnnkle  einer  gegebenen 
' füinigen  Strecke  bezüglich  der  Endpunkte  derselben  die  zweien 
^^<^nder  reciproken  Doppelvcrhältnissen  zugehörigen  Punkte;  so 
diese  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  der  erstgenannte 
ikt  und  der  zu  diesem  bezüglich  der  festen  Strecke  vierte  bar- 
.he  Punkt  sind. 


Digitized  by  Google 


Flain:  Zur  Gtomtlrit  tier  Geraden» 


271 


rv*. 

AliPQ  seien  feste  Punkte  einer  Geraden,  ihre  Abstande  vom 
Nullpunkt  O derselben  abpq.  Ferner  sei 

{ABPX)  = i = {ABQY) 

Für  variable  1 bilden  die  Punkte  X,  K projectivisrbo  Reiben 
Für  3-,  y als  die  Abstünde  der  Punkte  X,  V von  O ist: 

^ n — j>  , a — X u — 9.(1 — y 
h — p h — X h — 9 b — y 

^ la(b—p)—b{a—p) 

MJ>—p)  — {a—p) 

la(b  — q) — b(a  — 9) 

^ i(b  — ij)  — (a  — q) 

Für  die  Gegenpunkte  X,„  y„  erhalten  wir: 

tib-j-pfj—-q(a-i-b) 

I = X , y = 

p — q 

2j(a  -j“  Ä)  — ad  — pq 

?/  = X , X = 

’ p—q 

Die  Mitte  von  A'^  Ya  balbirt  die  Strecke  Ali. 

Die  Ansicht  der  Werte  für  x,  y gibt  unmittelbar; 

A = X,  X=  y=  A 
A =«  0,  A=  y=B 

Die  Doppelpunkte  der  Reihen  A',  Y sind  also  die  Punkte  A,  B.  Im 
Falle  der  Involution  ist 

Xu  Yf,  = 0 

ab-{-pq  — q(a-\-b)  __  p(a b)  — ab  — pq  ^ ^ 
p—q  p—q 

Bei  allgemeiner  Lage  von  /’  und  Q fallen  also  die  Gegenpunkte 
nicht  zusammen.  Doch  gibt  es  für  jeden  Punkt  P einen  Punkt  (), 
welcher  die  Reihen  X,  Y einander  involutorisch  entsprechen  lässt. 
Dann  bilden  die  Reihen  /',  Q selbst  eine  Involution,  welche  durch 
die  Gleichung 

-pq  — ('^"i~*)(P"l"9)"}~2((/.i  = 0 

gegeben  ist.  Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  ebenfalls  A 
und  B. 
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V. 


Coustruirt  mau  zu  den  Gegoupuukteu  zweier  i)rojectivischeu  Punkt- 
reilicn  auf  einer  Geraden  die  eutsprecheudeu  endlichen  Punkte,  so 
liegen  diese  zu  den  Gegeupunkten  symmetrisch. 


Wir  beweisen  dies  mit  der  allgemeinen  Verwandtschaftsgleichnug, 
die  zwischen  den  Abständen  a-,  i/  der  Punkte  A'.  V von  einem  belie- 
bigen Punkte  O des  gemeinsamen  Trägers  besteht.  Diese  laute: 

■j:y-{-ax-\-ßy-\-y  = 0 

Dann  entsprechen  dem  unendlich  fernen  Punkte  U beider  Reihen  die 
Punkte  Xl,  l'„  mit  den  Coordinaten: 

*=  — (3,  — « 


Der  Punkt  Xf,{x  — — ß)  kann  aber  auch  als  ein  Punkt  der  Reihe 
i betrachtet  werden.  Selzen  wir  also: 


so  erhallen  wir: 


y-=  — ß 


X = 


u-ß 


Ebenso  entsprechen  einander: 


Nun  ist: 


X 


V = 


iLr.l'l 

« — ß 


'ß-—y  , y — _ _ fL+i 
a—ß  n — /J  J ~ 2 


Demnach  ist  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten,  von  welchen 
jeder  dem  Gegenpuukte  der  einen  Reihe  als  der  andern  zugehürig 
in  jener  entspricht,  auch  die  Mitte  von  X„  Y/t. 

Ein  ähnlicher  Satz  lautet: 

Construirt  man  zur  Mitte  der  Gegenpunkte  zweier  projeetivischeii 
Reihen  die  beiden  entsprechenden  Punkte,  so  liegen  diese  zu  den 
Gegcnpunktcu  symmetrisch. 

Der  Mitte  von  Xu  Yp,  entsprochen  die  Punkte : 

— 2y  2y — — nß 

® ß - ■ y — - -ß 

Hieraus  folgt  also: 
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27:? 


a-hß 

2 2 

Die  Projection  ergibt: 

Wird  anf  einer  Geraden,  dem  Träger  zweier  projectivischen 
Pnnktreihen  X,  F irgend  ein  Punkt  /’  auf  jede  dieser  Reihen  be- 
zogen and  entsprechen  ilim  in  dieser  Weise  die  Punkte  Xf.  1/;  be- 
stimmt man  ferner  den  zu  F bezüglich  X/,  Y/  harmonischen  Punkt 
G,  und  entsprechen  demselben  in  beiden  Reihen  die  Punkte  Xg,  Yg\ 
so  teilt  FG  auch  Xg  Y,j  harmonisch. 

Wien,  Mai  1879. 


T»il  I.XIV. 
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XXIII. 

Geoinetrisclie  Amvendung  der  Addition 
elliptischer  Integrale. 


Von 

R.  Hoppe. 


Der  Schnitt  eines  geraden  Cylinders  und  einer  Kugel  liefert  eine 
grössere  Anzahl  von  Figuren,  deren  Grösse  sich,  und  zwar  znm  Teil 
ziemlich  einfach,  in  elliptischen  Integralen  ansdrfickt. 

Der  durch  die  Kugel  begrenzte  Cyl Inder mautel  ist  reine  Function 
'2.  Gattung  oder  aus  1.  und  2.  Gattung  zusammengesetzt,  jenachdem 
der  Cylinder  durchgesteckt  oder  eingekerht  ist.  Im  Grenzfall,  wo 
der  Cylinder  die  Kugel  von  innen  herithrt,  ist  das  Integral  nicht  mehr 
elliptisch,  sondern  algehnaisch. 

Auf  der  Kugel  begrenzt  der  Mantel  einen  inneru  und  änssem 
Teil.  Da  sich  hei  der  nerechming  der  innere  Teil  stets  als  Rest 
von  der  Kngelfliiche  darstellt,  so  ist  cs  einfacher  nur  den  äusscni 
Teil  zu  betrachten.  Dieser  ist  im  allgemeinen  elliptisch,  zusammen- 
gesetzt ans  1.  und  2.  Gattung,  einem  algebraischen  und  einem  circu- 
laren Term,  wird  aber,  wenn  der  Mantel  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  geht,  sehr  einfach  2.  Gattung  oder  ans  1.  und  2.  Gattung  zn- 
sammeugesetzt.  in  denselben  Fallen  wie  der  Mantel. 

Die  Schnittcurvc  ist  iin  allgemeinen  hypcrelliptisch,  bloss  wenn 
der  Cylinder  die  Kugel  von  innen  bertUirt,  wird  sie  reine  elliptische 
Function  2.  Gattung. 

Der  Kori)er  zwischen  beiden  Flüchen  ist  stets  elliptische  Func- 
tion .‘5,  Gattung.  ^ 
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Von  den  genannten  Figuren  betracliten  wir  teils  das  Ganze  teils 
variabel  begrenzte  Stücke. 

Die  Gleichung  der  Kugel  sei 


die  des  Cylinders 

(*-*)*+ y*=e>*  (1) 

Die  Coordinaten  eines  gemeinsamen  Punktes  reduciren  sich  folgender- 
massen  auf  einander: 


X 


y 


4A  V—  (*>*+ c*— 
4Ä* 


(2) 


S.  1.  Mantel  des  durchgesteckten  Cylinders  (rt>»Ä+r). 

Sei  Gl.  (1)  erfüllt  durch 

x = b — ccosg);  y = csingp  (3) 

woraus  

z = V«* — h* — c*  -|-  2A/’  COS  tp  (4) 


dann  ist  der  Mantel 


Durch  die  Substitution 


(p  = 2amv.  für  den  Modul  h-  ^ 2 J/' 

hei  welcher  die  Coordinaten  die  Ausdrücke  erhalten 
X = b — c -j-  2c  sn*M ; y = 2c  sn«  cn»* 


z = Va*  — (J>  — c)*dn« 

ergieht  sich: 

2K 

\e-V<^—(b—c)*  r dn^«0M  = (/,_<.)*£  (5) 

ft 

mit  «,  cIm  die  Integrale.  1.  und  2.  Gattung,  mit  K,  E deren  Quadran- 
ten, mit  snn,  cnw,  du«  die  Functionen  sinam»,  cosain«.  Vl — /*sn*H 
bezeichnet. 

18* 
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Nimmt  man  das  Integral  bis  zu  der  beliebigen  obom  Grenze 
<p  = tpj,  n — ?t„  so  stellt 

jV,  «=  — (A — o)*elti,  (G) 

einen  Streifen  des  Mantels  zwischen  2 Seiten  dar,  deren  erstcre  nach 
dem  Mittelpunkt  hin  in  der  xz  Ebene  liegt. 


Heber  die  Constanten  h,  c lässt  sich  derart  verfügen,  dass  Mäntel 
verschiedener  Cylinder  einander  gleich  werden.  Hierbei  lassen  wir 
den  Factor  A',  hzhw.  el»,  sowie  « nnverändert,  dann  sind  die  2 Be- 
dingungen 


hc 

(A-rF 


(T) 


A = 4eVo*  — — e)» 


(^) 


bei  gegebenen  n,  k,  A durch  verschiedene  h,  c zn  erfüllen.  Gl.  (7) 
nach  c aufgelöst  giebt: 


(9) 


wo  nur  die  positive  Wurzel  gelten  kann.  Dafür  kann  man  einfacher 
schreiben : 


I, 


ah* 

2p-COtp;  c==rt- 


2 — k* 
'2lf 


1 — -Kf7-  COSjS 


sinjS 


(10) 


Liesse  man  jetzt  ß unabhängig  variiren,  so  würde  sich  M nur  mit 
seinem  algebraischen  Factor  ändern,  und  mit  den  JV/j  würde  sich  ge- 
mäss den  Relationen  der  elliptischen  Functionen  von  gleichem  Modul 
rechnen  lassen.  Doch  soll  auch  der  Coefficient  übereinstimmen,  da- 
mit die  Beziehungen  als  geometrische  zu  Tage  treten. 


Sei 


dann  wird 


cos/3  ’ 


ah  cot  ß nm'*COt  ß 

7.* 


(11) 

(12) 


daher 


m*-j-  h* 


(13) 
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Wie  aus  (11)  iTsiclillit-li,  kann  m von  O bis  x vaiiircn;  gleichzeitig 
variirt  A von  0 zn  einem  Maiiraum  und  zurück  bis  0;  folglich  giebt 
cs  zu  jedem  m einen  zweiten  Wert  m,  für  gleiches  -1,  und  man  hat: 

„ 3 ...  3 

oder 


— »«)■{■  2nt*ntj*(wt — — j»!^)  — Ü 

also,  sofern  r»j  nicht  = m, 

/(*(>«*-{■  "*'"i  "i”’'*!*)  = U 

uud  wenn  man 


setzt. 


woraus : 


f^  + l = tiim^ 

«<,)'=  Ca  + l)(,i^- 1 -l-A') 
7.V— Ml)*  = (ft  + lKji*—  1— SVO 


2h 


(V ft*  — 1 + A*  ± Vg*  — 1 — 3A*) 


(15) 


Hiermit  ergiebt  sich  zugleich,  dass  nicht  mehr  als  2 Worte  von  m 
deinsolbeu  A entsprechen  können. 

licti'achtet  man  jetzt  ft  als  beliebige  Grösse  zwischen 
uud  *,  so  findet  mau: 

4.0  3_L»S  (ft^-l)*-A*|/ft*-l+A*  3 

+ +'*  = )r V “(u  + l)*“' 

woraus  dann  die  Werte 

.1/,  = -a  [(ft-f-1)  7(  j y A(u  [ ~1)-*  ' ol«i 

“ r (fl  +1)*—  /<*  K fl-'  - 1 4-  /.* ‘ f 
~ “ r (ft-f- i)*— /'*  y ft*—  1 ; 


(16) 


(17) 


leicht  henurgehen.  Hier  ist  Vfi*  — 1 — 3A*  mit  beliebigem  Vorzeichen 
zu  nehmen:  beim  Wechsel  desselben  geht  m in  ?/ij,  uud  6,  c in  die 
entsprechenden  Werte  A,,  Cj  über,  während  3/,  dasselbe  bleibt.  Die 
Relationen  sind: 

(IB) 

Aj  / vV»  — T -p.*+ y ^t*— 1^3/.^ jj  /vp-i+A*4-yft*— 1— 3Ä*\=> 

A ' y ft*  — 1 -j- /i* — Vft* — 1 — 3A*/  V / 
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V 


* — 


— 2A 

— i^Ä*  “ y i+A* + y 


Hat  man  nun  2 Streifen  desselben  Cylindermantcls  von  U 
bis  itj  und  A/*  von  0 bis  «j,  so  giebt  es  stets  einen  dritten  von  0 
bis  derart  dass 

A/j  — |—  A^  — A/j  ==*  A febij  “I“  elug  — el(Mj  *^2) J 

= yl/..*snwj8ni(,8n(Mj -1-n,) 

wird,  und  zwar  bat  inan: 


sn(uj 


snujCUtigdnuy  -|-  suM^cnujdnu] 
1 — A*sn*(«,sn*»is 


a^  — {b  — cY 

(a-,  — i -f-  a^)  (ir  j — A + c) 


c)y^  -}-  (arg  — A -{-  c)y,  r, 
A(a*  — a;,a-,)  + (c  — b)zyY 


Hier  sind  x^y-^z^  und  x^y^z^  die  Coordinaten  der  zwei  Punkte  der 
Schnittcurve , durch  welche  die  begrenzenden  Cylindersciten  n — ;j, 
und  M = uj  gehen.  Zwischen  beiden  ist  ein  dritter  Punkt  af,gy,22n 
genommen,  bestimmt  durch 

2a;jj  = x^-\-x.i 


Ebenso  wird 


cn(«,  + Mj) 


cnwj  cn«j  — snu,snu,dnu]  dnuj 
1 — A'*sn*itj  sn^ig 


[o’*— (A— c)^3j/iyg— (a,— A-{-c)(j,— A-l-cjzi;:, 

2y(a:,— Ä4<)  (xj— A^)  A(a*— a;,a:*)+(c— A)i,s* 


du(ni  + «„) 


dnxjdnuj  — A'^snujSUtt^enuiCnu,; 
1 — ik*8n-«iSU*«x 


A(n=*  — x^x^)  + (c  — A)zj 

Der  Streifen  A/^  wird  durch  einen  Punkt  der  Schuittcurve  begrenzt, 
dessen  Coordinaten  demnach  sind: 

_ , |_  £ a*—(b—c)- r A-f'0j£2ii  + ^+c).Vigil“ 

c 2 (a-'s-A-f-c)  [ A(,«»-a-,ars)  + (c-A)z,2*  " ' J 

c]/a^—(b—cY 

“ 2(a,  - A +c)  (a* - A + c)  [b(a^-  x,x^)  + (c~ - A)z„*]*  ' ^ 

! [o2  — ( A — <•)  *]y , yg  — { j-,  — A -f  c)  (a-g  — A 4-  c)z,  zj  t 


‘S 


ya* — (A  — cY 


b(eY 


fZjZg  — Ay,y, 

-XiXi)-\-(c—b)ziY 
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uud  zwar  ist 


24,  ~ Ci«  •) 


//*(«*  — X,  j-j)  + (e  — 

eine  Grösse,  die  sich  aus  deu  Datis  coustruireu  lässt. 

Xach  dem  Vorigen  kann  man  die  Streifen  Af^,  Afj,  jt/,  auf  i 
verschiedenen  Cylindera  nehmen,  mithin  die  Summe  oder  Differenz 
zweier  Streifen  des  einen  durch  einen  Streifen  des  andern  darstcllen. 
Der  Ausdruck  (20)  kanu  daun  ebensowol  auf  den  einen  wie  auf  deu 
andern  bezogen  werden  und  muss  identische  Werte  ergeben. 


S-  i-  Mantel  des  eiugekerbteu  Cyliuders 

Wir  behalten  die  Einführung  (3)  (4)  bei.  Der  Mantel  ist  hier, 
wo  z zum  Verschwinden  gelangt,  ehe  <>)  = 2R  wird, 

1=0 


3/  = äS<p 


,=o 


and  man  hat  zu  snbstituireu: 


sin  2'  = 4-suu;  coSg  = dn?t 


für  den  Modul 


(b-cy 


Die  Coordinateu  werden 

X = b — c-|- ic/v'Sn“«  ; y ==  ictsuuduit 
s = iy^Äci-euu 

aud  mau  tiudet: 

dtp  — 2/.' CU«  6« 

Die  Grenzen  gehen  über  in  « = 0,  « = A';  daher  ist 

K 

3/==lticV^c  l:««cn"u0it  =■  lticV^''e(A'  — h''^K) 


C^l) 


nad  ein  Streifen  von  9 = «J  bis  zu  beliebiger  Grenze  n, 
ilf,  = 8c  (ela, — 

Gleiche  Mäntel,  bzhw.  Streifen,  verschiedener  Cylinder  crliält 
mau  wie  in  §.  1.  Damit  zunächst  die  Moduln  gleich  werden,  muss 

Gl.  (9)  nach  Substitution  von  J für  /.•  erfüllt  werden-,  dies  giebt: 
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c = Va*— — (2^•*— 1)/<  (23) 

wo  wiederum  die  Quadratwurzel  nur  positiv  sein  knuu,  eine  Glcichoug 
die  zerlegt  werden  mag  in 

«siny  ( 2t*  — 1 . \ 


Sei  nun,  um  auch  die  Coofticientcu  gleich  zu  machen, 
w*  = 2U'coty  + l — 2t* 


daun  wird 


daher 


rtsiny  „ 


Aus  (2ö)  tindet  mau: 


1 TO*  — 2m*(l  — 2t*)-f  1 

4t*t-'* 


sin*y 


daher  ist 


8cy*c  -=  8a»  1 


(25) 

(26) 


(27) 

(28) 


Damit  diese  Grösse  für  2 Werte  m,  ?/ij  dieselbe  sei,  muss  sein: 

w*Wj*(toj  — m)  -j-  2to*TO]  *(1  — 2t*)  (toj  — wt)  -j-  »t*  — TOj*  — O 

oder  nach  Division  durch  »4 — m: 

»**  -f-  TOTOj  -}-»*]* 2h1*TO]  *(1 2t*)  — TO*TO,  * =>  0 


oder,  wenn  nw/i,  = fi, 

(„,4-,«,)*  = l)*-4^t*] 

(»t  — Toj)*  = — l)(ft  + 3)— 4pt*] 

woraus: 

I = iVf*[y(f*-f  1)*  — ±V(ft— l)(f*-f  3)  — 4f»t*J 

Dies  ciugcfiihrt  giebt: 

in,  — 2to*(1  2t*) -|-1  = y fi3  "* 

daher  ist 

M,  = 32a*  (^*1  (29) 
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2aH' 

Vfi* 


i w» 


(30) 


2akk' 


Ml 


Die  Additionsforacl  für  die  Streifen  ist  hier: 


A/1  + 34  — 3/3  = 8cyic/*sni*,8nM,Bn(Mi  + Kj) 

Nach  Einführung  der  Coordinateii  erhält  man  genau  die  Gl.  (20) 
wieder.  Ebenso  sind  die  Relationen  der  Coordinatcn  dieselben  wie 
im  ersten  Falle. 


In  beiden  Fällen  kann  man  die  Gl.  (2u)  als  eine  Relation  zwischen 
2 Cylinderstrcifen  ansehen,  mögen  diese  nun  auf  demselben  oder  auf 
verschiedenen  Cylindern  liegen.  Denn  34  + 34  ist  der  Streifen 
zwischen  den  Seiten  u = ■ — «,  und  n = u„  und  34  — 34  der  Strei- 
fen zwischen  den  Seiten  ^ = 113  und  « = it-i. 


§.  3.  Verbindung  der  zwei  Fälle. 


Macht  mau  in  den  2 Ausdrücken  des  Mantels,  bzhw.  Streifens, 
die  Moduln,  ilic  algebraischen  Coefticienten  und  die  Argumente  « 
gleich,  so  erhält  mau  in  der  Differenz  beider  Mäntel  oder  Streifen 
eine  geometrische  Darstellung  eines  beliebigen  Integrals  1.  Gattung. 

Wir  wollen  auch  hier  die  Kugel  als  gemeinsam  festhalteu  und 
nur  *01  bezüglich  auf  2.  Fall  vou  *,  c bezüglich  auf  ersten  unter- 
scheiden. 

Die  Gleichheit  der  Moduln  verlangt,  dass 
/,3 . 


Ur  4*nC„ 

die  Gleichheit  der  Coeflicicntcu,  dass 

cVa*  — (*  — c)*  = 2coy*oCn 
sei.  Die  Verbindung  beider  Gleichungen  ergiebt: 

CoV«*  — (*o  — «o)*  = 2cl/*c 

Betrachtet  mau  «,  *,  c als  gegeben,  so  werden  4,  C(,  durch  eine 
Glcichuug  4.  Grades  bestimmt.  Eine  Reduction  auf  2.  Grad  lässt 
sich  in  folgender  Weise  erreichen. 


(31) 


(32) 


(33) 
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Nach  dcu  Gl.  (12)  (13)  (24)  (26)  (27)  kauu  inaii  /<,  c in  k 
und  C(,  in  h ausdrücken.  Erslcro  Bestiiniuung  wollen  wir  de 
letztem  analog  abändern  und  setzen: 


a)c*  cot  ß 


I ai*eot^ 

_ asiny  ^ 
“ 2kk'  “ 


wo  statt  des  früheren  geschrieben  ist,  und  zwar 

“ k^oTß  - P“  ■'  = 2U'cot)-4- 1 - 2i» 

dann  wird  nach  (14)  (2«) 

— jr-  = 2fVa=*  — (6  — c)^  = -r ^ 

,„4  + 2^=^U.^+l 


4coV*nCo  = ^'‘'„4l|r2(2P^l)rP-fl 


Gl.  (31)  ist  durch  die  Einführung  erfüllt;  cs  bleibt  nach  Gl.  (32) 


2—h* 

+ 2 m“'+l 


P + 2W— 1)P  + 1 


Setzt  mau 


II  = l'Awi 


so  kommt; 


„i«+2  —1^2 

(1  _ A),„i+  ‘i  (2  - ^ 1 _ ^ 0 


(1  -A)AV  = — Y'-  - 2 + A*+" 


1 — 4A,*A'U+ 2(2  - ök*  + 2A‘)A*  + j 

Hieraus  ist  zu  berechnen 


•) 

y = 7«*-^  2 .0-  1 
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Eliniiuirt  uiau  so  erhält  man: 


1 


(1  — A)  JV  = 1 — — 2/t*A*[(2  — k*)k*  + 1 — 2A»]m>l 


daher 


A’  = 


Jetzt  ist 


1 


A-<A*(1  — A)* 

+ 2A  [(2  - A =')  A»  4- 1 — 2A*]  [(2  - A»)  A + 1 — 2A*  + /?]  1 


(37) 


folglich 


4o*  m* 

“ -J-  -]y  eh*, 

4«* 

3/,u  = (elt*i  k *tt,) 


\r  M — — — 

— M,o—  ^«1 


(38) 


(33) 


mithin  das  Integral  erster  Gattung  tt,  dargestcllt  durch  die  Diffcrciiz 
zweier  Streifen  auf  verschiedenen  Cylindern.  Zu  deren  Constructiou 
hat  man  die  Werte: 


h~JL- 

ViV’ 

/ " 


(40) 


-1.  Sphärische  Fläche  ausserhalb  des  Cyliuders. 

Zerlegt  inan  die  Gleichung  der  Kugel  in 

* = pcosifi;  y = esiui/;;  (41) 

so  ist  ein  Element  der  sphärischen  Fläche 

= oSzßifi 

Die  Gleichung  der  Schnittcurve  giebt: 

p = Acos  i|;  + Vc* — Ä^sin=*i|;  (42) 

Liegt  der  Mittelpunkt  innerhalb  des  Cylinders,  ist  also  h <^c,  so  hat 
p,  mithin  auch  s,  für  jedes  nur  einen  Wert,  entsprcchoud  dem 
oberu  Zeichen,  uud  3 variirt  bei  coiistantem  1/1  von  der  Schnittcurve 
bis  rt.  Setzt  mau  fdz  = a^  so  wird  Q = 4Rz«^,  d.  i.  gleich  der  hal- 
ben Kngelfläche ; folglich  wird  der  äussere  uud  innere  Teil  der  Kugcl- 
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fläche  erzeugt,  wenn  z von  0 bis  zur  Sehnitteurve,  ilaiin  von  dieser 
bis  n variirt.  Bedeutet  demnaeli  Q die  sphärische  Fläche  ausserhalb 
des  CyliiKlcrs,  so  ist,  mit  Berücksichtigung  der  2 Hälften  oberhalb 
und  unterhalb  der  a-y  Ebene, 


(i  = 


Nach  Eiulührung  des  Wertes  (-12)  in  die  letzte  Bl.  (11)  ergiebt  sich; 

j*  = a- — i^cüs2ip  — c* — 2AeoSTl»yc* — A-siu^tp 
Setzt  man,  um  den  Ausdruck  rational  zu  luachcu. 

Vc^  — A*sin-tp 


'y  = 


cos  If) 


(43) 


so  tiudet  niun: 


— 


^ 

sin^ip  — ; cos'V'  = 


(„a  -I-  /,i  — c*)g*  — 2(c=  — A')Aq  — A‘(o*  — /A  + <_•*) 
(„a  -I-  7,a  _ c*),/  — («i — i»!  + c^)/, 


r,  '/  S'/  1 — f‘~ 

— q^-C~ 


Die  lutervallc  von  ip  = U bis  K uud  vou  II  bis  2R  entsprechen  den 
Intervallen  vou  i/  = c bis  » uud  vou  — x bis  — c;  der  3.  um!  4. 
Quadrant  hat  mit  dem  2.  und  1.  Quadranten  gleiche  Werte.  Daher 
ist 

n Ca.  i'\  a I /(n^+b^-c^)q  - 

' c — « 

Ist,  wie  schon  angcuonimcu,  0<^c,  uud  A-j-c-<<i,  so  wird  durch 
folgende  Substitution  das  Integral  auf  die  Grundform  gebracht: 


für  den  Modul 


wo  zur  Abkürzung 


/v  = 


«du« -|- teil« 
edutt-j-oen« 

« — c- — « 

c — c*  ^ 0 
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— _A*—  ff) 

2a^b 


ff  = y«*  — (A-)-e)*  Vo* — (b — c)* 

Für  q = fl  wird  n = 0.  Bis  zu  beliebiger  oberer  Grenze  genommen 
giebt  der  Ausdruck  (44): 


■ 'o 

2c  ccum) 


+ r-“-dnn 


dti 


o>*-}-4* — c* — ff  i ktt  — cfa  , \ , (2e  \ 


' VoÄ»(a*-{-  Ä*— c*)  i 


arcsin  (Arsnu)  J 


(45) 


Von  diesem  allgemeinen  Ausdrucke,  sowie  den  3 analogen  für 
A-|-c>«  und  für  A >- c machen  wir  keine  Anwendung,  weil  sie  zu 
complicirt  sind. 

Es  lässt  sich  bemerken,  dass  die  Einführung  von  q in  (43)  un- 
möglich wird,  wenn  b =•  c ist.  liier  hat  man  jedoch  unmittelbar: 


ff  — 2Acosi)> 

X = 2Acos*t(<;  ?/  = 2Asini/;C08tf<;  s 


']/  a* — 4A*  C08*i)> 

4ß 

Q = 2« ^ dijtVa“ — 4A*cos*i|^ 


Sei  n 2A.  Uauii  erhält  man  durch  die  Substitution 

r,  2A 

il>  = R — am:t : fc  = — 

’ fl 

die  Werte: 

Q = 4«*A’ 

X =>  2Asn*«;  y = 2Asnncnu;  s ==  adn?t 


(46) 


Die  u beginnen  im  Pole  p = 0.  Der  Anfangsmeridian  berührt  da- 
selbst die  Schnittcurve.  Zwischen  ihm  und  dem  beliebigen  Meridian 
« = jt,  liegt  ein  äusseres  FlächenstUck 


(),  = 2fl*elifi 


(47) 


das  für  «,  = 2A',  wo  der  Meridian  zum  zweitenmal  die  Cnrve  berührt 
in  U übergeht.  Im  Gegensatz  zum  vorigen  Falle,  wo  Q die  ganze 
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iiusscre  Flilcbe  war,  muss  hier  Q erst  durch  die  lialhe  Kugelftäche 
ergilnzt  werden  um  die  äussere  Fläche  zu  ergehen. 

Stellt  man  die  Summe  zweier  solchen  Stücke  durch  ein  drittes 
dar,  so  hat  mau : 

+ — ^3  = 2rt*i*sn«,snu,sn(»t,+«^) 

und  zwar  ist 


also 


sn(«,  4*  '*s) 


cn(7t,  “I“  *7«) 


2AV'x,a-.  «*— *,3-* 

0=*— 


_ 'L_ 

=*  26a-, r*\  — x,a-g  / 


Ih 


a {3-,y*:s4-*„y,;,)  (o*y,ys  — 3-,a-„s,^) 


26a-,srj 


l/iHi 


(rt*— a-,a-*)>* 


(4i<) 


II  A n IX  o 


Sei  a <[  26.  Dann  ist  zu  suhstituiren : 

costf»  = 6-8n»i;  sint/»  dn« 


für  den  Modnl 


k = 


26 


(4») 


iinil  man  findet,  das  Integral  bis  s =0,  d.  i.  »<  — A'  gerechnet; 
lind  bis  7<  = ji, : 


Q = Hal,(E  — k'^K) 
Qf  = 4<i6(el»/,  — ^''*«1) 


(•lO) 

(51) 


^ ^ 12/  1/  ^ rtsnjtdn« ; s r/cn« 

Die  Addition  ergieht: 

<4  -f-  (^»  — Qa  = 4n66*sin(,sni/jsn(«,  vi^) 

und  zwar  ist 


Digltized  by  GotBc 


Iloppf.  Ceomelnsrhe  Anwendunri  iler  Aililitlon  tlUpthehfr  Inlegralf,  287 


sn(«,  + 


1 

yäT^  rt*  — r,xe 


cn(«,+J«x) 


a* — 


dn(«,+tix)  = 


a4g«yi.V8 

«*—*!»•* 


Dio  Ausdrücke  für  3-3,  *3  fallen  wieder  mit  den  vorigen  (48)  zu- 

sammen. Auch  Q,  -j-  Qg  — Qs  hat  in  Coordinaten  denselben  Wert  (49). 


Eine  Elimination  der  2.  Gattung  ist  nur  möglich,  wenn  in  (47) 
(öl)  Kugel  und  Cylinder  verschieden  sind.  Bedingung  ist 


woraus : 


^'*0^0  i 


a 


2i(| 


«„  -=  y 2ah  ; *0 


und  reciprok 

« = y^„;  * = 

Ist  dies  festgesetzt,  so  wird 

= 2aU'*tt,  = 2(a*  — 4i>, 


(&2) 


(ö:J) 


Im  Grenzfall  n = 2b  ist  Q nicht  mehr  elliptisch,  sondern  alge- 
hraisch  und  lässt  sich  leicht  quadriren. 


§.  5.  Länge  der  Schnittcurve. 

Zur  Berechnung  des  Bogens  S gehen  wir  von  den  Relationen  (2) 
aus.  Für  das  Linienclemcnt  findet  man: 

as-  fl  I - c)^+z^  [(g + cT- - 

Das  Integral  ist  im  allgemeinen  hy]icrclliptisch.  Der  Fall,  dass  2 
Factoren  unter  dem  Wurzelzeichen  einander  gleich  werden,  tritt  nur 
ein  für 

tt  = A-(-c  und  •=  a-|-c 

Für  b = a-\-c  berühren  sich  beide  Flächen  von  aussen;  wir  haljen 
daher  nur  den  Fall  a = *-)-<?  zu  betrachten,  wo  sie  sich  von  innen 
berühren.  Hier  wird 


€ 


A 
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und  nach  Suhstitution 


woraus  die  Werte 


s = s V^csnw; 


a — 2c  sn*« 


hervorgehen, 


y = ~ V4Ae  — s“  = 2osn?*cnM 


S = 2'}/ nc  el« 


(54) 


Der  Bogen  beginnt  im  Berührungspunkte.  Die  ganze  rnrve  wird 
durchlaufen,  wenn  n von  0 bis  AK  variirt,  ist  also 


= ^l/acE 

Drückt  man  die  Summe  zweier  Bogen  <S„  in  einem  dritten  ß..  aus, 
80  hat  man: 

— S-i  = 2Vaefc*  snttj  snugsn  («i + «*) 


und  zwar  ist 


sn(u,+Ui)  = 


Ab  1 A® 

ZjZ^y  n 


ZiVaVjac— V + — 

166c® — 


cn(u,  + "v) 


c 16o6*cyjyg — ZiZjVioe  — Zj®  V'4ac — 


166c® — üi*®»* 


daher 


326®c*  /zj®ygl/4qc  — Zg®-|-Zg^yj  V4oc— Zj®V 

^ azi*zj*  V 166c* — •' 


?/3 


86c*  I /c  Zj^j/sViac — Zg*-|-Zg*yt  Aac — z,®  -y^ 
®2^)**»*  r o (166c®  — z,*Z2*)* 

{ 16o6*cyiyj — ZjZjV4«c — Zj*  '}/ Aac  — z**l 

8c*  I /6®  zj*y,  V4ac  — Zg*  + »a V V 4oc  — Zt* 


*1*1 


l/F 


166c® — Zi*^9* 


r.  I ^ ,,  26c  z,  *.V9  V4ac  — Zg*  + z«*y,  l/4oc  — »,  * 

‘‘>1  + — --  - 166c®  - z,  W 


(55) 


(56) 


§.  6.  Körper  von  beiden  Flächen  begrenzt. 

Die  Clylinderflöchc  teilt  die  Kugel  in  einen  inncni  und  einen 
ilussern  Teil;  der  äussere  sei  = P.  Setzt  man 
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X = h — rCOStp-,  y = rsiu^) 

80  ist  das  Körpcrelement 

S*/*  = rdrdcpBz 

Liegt  der  Cylinder  ganz  innerhalb  der  Kngcl,  so  dass  tp  den  ganzen 
Umkreis  durchlaufen  kann,  so  ist  der  innere  Körper 

■iR  r 1 2K  c t 

— /'  = ^ dtp  rSr  J't:  - Xf  hJ  rdr  j*  o; 

ö 0 -t  0*  n a 

und  zwar  die  obere  Grenze  der  s 

z = — r*-|-2ArC0S  (p  = V n-  — A'Siu*^  " G’  — Aciisqt»)*' 

Integrirt  man  unbestimmt  nach  r,  so  kommt: 

* — a*+A-  hr  Ä*  , \ 

p-  cos  cp  — ^ cos\  1- 

r — icosqp 


~1"  2 — ^'’*sin*9p)  cos  <jp  arc  tg 

Nach  Einsetzung  der  Grenzen  wird 

|Ra»  — i'=  U'-U" 

und  zwar  ist,  entsprechend  r = e,  wenn  man  zur  Abkürzung 
l"  = V«* — ^^-'ccos  qp 

■ZK 


(Ö7) 


setzt, 


r =^.  j öip  U g ^cosqp  — 2 cos*<p)> 

1 * / 2 ,2  • s ^ , c — Acosqp  1 

2 (“  — Ä*sin*(p)cosgjarctg y.  — j 

woraus  P"  durch  Verschwinden  von  c hervorgeht.  Integrirt  man  den 
letzten  Term  teilweise,  so  verschwindet  der  integrirtc  Teil  wegen  des 
Factors  siuqp  für  beide  Integralgrenzeii,  und  man  erhält: 

‘ ^ I \ 3 ^ cos  qp  — 2 cos> j r 

A*  3a-  — A*sin*qp  . „ a-  — A^  + Accos  qp  1 
G «*  — A*sin*qp  ^ t ) 


-ZK 


ij^dip  |a^(A='4-  4c*)  - A*— 4A*c*  — 2c*  + Ac(— 3«*  + 4 A*  + :)c*)rosg) 


A*  ( — 2a*-f-  2A*  c*)  C08*qp  — 5AV  cos*qp 

^ a*  — A*-f-*cCOS  1 
" II-  — A*sin*qp  ) r 

Teil  mV. 


19 


Digitized  by  Google 


200  ilopptx  G^mflrittchf  Anwendung  der  Addition  eUiptiseher  Integ%'%U. 


liier  r = 0 gesetzt  giebt,  da  r in  Übergeht; 


2U 


0„  (i*C0sV+  ,VWg,T(S*- 


= — liR«^ 

und  es  bleibt  nach  (57): 


/'  = 


Diese  Grösse  teilt  sich  folgendermassen : 

wo  y,  deu  gebroclieiion  Term  enthalte,  so  dass  1\  nur  aus  der  1 
mul  2.  tlattung  bestehen  kann.  In  letzterem  lässt  sieh  die  kubische 
Function  von  cosgj  auf  eine  lineare  redncireu,  in  der  Form: 


211 

l'i  — j 1 0[  l'sin(p(,<+ Äcos(p)]4- ^ Sfle  I 
0 

Nach  Identificirniifi  findet  man  die  Werte: 

^ li  — U- 

— ^,.S(6e=i  — i)/,’'— ;b'!') 

/;=  *Ap(4„a_Ä«_7,.2) 

Der  integrirte  Teil  verschwindet,  und  es  bleibt: 


— 


2K 


• r{Ga^  --  — 3c=<)  — — 7c*)  COS  «p 


eg) 


21! 

.4,,»  — 

• » / H 

•>  ,/ 


/*«* — A*-j-/)CC0Sg)  0g) 


-/)*sin*<p 


Diese  Ausdrücke  setzen  nur  insofern  voraus,  dass  + 
als  im  andern  Falle  die  Integralgrcnzen  andere  sein  würden.  Die 
Transformationen  waren  unabhängig  von  dieser  Bedingung.  Aus- 
schliesslich für  kann  mau  jetzt  substituiren: 


g,  = 2anm; 

dann  wird 

A* 

j'  ==  /•»*— /)*-f  Ml  — 2sn*H) 

’ sVic  ./  o* — 4/>*.sn*«cn*n  “ 

' 0 

ßC 

|c(Go*— 5/,*— :v*)— //*— 7c*)(l— 2sn*»)!S« 

II 
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4a*— i*— 7c=*  ..J 
-4A A-j 

Sotzt  man,  zur  Berechnung  von  /*,, 

h = acos«;  c = «V' 

so  wird 

— 4A*  sn*«  cn*u  = a*(e'“  — 2cos  « sn*«)  (e~'“  — 2 cos  « sn*«) 
und  I\  liisst  sich  folgendcrmassen  zerlegen: 

/','+^V' 

wo 

I>  4 5-  l^-\-bc 

f'o  = /.Jf 

yic 

A' 

/•'=  4„3/|/“®-“  /*  _/‘  Sn*«eM 

' " r y siiio  ,/  c'"  — 2ciisf(Sir*« 

0 

und  der  conjngirte  Wert  von  /’,'  ist. 

Setzt  man 

ia 

/rsn»'  = c * y2cos« 


so  wird 


ta  I • > 

.>  y+»sm« 

cm>  = e ’ i-'-r  ; dm-  = ie—« 

V2y 


Bcfinirt  man  die  dritte  Gattung  in  1.  Form 

7J,(k,»>)  = /.“snecuedn»  ^ fZT/” 


8n*»iS»« 

i. 


siriisn-»’ 


so  wird 


y*,' §«*<■/;, (A;  v)  = — 4«3/(A'elr-  /•» 

^Wciclinet  »•'  den  conjugirten  Wert  von  v,  so  hat  man: 
H=  /'o + /’*  + /’. 


wo 


^Izt  man  v' — »•  = ?>,  so  erhält  man: 


Ilop)it;  GrmnHri.ichf  Anwfnilung  der  Addition  eUlptixeker  liileprale. 


^fln  itr. 

2»  y y cos  « 

1 

1 

».  oll  #»»• 

y — cos  a 

c — h 

_ 1 

a 

cn  tic 

y — coso 

c — /> 

du  »IC 

y+cos« 

c-(-/y 

y — cos  « 

r - // 

mul  iiulcni  mau  zu  don  reellen  Argumenteu  inif  eonjngirtem  MoUnl 
übe  rgelit: 


l.  sn'tr  = 2 Vyeos«  = 


'lih( 


en  = y — cos« 


n 

c — h 
a 


(In'ir  = y-j-cos«  =- 


Da  ft'rner 


/.■^snr'siir  = 2cos«  = dnV — en'»'- 


ist,  so  hat  man: 


1‘.,  -=  fy  j K 


, . , /du'«?  \ , l 

el/ie+l  , ])sn  (f  4-A'ir  J 

' \C11  IC  / J ' ) 

= f,«!>!Arer« — (A'— £')ir—  A'sn'icj 
Nach  Reduction  von  l>,  c auf  ic  wird  ferner 


, 2 — cn'i'’(dn'ic  — en'«-) 


sn  IC 


I\  ■-=  |4A'sn'ic[4  — 2(cn'V  + dn'V)— Scn'irdn’ic) 

^ 4 — cn'Vj— dn'-(cJ-;Jcn'»cdn'ic-|-cn'Vdii'V) 
sn'ic  I 

und  nacli  Addition  der  Teile 

P = I A'cl  ’,r  — (Ä'—  K),r 

(cn'«'  — dn'ic)  (7cn  V — dn'ic)  — (1  — en'«-du'ic)’^ 

-|-  ^A’sn'-c(4  — 2cn’*« — 'Jdn'-ic  — .■Jcn'icdu'«-)  | 


m 


(f>yj 
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Ans  den  Fomelu  (5?<J  crsielit  mau.  dass  k uud  «•  zwisclieii  ihrni 
»dtesten  Grenzen,  d.  L «•  \uu  U bis  2A",  \adircu  können.  Un- 
mittelbar nAmlich  ist  deutlieb,  dass  ir  den  Wert  K'  crrciclit,  wenn 
h — c wird,  und  dass  dalxi  t noch  ganz  unbostiniint  bleibt.  Soll 
aber  «■  rerschwinden , so  muss  gleichzeitig  i versebwinden , und  e in 
« übergehen.  Es  fragt  sieb,  ob  dann  k noch  jeden  Wert  haben  kann. 
Sei  f anendlich  klein,  und 


daun  wird 
k'  = 


b = c ‘ — u(l  — t) 

y 2-(i -!-(})* 


hat  also  den  Grenzwert 


k' 


1 — ti 
l-t(i 


»ai  dieser  variirt  von  1 bis  u,  wenn  (i  von  0 bis  1 variirt.  Folglich 
Weiht  noch  jeder  Modulwert  möglich. 


Man  kann  demnach  3 Körper  /g  (die  bisherige  lb‘den- 

laug  dieser  Zeichen  ist  aufgehoben)  cunstruiren,  webdie  dniisellK  ii 
Modul  k und  den  Argumenten  ir,,  ir^,  " j + "'s  eutsi)rcclicu.  Zur  .Mi- 
kürzung  sei 

(enV—  du'ic)  (7cu'(c  — du'«/)  — (1  — cn'«-)  (dn'«j* 

= 

tp(ec)  = su'w(4  — 2cu'-(c — 2du'-«;  — 3en'<c  du'ir) 

Dauu  ist  die  Ilelatiou  der  ;5  Körper: 


Fj-f-  — i’j  = jja^|A'[/l''Sn'tr,su'(/;j8n'(<r,-{-«'2)  + ')P('ri) +<P(»'.) 

— 9>('ri  + 'rs)]  + ilF'|t/;(/r,)4-ip((C4)  — + (C*)]  1 


Führt  mau  zur  Keduction  auf  gegebeue  Liueargrössen  die  Werte  (.’iH) 
ein,  so  wird 


sn'ficj  -j-(f«) 


a*i'  — 


uud  zur  C'oustructiüii  von  hat  mau 


; d(ei  -f-  k, ) (fj  -f-  //j)  V 

1(C|  — k, ) (c^  - Aj)  Vk,kffi,Cji 
lt5A’*A,AjC,o^ 

(60) 
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Hifi-  sind  jedoch  die  i und  c durdi  die  Relation  verhnuden: 

/4a^  — (Ä— f)^]  = 4ÄC- 
die  mau,  wie  in  §.  1.  geschelien.  in  die  beiden 

,di-  , 1 cos^ 

“ siu/S 

nuflöseu  kann,  so  dass  nur  «,  ßu  als  beliebig  erscliciueii.  Dies 

auf  *3,  f3  angewandt  zeigt,  dass  die  Gl.  ((>U)  identisch  sind.  Mau 
bedarf  dann  nur  der  ersten,  indem  man  bildet: 

cot  ^3  = M'  -J. 

kann  jedoch  auch  von  der  zweiten  Gebrauch  machen,  um  ohne  W oi-- 
zelanszichuug  zu  tindcu: 

Nach  diesen  Angaben  ergiebt  sich  /j  + i* — durch  algebraische 
Rechnung. 


§.  7.  Ellipsen. 


Zum  Schluss  wollen  wii’  noch  die  Figuren  zusammcustelleu,  deren 
Grösse  sich  in  Ellipsculiuien  ausgedrückt  ergehen  hat.  Wir  deiikcu 
<1,  7-,  c in  irgend  einer  Linieueiuheit  gemessen. 

1)  Der  von  der  KngelHilchc  begrenzte  Mantel  des  durchgesteckteu 
Cylinders  ist  nach  (ß)  gleich  der  Ellipse  von  den  Halbaxeu 

•ie  y „2  — (4  — c)\  4c  y «y 

Ilasis  des  Cylinders  heisse  derjenige  normale  Schnitt,  in  dessen  Ebene 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  J/  liegt.  Sein  ISIittclpunkt  sei  C.  Eine 
Gerade  durch  beide  schneide  die  Basis  in  A und  B.  Zwei  Lote  von 
A und  B errichtet  schneiden  die  Kugel  in  L>  und  7-.'.  Jlau  vollende 
die  Rechtecke  CADF  und  CBEG.  Diese  vierfach  sind  gleich  jenen 
Halba.\cn. 
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2)  Der  vüiii  ilurdigcsteiktcu  Cylimlcr  begrenzte  Teil  der  Kugel- 
fläehc  ausserhalb  des  Cyliuders  ist,  wenn  der  Mittcliuinkt  auf  dem 
Cylinder  liegt,  uacb  (47)  gleich  der  Ellipse  von  den  Halbaxcu 

« y«-^44- 

Ilier  fällt  A mit  M zusammen.  Mau  verlängere  AN  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  der  Kugel  in  //uud  J.  Daun  sind  das  Quadrat  Uber  AH 
und  das  Dreieck  EHJ  gleich  jenen  Ilalba.xcu. 

H)  Die  Länge  der  Schnittcurve  der  Kugel  und  des  von  iuuen  be- 
rührenden Cylinders  ist  nach  (54)  gleich  der  Ellipse,  deren  Halbaxcu 
sind 

2 V 

d.  i.  die  Linien  äü,  NA. 

Wie  mau  Teile  derselben  Figuren  als  Bogen  derselben  Ellipsen 
daretellcn  kann,  ist  aus  den  Formeln  leicht  zu  ersehen. 

Die  im  Vorstehenden  übergaugenen  ürcuzfälle  sind,  soweit  sie 
Losungen  des  Viviani’schen  Problems  ergeben,  in  Schlömilch's  Zeit 
Schrift  VI.  p.  56.  behandelt. 


^inrant:  zu  ihn  Außöiunijfii  titr  UUickunytn 


XXIV. 


Boitrap  /n  den  .Aufldsiingen  der  Glei(dninpen 
vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Grade. 


Th.  Sinram. 


I.  AiiHösung  der  Gleichniigeu  vom  zweiteu  Grade. 

Es  sei  gegeben  die  Glcicliung 

1)  = 0 

Nimmt  mau  als  allgemciuc  Form  der  Wurzeln  dieser  Gleieliung 

( Xj  = w + fu  und 

i 

T a j ==  m — ni 

so  ist  identisch 

a:*  -|-  «a*  =«  (x  — m — «/)  (x  — «< ) = U oder 

x*-j-«x-j-Ä  ■=  — 2«tx-f”  u’* 

Weil  nun  die  Coefticieiiteii  gleich  hoher  Potcuzeu  von  x einander 
gleich  sind,  so  ist 

;5)  « = — 2»/t  und 
4)  <1  = 

Aus  Gleichung  3)  folgt 


und  aus  3)  und  4)  folgt 


)t  = ~r 


V-r 
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Snbstitiürt  man  diese  Werte  fUr  m und  » in  2),  so  erhält  inan 


II.  Auflösnng  der  Gleichungen  vom  vierten  Grade. 

Es  sei  gegeben  die  allgemeine  Gleichung  vierten  Grados 

Die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien: 

Xj  und  a-j  = m + ni 
rg  und  X4  = />  + 7« 

so  dass  also  identisch 


’i)  — m — ni){x — /«-1-h/)(x— ;» — qi)(x — 

Hieraus  folgt,  dass 

4)  <t  = — 2(j»4*I') 

r>)  h = I"*/’ 

6)  c = — 2 [m(  p*  -f  q*)  + ;)(»«■■'  + <t^)] 

7)  ft  = (/)*+'?“') 

Setzt  mau  der  Abkürzung  wegen 

= « und  p‘-\-q^  — ß 

so  erhält  mun 

fl 

4a)  — 2 = ("‘+l0 

.ia)  A = n + fl  + 4/;tp 

da)  — 2 = p«  + 7;i^ 

7a)  fl  = (tß 
Ans  5a)  und  7a)  folgt: 

a = \\b  — 4;/<p-|-V(A  — imp)^  — 4f/] 
ß ~ \\P  — 4mp  — V(A  — 4»rtp)*  — 4f/] 

Diese  Werte  für  n und  ß in  da)  substituirt,  ergibt: 


2P8  Stnrami  Btiha-j  tu  den  Autllisunyen  dte  Uleiehungtn 

und  weil  nach  1) 


»«+/)“=  — ^ mul 


so  ist 


-o"'/’  — — 4h»/>)*  — W] 

oder 

+ "J'  («c+^^  - W)  -f  = O 

oder  wenn  man  mp  = z,  so  erhält  man  als  kubisdic  Rusolvcutc  der 
gegobenen  Gleichung: 

I * I ’ / t I»  < I — «Ac-f-c* 

1 — 


t>4 


a 


IJercchnung  von  m und  p. 

'«+/'  ’^~2 
mp  ==■  * 


folglich 


8)  711 


II 


.1  + 


0)  /*■=- 

IJercchnung  von  « uud  ij. 
Aus  5)  folgt 

lU)  A-"‘ 


Aus  rt)  folgt 
oder 


2;  = »if-f 

— 2 “ "yj(;« -}-/<) + »«'/=* + K-/J 


11)  ■ “.}  “ = fltlJ--\-U^p 


Aus  dcu  Gleichungen  lU)  uud  11)  folgt 


■~2  = if{m — p) 


uud  weil  nach  8)  und  U) 


i—p  = 2 
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^ _ -(2rt-f-8p)  — 2»  -{-/i(n^—  I/,) 


ist,  so  ist 


Ebcusü  folgt  auch  aus  10)  und  11) 

z(2a  -{-  8»i)  — 'Je  m(«*  — 1/<) 


*KC;)*- 


Es  ist  also  vorhiu  entwickelt: 


— j+r'"' 


z(2«-i-H;))  — 2(^  p{a^ — Ai) 
* 1 


z(2a  -|-  Ö>«) — 2c  -j-  »rt(n* — 4A) 


Substituirt  mau  diese  Werte  für  «,  p und  q in  2),  so  erhält  man 


12) 


tt  , ■ 1/  I u*  — dÄ  — 4«6-)-8(; 

, und  a-,  = - :,  + <)P  - ^ 32® 


a . 1/  , I — iu 

Id)  und  a;*  = — j — 1 3., 


‘i'2q) 

, 1/  '('■  — 4J  . — lnA-|-8c 


i'2<p 


M 
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Wcnu  aus  der  Rcsolvcutc  der  bi(|uadratischcn  Cileieliung  ein  Werl 

M* 

lür  2 = ^1  borccbuct  ist,  so  wird  «p  = ü,  dauu  ist  aber  auch  zii- 
glcich 

«*  — 4«i  -j-  8c  — 0 

Der  Bmch  erhält  iu  diesem  Falle  die  uubcslimmtfc 

0 

horin 

Eine  biquadratische  Gleichung,  in  welcher 
— 4«/y-|-8e  = 0 

ist,  lässt  sich  oliiie  kubische  Resolvcute  lösen;  es  ist  nntcr  dieser 
Voraussctznng 


15)  ,,  niiO  '■<=-'|±|/3(j) -r,+[^j(‘-f) 

1.  Beispiel. 

X*  — 8x^  — 3x'-*  -f-  6'2x  -|-  56  = U 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeiueu  Form  der  Glei- 
chung 1.  Grades,  so  ist: 

« = — 8 
h = — ;j 
c •=  62 
d *=  oB 

Aus  der  kubischen  Resolvente  der  gegebenen  Gleichung,  nämlich  ans: 

7112  , 1485 


■+  ■>- 1«  +-k,  =>’ 


folgt: 


2,-3;  2.  = 3i;  2,  = - 8J 
Substituirt  man  diese  Werte  für  2 iu  die  Gleichung 


so  ist 


-Hi)’-' 

<Pi  *=  1 ; <Ts  •=  H =-•  4 


Scl/.t  man  den  Wert  2,  3 in  die  Gleichungen  12)  und  13),  so  er- 

hält mau 
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:m 


a-,  = 7 

Xs  = — 1 

a-3  = 4 

Ti  = — 2 

Nimmt  man  nun  den  Wrrt 

Zi  — 3J  oder 
=s=-8] 

so  erhält  man  dieselben  Wurzeln  wie  vorhin,  nur  in  anderer  Auf- 
einanderfolge. 

2.  Beispiel. 

X* — — 176a:-j-lt>r»  = 0 
Die  kubische  Resolvente  dieser  Gleichung  ist 

43i=i-l-C12z  — 2880  = 0 

Uieraus  ergibt  sich 

= 16,  folglich  gjj  = 0 
Ib,  ,,  ' 1 

*3  = 12j  „ 9>3  = 2 

Für  I,  =:  16  lassen  die  Gleichungen  12)  und  13)  die  Werte  für  x 
unbestimmt,  dagegen  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  14)  und  15) 

*2=5 
3-^  = 3 
3-3  = 7 

= 1 

Setzt  man  = 15  oder  -3=12,  so  erfolgen  aus  den  Gleichungen 
12)  und  1.3)  dieselben  Werte  für  x,  nur  in  anderer  Aufeinanderfolge. 


Lehrsatz.  Wenn  in  der  Cardanischen  Formel  die  Discriminante 

4„3 

rational  ist,  so  sind  entweder  beide  dritten  Wurzeln  dieser 

2< 

Formel  auch  rational  oder  Imide  irrational. 

Beweis.  Setzt  man 

4«*  — 27au* 


4«» 


worin  « eine  rationale  Zahl  bedeutet,  so  ist  rational. 

Setzt  man  jenen  Wert  für  i in  ilie  t'ardanische  Formel  ein,  so 
^ftlt  man 
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3 

1/ 4«*  — 27n«*  , 1 — 27<m*  4a*-}-27ff«‘ 

~ r -i.hu  -J.M«  ~~V  “'^■^4« 

3 3 _ 

\/uu  |/2rt- 

2?; 

•*  ^ 

1 / \ / 1 
\\eim  also  y rational  oder  irrational  ist,  so  ist  es  auch  1/  ( T;  * 

» 

mit  hin  auch  ) ’ 

Zusatz.  Sind  beirle  dritten  Wurzeln  der  Cardanisehen  Fornifi 
rational,  so  ist  die  Discriniinante  unter  der  dritten  Wurzel  anoli 
rational  gewesen. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  ratio- 
nal ist,  und  wenn  ausserdem  die  Discriminante  unter  der  dritten 
Wurzel  der  Cardanischen  Formel  rational  ist,  so  sind  auch  ilie  hei- 
den  dritten  Wurzeln  dieser  Formel  rational. 

He  weis.  Weil  nach  dem  Lehrsätze  die  Discriminante  mtion») 
sein  s(dl,  so  kann  mau  die  Cardanis<^he  Formel  schreihen: 


.)  > = |/^‘-|/|+| 


worin  x,  qs  und  h rational  sind. 

Fs  soll  nun  hewiesen  werden,  dass  sowohl 


o 

|/.T  — f als  ai 


Kr+i 


rational  ist. 


Kuhirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  I),  so  erhült  mau: 


4 “4 
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Gleichung  I)  quadrirt,  gibt: 


und  weil 


so  ist 


Ferner 


folglich 


II) 


— 4(t^  -j-  b) 
3r 


= 4i/»'- 


» >=Vfl-Vf+l 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  reell,  folglich  ist  auch 


I 


3a- 


stets  reell. 


Knhirt  man  die  Gleichung  III),  so  erhillt  man 

1/  3(px 

r 3x  2a:^  — A 

Weil  nun  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  rational  ist,  so  ist  auch 

4/, 

y rational,  demnach  ist  auch  die  linke  Seite  der  Glci- 

3 

chnng  III)  rational,  also  auch  die  rechte  Seite,  folglich  ist  ^ 


rational.  Ebenso  kaun  man  beweisen,  dass 
(Dieses  folgt  nun  auch  ans  Gleichung  I). 
Beispiel. 


Vf+l 


rational  ist. 


a^-\-Gx-\-7  = 0 
3 3 

a-,  = y-i+iv«i-Vi+iV8r 

3 3 


Probe. 


(ar'i 


= yi  — yn  =— 1 
*-7):(a:-j~I)  = — a--j-7 
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Weun  Xj  irrational  ist,  so  kann  wolil  die  Discrirainante  rational 
sein,  es  sind  dann  die  dritten  Wurzeln  der  Cardanischcn  Formel 
auch  irrational. 

Beispiel. 

x3  + 3x+|  ==0 

3 3 

3 3 

a-1  = yi  — 


Mit  der  Rationalität  der  Wurzeln  der  gegebt'nen  Gleichung  ist 
alter  eine  Rationalität  der  Discriininante  nicht  immer  verliunden. 


Beispiel. 


=0 


Setzt  man 
so  erhält  man  die  Reducirte 

.»/*— Vy— W = 0 

3 3 

V,  = iY2t)(J  + 178,t<8r>44  + 4y2tX)— 

?/,  =2,412022+0,9213112 


und  weil 
ist,  so  ist 


* = y + t 


ein  rationaler  Wert  für  x,  welcher  der  gegebenen  Gleichung  genügt. 


III.  Welche  Form  muss  eine  Gleichung  3.  Grades  a-‘*+ox+  A ==  0 
haben,  damit  die  Lösung  der  Cardanischcn  Formel  eine  rationale 
Wurzel  der  Gleichung  liefert? 

Antwort.  Die  Form  der  Gleichung  ist 


x^  — Sxq>(m  — (p)  + Hm(p(m  — ep)  — »«'*  •=  0 

worin  «>  eine  rationale  Zahl  und  tp  eine  rationale  oder  irrationale 
Zahl  bedeutet. 

X,  ist  dann  gleich  m. 


Beweis.  Wenn  die  Gleichung  a^+ox+i  = 0 gegeben,  so  ist 
nach  der  Cardanischcn  Formel: 

Es  sei  uuu 
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■->)  K-‘2  + §K''’+‘ 


4a® 

27 


m~-<p 


nnil 


•0  V-  ^ 

so  prliiUt  man,  wenn  mau  die  Gleicbungen  2)  und  3)  kulnrt: 

2a)  \/  = 2(«,-  9)^+ A 

/ 3a) 

4) 

Qnadrirt  man  die  Gleichung  3a),  so  erhält  man: 

= ^«+ V 

Snhstitnirt  man  in  diese  Gleichung  den  Wert  für  h aus  4),  so  erhält 
mau 

a = — 3<)p(»»—  tp) 

Die  Gleichung  + aus  welcher  die  Cardanische  Formel  ent- 

wickelt ist,  erhält  also  die  Form: 

.'))  r‘  — 3x(p(;«  — qp)  + 3wg>(m  — cp)  — »«®  = 0 

Die  Factoren  dieser  Gleichung  sind 

X — TO  =“  0 und 

— 3qp(w  — cp)  — (I 

X,  = ni 

1 

2 


daher  ist 


X, 


m , »i  — 2qp,/ 

und  Xa  = — n ± — S V o 


Die  Gleichung  5)  kann  auch  geschrieben  werden 

— 3xqp(m  — qp)  — (m  — qp)®  — »«®  = 0 

Wenn  cp  nun  rational  ist,  so  ist  auch  (m  — qp)  rational;  setzt  man 
,lann  m-cp  = w und  cp  = «,  so  erhält  die  Gleichung  5)  die  Form 

ar® — 3wi/ix  — »«®  — n®  — 0 


20 
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rV.  Welche  Form  muss  eine  vollständige  Gleichung  3.  Grades 
iiaheii,  damit  die  Lösung  mit  der  Gardanischen  Formel  eine  rationale 
Wurzel  der  Gleichung  liefert  ? 

Antwort  Die  Form  der  Gleichung  ist 

nz  rt* 

6)  s*  — 03-4-  3 («  + 3)  ~ Ö7  ~ Tj"  “ — ni*  0 

I»  ist  eine  rationale  Zahl  und  n eine  rationale  oder  irrationale  Zahl. 

"_L 


Beweis.  In  Gleichung  5)  setze  mau  für  — — (p)  den  iden- 
tischen Wert  a,  wenn  « eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  bedeutet, 
so  erhält  diese  Gleichung  die  Form 

— om — = () 


Setzt  man  nun  für  x gleich  z — so  erhält  man  die  in  der  obigen 
Antwort  stehende  Gleichung  6).  Weil 


so  ist 


« a 

h =»»  + r. 


ferner  folgt  aus  Gleichung  ü) 


, « Jrt 

und  3^=  - — ^ 


yp  bedeutet  hier 


V.  W’elche  Form  muss  eine  Gleichung  4.  Grades 
haben,  damit  eine  Wurzel  ihrer  kubischen  Uesolvente,  durch  ilie  (’ar- 
danische  Formel  berechnet,  rational  ist? 

Antwort.  Die  Form  der  Gleichung  ist: 
und  die  kubische  Resolvente  derselben: 


3a(n-|-3)  (I* 

^3'  27“3 


8)  3*  — 3*rt  -)-  — • — :,’7  — — fiM  — rn*  =r  f) 


ist  bieriu  wieder  rational  und  « rational  oiler  irrational 
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Beweis.  Für  die  allgemeine  biquadratisehe  Gleicliiing 
wurde  die  Resolvente 

gefumleii.  Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleiclinugen  a «=  0,  so  erbölt 
die  biquadratisehe  Gleichung  die  Form 

x*-^ax^-\-ßx-\-y  — 0 

und  die  zugehörige  Resolvente 

Wenn  diese  kubische  Resolvente  durch  die  Cardanische  Formel  eine 
rationale  Wurzel  liefern  soll,  so  nnfts  sein: 

+ Tu  = + n “27  ~ 3 


daun  ist  aber 


2=« 
— 4y 


mithin  ß = 2« 


,(«  + ») 


2!+1?? 

3 


-27~3 


„ (3  = h\/—  + “ 4-  «>«-)-»<* j 


Snbstituirt  man  diese  Werte  für  «,  ß und  y in  der  Gleichung 
X*  ß^~{~y  “ ö 

ein,  so  erhält  mau  die  in  der  Antwort  stehenden  Resultate. 

VI.  W'elche  Form  muss  eine  vollständige  Gleichung  4.  Grades 
haben,  damit  eine  Wurzel  ihrer  kubischen  Resolvente,  durch  die  Car- 
danische  Formel  berechnet,  rational  istV 

Antwort.  Die  Form  der  Gleichung  ist: 
y ) V*  — '2ai/^  + ^ (3a-f4J  — ^ — icj/—  ^2^  -f*  q 4-»«*^ j 

4-  Jy4-2  ~3  _4ö— 4«^—  (.,74-34-«"’+*“)  =*^* 


Digitized  by  Google 


308 


Sinram:  Bfifraff  zu  fifn  AvfiiK<unfjfn  der  (lleicliungen 


Die  kubische  Reßolveutc  dieser  Gleichung  ist: 


10)  - - (3«  + 4)**+  + 8«»+ 5An^+ 16«)  _ - - 


108  3 

« und  m haben  dieselbe  Bedeuiung  wie  vorhin. 


31«3  n~ 

n dm  — Hi’  = <• 


Beweis.  Man  setze  in  die  Gleichnng 
7)  + + “f“ i”  ^ 


«*-1-12« 


für 


X — y — 2»  so  erhält  man  die  Gleichung  9). 


Vergleicht  man  die  Coefticienten  der  Gleichung  9)  mit  denen  der 
allgemeinen  hiquadratischen  Gleichung 

so  bedeutet: 


. — 2« 


ß- 


(3a -f- 4)« 


-«•'*  — 4«*-l-lGj/ — 2 -j- «H» -j- 


‘ CI+1 +-+».^) 


In  der  zu  der  Gleichung 

3'*-j-(»ar’-|-j33-*-|-y3'-l-d  = 0 
gehörenden  kubischen  Rcsolvente 
z 


' 2"  64“' 


0 


suhstitnire  man  für  n,  |J,  y und  S die  obigen  Werte  ein,  so  erhält 
man  als  kubische  Resolvento  der  Gleichung  9) 


10)  ,s_“(3a-^4).*-}-jy3«^-l-8««-h5ia*4-16n)--||^ 


64  16  12 


31«3 


108  3 


0 i 
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:}09 

Scl/t  iiian  iu  dieser  Glciehuiig  wieder 
- ■= 

so  erhält  mau  die  Rediicirte 

— um  — nfi  = (.* 
also 

....  . yj  = »‘ 

imthm  ist  //  rational. 

Hamburg,  im  .Vugust  lt>79. 
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Doktor:  iSoinmea  c/ejt  dix  /»irwierrs 


XXV. 


Sotmnos  dos  dix  proinioros  piii.ssaiioos  dos  n 
proiniors  noinbros  ontiors,  ot  dos  oiiK]  jn’onneros 
pnissances  dos  n proiniors  noinbros  imjiairs. 
Rolation  ontro  oos  divorsos  soininos. 

r.ii- 

Georges  Oostor. 


1.  La  soinnic  des  puissances  scmblables  des  « prcniiers  nombre* 
cutiers  peilt  s’obtciiir  par  iine  methode  directe,  ipii  ne  rojiose  pas 
sur  la  counaissanco  des  sommes  des  puissances  autcrieures  des  « 
niemes  nombres.  Xous  avons  d6jä  indique  cette  methode  ä la  jiage 
4:37  dn  tonie  LXIII  de  ccs  Arebives  (187!t).  I.es  risiiltats,  quo  nous 
avons  obtenus  pour  les  sommes  des  dix  premiers  puissances  des  » 
Premiers  nombres  entiers,  iireseutent  entre  eux  des  relations  asser 
remarquables , pour  que  nous  eroyons  devoir  les  sigualer  au  lecteur. 
Ils  nous  out  servi  en  outre  ä calciiler  les  sommes  des  puissances 
scmblables  des  « premiers  nombres  impairs.  Nous  avons  determiue 
ees  dernieres  sommes  pour  les  cinq  premieres  puissances. 


2.  Nature  du  polynöuie,  qui  exprime  la  sommc  des  puissances 
o des  n Premiers  nombres  entiers.  Representous , eu  general , i'ar 
£n'‘  la  somine  des  puissances  « des  « premiers  nombres  cutiers. 
Daus  la  formulc,  qui  douue  la  .sommo  des  puissances  des  ?i 

terraes  d’nne  progressiou  aritbmetique,  faisons  ?»  = « et  la  raison 
)•  = 1 ; eile  devient 


+ 


:;j 


...  -{-n. 
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ou 


. («4-1)2:«"  4-  1 


+ 


(cr-{-l)a(o— 1) 


2.3 


— 2»''-^4- 


La  plus  haute  puissaiicc  de  «,  ijiii  seit  eouteuue  dans  le  premiiT 
meiiiljrei  «lo  cettc  egalite,  cst  evidcimiicnt  de  degrö  «-f*!;  pl'** 

liietour  (n4-l)"  — 1 etaiit  divisible  ))ar  w,  il  ou  scra  de  meine  du 
secoml  inonibre.  Donc 


La  somme  des  puissuiices  « des  u iireiniers  uombres 
culiers  ost  uu  polyndmc  divisible  i\  la  fois  par  n et  par 
«4*15  flöi  est  du  degre  «4*1  par  rajiport  i\  i>. 


3.  Methode  des  coefHcleiits  iiidetermiues.  Pniposoiis- nous  ile 
calculcr  la  somme  des  septiemes  pnissances  des  « promiers  iiom- 
bres  eiiticrs. 

Si  nous  designous  par  ()p(k)  Ic  iiülyuömc  entier  cu  «,  qui  oxiuime 
eetto  soimnc,  uous  pourrons  ecrirc  (u®  2) 

(1)  2/i'^  = (p(ii)  ■=  An-\- Bn"^ Dn^ Ka^-\- Fn,^‘ Hn’', 

oii  .1,  B,  C,  II  represcuteiit  des  eoeftidents  numöriques,  qu’il 
b'agit  de  iletermiucr. 

Abu  d’obteuir  les  valeurs  uumeriques  de  tos  cucftidculs,  dans  (1) 
remplai;ons  « par  « — 1;  nous  troiivoiis,  eu  vertu  de  la  formule  de 
Taylor,  que 

(2)  2(»i— 1)7  = qp(„)_^/(„)4-|^//(„)  jqp/'(«) 

-245<p’(>*)  + 23-p'4«)-  o’.7'p^'4«)4- 

Or  il  CSt  evident  que 

— 2(«— 1)7  ■=  „7. 

nous  avons,  par  suite,  en  rctrauchant  (2)  de  (1), 

(3)  «7  = (j;7(»)  — J^7/(„)4_^  ^ 

- ^ -P'4«)  4-  2 -.7  ~ 2 ”8 


11  suftira  maiutcuant  de  calculer  les  derivccs  de  rp(«)  au  moyen 
de  l’tgalitc  (1)  et  d’cu  substituer  les  expressious  daus  (3),  pour  avoir 
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tinc  idciititc,  qiii  fouiiiira  iinmediiitcnient  Imit  equatioiis  !>iDi]iles  du 
jiremicr  degrd  entrc  Ics  huit  iuconnues  A,  B,  C,  If. 

Prenons  Ics  dcrivdcs  successives  do  q>(n).  L’cgalitc  (1)  nous  douuc 

q>Hn)  = A-i-2Bn-i-  3Cn^+  4ZJn»+  5Z;«‘+  6Fh* 

==  _ (ii4-3C’«+  «/>«*+107:;«='-}-15Fk<  + 21Z?«-^ 

+ 28//««), 

-Lg,j//(„)  — C’  + l//«+lU/':/iS  + 20F«^+:35rrV+56//n\ 

“2  l 49>^'(«)=  — (/>+ö/'>»+157'«'’+a5<?«*+70//«+ 

2 “ /•/+6/.’7t + 21/’u^+5l>//«^, 

- 276'’"’ 

2 7<P'^^(")  ■=  ''  f-ö//», 

Substitnons  ccs  cxpressioiis  daus  IVgalilt-  (3)  et  cgalous  ä /.ero 
Ics  coefficiciits  dos  puissauccs  sucecssivcs  de  «;  iious  obteiions  Ics  biiil 
cquatioDS  du  prcmicr  degrc 

, A—  //+  C—  /?+  Ä--  /•’+  B=o, 

2/f  — 36'+4//—  r>A'+  r,/’—  7t/+  8//=Ü, 

3C’— Oß+lÜ/-;  - 15/'’+2U/— 28//  = o, 
in—  10/v  + 20/’—  Sf)  (/  + '>6//  — O. 

.■)/:  — 15/’+ 35<;  — 707/ = 0, 
d/’— 2177  + 36//=  0, 

777— 28//=  0, 
8//=  1. 

Si  nons  rcsulvous  ccs  cqiialions  de  i)rocbc  en  prochc,  cu  com- 
iiieiu’aut  par  la  dernierc,  nous  oblieudrons,  pour  les  cocllicicnts  .1, 
//,  C,  //  pris  cu  sciis  iuvcrsc,  les  valcuis  clicrchccs 
4,  77  = J,  F=  h'  = 0. 

7J  = — C =0,  //  = T>i, 

II  uous  sutrira  de  incltre  ccs  valcurs  daus  le  dcvcloppcmcnl  (1), 
pour  trouver  que  la  soiinnc  des  scptienics  puissauces  des  « prcniiers 
uombres  cutiers  cst 
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ou 


£n'< 

Eh’’  = 


n**  , jJ  , 7«*’  7«‘  I 

8 12’ 

ä»f»“'(3«®+ 12«®+ 14«*  — 7«-+ 2). 


Lc  faclcur  entre  parenth6scs  est  divisiblc  par  w+1  (ii'*  2);  et, 
coiiinie  sa  derivec 

2«(9»^  + 3(>>i3+  28«=*—  7) 


est  aussi  divisiblc  par  « + 1 puis  iju’clle  s’annule  pour  n — — 1,  ee 
factcur  admet  Ic  diviseur  (n  + 1).  P’.ffectnant  la  divisioii,  on  trouvc 
<iae 

En’’  = jij„=i(„+i)2(;{«*  + G»=*  — «**— 4«+2). 

4.  Forinatluii  des  equatlous  liu^alres  aux  coefficieuts  ind^tcr- 
Illings.  Les  equations  (4)  peuveut  s’ecrirc  immcdiatement,  a priori: 

n CSt  aise  de  reinarquer,  cii  effet,  quc,  daus  la  disposition 
adoptec,  les  coefficieuts  lindaires  de  la  p*“«  des  lettrcs  A,  B,  C,  ... 
sollt,  dans  lo  seiis  vcrtical,  les  coefticients  num6riques,  moius  lo  dcruicr, 
qui  sc  prcsentent  successivemcnt  dans  le  developpeinent  de  la  puissance 

— (—«+/>))’. 

De  plns,  les  secoiids  ineinbres  des  n premieres  de  ccs  eiiuations  soiit 
tuus  egaux  ä zero  ct  cclui  de  la  dcmiöro  equation  est  egal  ä 1. 


Ccs  coefticients,  pris  eu  valcur  absoluc,  peuvent  d’ailleiirs  s'ol»- 
tenir  au  nioycu  de  la  regle,  ijui  sert  it  former  le  triaugle  aritlinieti- 
que  de  Pascal. 


On  ecrit  d’aliord  les  a + 1 premb^res  lettres  d,  U,  C,  af- 

fectccs  alternativemeut  du  signe  ct  du  sigue  — ; au-dessous  ou 
ecrit  CCS  niemes  lettres,  ä partir  de  la  secondc,  en  leur  donnant  aussi 
alternativemeut  le  signe  + et  le  sigue  — , puis  l’on  aftecte  cbaquu 
lettre  de  cettc  ligne  d’un  coelticieut  uumerique,  qui  est  egal  ä la 
valcur  absoluc  du  cocfticient  du  terme  pri^cedent  ajoute  au  cocfticicnt 
absolu  qui  lui  est  superpose  dans  la  ligne  prec^dente. 

On  forme  les  untres  lignes  successives  de  la  memc  mauicrc. 
en  Observant  toute  fois  que  le  premicr  cocfticicut  de  chaque  ligne  est 
egal  au  numero  d’ordre  de  cette  ligne. 

D’apri's  cola,  les  equations  lineaiics,  donnant  les  valcnrs  numeri- 
ques  des  coefticients,  qui  aflcctcut  les  termes  succcssifs  du  polynömc 
dcNcloppe  de  En\  serout 


A-B-\-  V—  74+  E—  7-’=0, 
277— 3C  + 4D— 5/:;+6f'=  U: 


-I 


Digitized  by  Google 


Jjostrir;  SomtiKs  rlrx  Hir  /ntmiiitf 


;ii4 


;}6’-6«+iua:— I5f’=  u, 
j/>— io/';+2o/'=  ü, 
oE — 15f'  = 0, 
f>F=  1. 


5.  SomnieK  des  di\  premiercs  puissanccs  dei^  » preniiei>  notn> 
bres  ciiliers.  Si  nous  niii»li»iuons  la  mcthoile  luoceiloiitc  au  calcul 
de  cos  sommcs,  uous  obtieudroiis  los  ionnules  siiivaulcs: 

£lt  = 

Sn-  = l)(2ii  + l), 

Sh*  = 3\,),(«+1)(2»  + 1)(3«*+3«-1), 

2V  = /äU=‘(»4-l)*(2«ä+2«  — 1), 

2:,,«  = ,13u(«  + 1)(2«-1-1)(3h<  + 6»^— 3«+l), 

Sn‘  = — l«  + 2), 

Sn^  = 9V,»(«-|- 1)  (2rt  4~  i)0*>«’’4"  — ir>n^ — «--j-y« — 3), 

Sn^  »=  j\Y«^(n-|- 1 )*(2«®-}-Gii‘’-|- >(■*  — 6h  — 3), 

2:«'«  = ])(2»  + 1)(3h»  + 12»7+8h«— 18h'*— 10«‘  + 2l/.= 

2»*  — 1 5n  -f-5). 

11  u’est  pas  iuutilc  de  1‘airu  oltsorvor  (juc  los  exprcssious,  qui 
louriiissont  los  soinnics  »Ics  puissauccs  süiiiblables  paircs  dos  n pro- 
niiors  iioiubrcs  ciitiers,  adiiiottciit  toutos,  commc  l'aotour,  le  prodnit 
h{m+1)(2«-}-1);  Ct  quo  Collos,  qui  douilOUt  ICS  SÜ1UU108  dos  pllis- 
sauccs  scmblables  de  dc"rö  impair,  conticuueut  toutcs  Ic  lactoar 
1)*, 


6:  Relations  eiltre  les  trols  prchiifres  des  soiiiiiies  pr#e<?doiites. 
Ajoufüus  deuX  ä tlcux  Sn,  Sn-,  Stfi,  ot  luoiious  de  iiieiiie  los  dif- 
f^ronecs  entre  cos  sommcs;  nous  obteuons  les  six  cgalites 


(I) 

2:»*+ j:« 

= ^’*('*4- !)('*  + 2), 

(11) 

Sn*— Sn 

==  s('*— 1)“('*  + 1)> 

2:«^+  Sn 

= ]"(«  + !)  ('*^+«4-2), 

(III) 

Sn*— Sn 

= J(h-1)h(h  + 1)(h  + 2); 

S,i*+  Sn* 

— iV"('*4'1)("4"2)  (3h  + 1)i 

S,i^  — Sn^  = ,S(«  — 1)  (3h  + 2). 
Nous  voyous  par  (I),  (II)  ct  (III)  que 


1"  La 


sommc 

ajout6c 


des  carrcs  des  n premiers  nombres 
i\  la  somme  de  cos  n meines  nombres, 


f 
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cst  cgiilo  au  tiers  du  produit  do  trois  uorabros  cuticrs 
cousecutifs,  dout  Ic  premicr  cst  «. 

2”  La  sommc  des  carrcs  des  n premiers  uombros 
eutiers,  diininuec  de  la  sommc  de  ccs  n memes  nombres, 
est  egale  au  tiers  du  produit  de  trois  uombres  cuticrs 
cousecutifs,  dont  le  premier  cst  n — 1. 

3"  La  sommc  des  cubcs  des  « premiers  nombres 
eutiers,  diminiiec  de  la  sommc  de  ccs  n memes  nombres, 
cst  egale  an  quart  du  produit  do  quatre  uombres  eutiers 
cousecutifs,  dout  lo  premier  cst  « — 1. 

Oll  trouve  anssi  quo 

22:«!>+32:n=*+2:n  = J«(«+l  )=*(,. + 2), 

.Z»  ■=  l)*(3(i-j-4). 

7.  Relations  entre  En*  et  les  trois  soinmes  En^,  En*,  En.  II 
est  facilc  de  veritier  que  Ton  a 

En* — Eh  = 1)  (d«--[-15M-|-  Ui), 

(IV)  En*—  En*  = — l)H(«-fl)(rt  + 2)(2H  + l), 

En*  — En*  — 1)  2). 

Nous  cüueluons  de  (IV)  que 

La  sommc  des  quatriemes  puissaiiccs  des  « premiers 
nombres  eutiers,  dimiuuec  Je  la  sommo  des  carres  do 

CCS  n meines  nombres,  est  egale  au  produit  de  par 

le  produit  Je  quatre  nombres  eutiers  cousecutifs,  dout 
le  premicr  cst  n — 1. 

Si  nous  divisoiis  (IV)  par  (III),  nous  aurous 

En*  — En*  , , 


Ainsi,  Si  » egale  un  multiple  de  5 plus  2,  la  differcncc, 
ciitrc  la  sommc  des  quatriemes  imissauccs  des  « pre- 
miers nombres  cuticrs  et  la  sommc  des  carrcs  de  ccs  n 
111  emes  uombres,  cst  divisible  par  la  differeiice  entre  la 
somme  des  cubes  des  n premiers  nombres  eutiers  et  la 
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8.  Autrcs  cas  rte  divislbillt^.  II  nous  viciit  coi’uru 


(Vll) 

(VIII) 


Ün*  = J£n  -\- 


2:n& 


!2;h  + 


^l)(n+J)1 

10  J 
(«-!)(«+ 2) 


Or  le  produit  (n— l)(n-|-2)  est  toujours  divisiblc  par  2;  douc 

1“  Si  II  egale  un  multiple  de  5 plus  1,  ou  uii  mnltiiile 
de  ö jilus  3,  la  soinnic  des  (juatriemes  i)uissaiiccs  des  « 
Premiers  uombres  eutiers  est  divisiblc  par  la  soramc 
des  carrös  de  ces  « meines  uombres. 


2*'  Si  « egale  uu  multiple  de  3 plus  1,  la  soniiuc  des 
eiutjuiemes  ])uissauces  des  u premiers  uombres  eutiers 
CSt  divisiblc  par  la  somme  des  eubes  de  ces  n meines 
uombres. 


Comme  ou  a 

(IX)  .IV- £>.■■>  - iK«-l)«='(,.+  l)*(i.  + 2), 


ou  voit  aussi,  au  moyen  de  (III),  que 


(X) 


2:»a. 


■ £h 


ij/((M-j-l). 


Douc  Si  1*  est  uu  multiidc  de  3 ou  uu  multiple,  de  3 
moius  1,  la  differcuce,  eutre  la  somme  des  ciuquiemes 
liuissauces  des  u iiremiers  uombres  eutiers  et  la  soiumc 
des  eubes  de  ces  »<  uitMues  uombres,  est  divisiblc  par  la 
differcuce  eutre  la  somme  de  ces  eubes  et  la  somme  des 
M meines  uombres. 

On  troiive  eucorc  ipie 

(XI)  32V-f-2V  = li,3(„  + l)3  = v„. 

0.  Nous  avous 

.£««  _ 3i,*  -f  — :^i  + 1 . 

~~  7 

or,  si  rt  est  uu  multiple  de  7 plus  1 et  egal  ä 7/i-j-l,  Ic  uumerateur 
de  la  fraction  du  sccoml  lucmbre  devieut 

3(7/1 + l)*-|‘I’(7p  + l)^  — /’  + I)  + I i 

et,  comme  le  roste  de  la  divisiou  du  uumerateur  par  7 est  Io  iiieiue 
qiio  cclui  quo  l'üu  obüeut,  eil  divisaut  par  7 la  somme 
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— 3-f  1 = 7 

des  festes,  cctte  fratiou  se  reduit  ft  un  nombro  onticr.  Donc 

Si  II  est  UD  multiple  de  7 plus  1,  la  somme  des  sixie- 
mes  puissances  des  n premiers  uombres  entiers  est  di. 
visible  par  sa  somme  des  carr6s  de  ces  « memes  nombres. 

10.  Si  nous  ajoutons  Xn’  ft  Eifi,  nous  tronverons  que 

(XII)  ZV+  1)1  = 2(2:n3)* 

Ainsi  la  dcmi-somme  des  cinquiftines  et  des  septiftmes 
puissances  des  n premiers  nombres  entiers  est  ögale  au 
carr6  de  la  somme  des  enbes  de  ces  n mSraos  nombres. 

On  a anssi 

E,.i  — i2:«ä(6Ä3  — 4-£«-f-l). 

Mais,  si  n est  un  multiple  de  3 jilus  1,  42T«  — 1 ou  2«(«  + l)  — 1 
sera  divisible  par  3.  Donc 

Si  liest  un  multiple  de  3 plus  1,  la  somme  des  septie- 
mes  puissances  des  n premiers  nombres  entiers  sera  di- 
visible par  la  somme  des  cubes  de  ces  « memes  nombres. 

11.  D’autres  relations,  plus  ou  moins  simples  peuvent  oncore 
se  deduire  des  formulcs  du  n"  5.  Nous  nous  coutenterons  de  citer 
los  suivantes 

Ö^ii'‘-j-7  iSn’’  = lJn3(n l)3(2n-|-l)(5n*-|-öii — 1), 
52:n»-}-9  2:n’  = Jn«(n-t-l)l(4n*-f4ii-l), 

52^11*-}- 10  ^11  = ^n“(n-j-l)3. 


12.  Formule  servant  ft  calcnler  la  somme  des  puissances  a des 
n Premiers  nombres  Impairs.  Si,  dans  l’expression  2»  — 1,  on  rem- 
place  »I  successivement  par  les  « premiers  nombres  entiers 


1,2,3,...,»  1 , w, 

on  obtiendra  les  » premiers  nombres  impairs. 

La  somme  de  ces  » premiers  nombres  irnjiairs  pourra  donc  et  re 
designec  par  le  Symbole 


et,  parsuite 


2:(2»-l), 

2:(2i<  — 1)“ 


representem  la  somme  des  puissances  o des  » 
impairs 


Premiers  nombres 
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J)o8ior\  Snmm^$  fies  dir  pretni^res 


C’eltc  somme  2{‘2n — 1)“  cst  ^viilemnieut  egale  i la  soinme  des 
imissauces  « des  2n  — 1 promiers  uombres  entiers,  diminuee  de  la 
somme  des  luiissances  a des  « — 1 premiers  uombres  paiis.  Cette 
deniiero  somme  etant  <^galc  :V 

2"fl“  + 2“+3-’+  ...  +(n— 1)“J, 

püurra  etro  designee  par  '2"£(u  — 1)“. 

Si  uous  rei)r6sentoiis  par  N«  la  somme  des  i)uissaiiees  « des  2«  — 1 
Premiers  nombres  entiers,  iions  aurons  donc  la  formnie  generale 

(X)  2^(‘2n  — D“  = ,S„  — — 1)“, 

(]ui  servira  ä calculer  la  somme  des  puissancos  « des  n itremiers 
nombres  impairs. 


13.  Sommes  des  cIikj  premldres  pnissaiiees  des  u preiuiers 
nombres  linitairs.  On  trouve  faeilemenf  qiie 

(a)  2:(2n-l) 

(b)  Z(2n  - l)i  = 1), 

(c)  2:(2«— Ip  = «w— 1), 

(d)  i(2«— ir=  — •2)(12»>'— 7), 

(e)  i:(2»— 1)»=  — 20»“  — 7). 

14.  La  formulo  (ü)  poiivaut  s’6crire 

2J(2n  — ])“  = ,l(2n— 1)2«(2»  + 1). 

iious  voyous  quc 

La  somme  des  carres  des  premiers  nombres  impairs 
cst  egale  au  sixii'mc  du  produit  de  trois  nombres  entiers 
eousecutifs,  dout  le  premier  est  lo  dornicr  nombre  im- 
pair  Pousidt*rc. 


ir>.  Si  nous  divisons  (c)  ))ar  (a)  et  (d)  jiar  (b),  nons  ohtieiulrons 
les  (|uotieiils 


£(2n  — 1)^' 
£{'2n~  1) 


2»“  — 1, 


£(-2n  — 1)* 
£(‘2n  — ij“ 


i(12nä  — 7). 


Donc  1"  La  somme  des  cubes  des  « premiers  nombres 
impairs  est  loiijours  divisible  par  la  somme  de  ces  * 
meines  nombres  im|iairs',  le  qnolient  est  2»“ — 1. 
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La  sommo  des  quatriönics  puissanccs  dos  « Pre- 
miers norabres  impairs  sera  divisible  par  la  somnie  des 
earr^'s  de  ces  « niemes  nombres,  si  n est  un  multiple  de 
5 plus  ou  moins  1. 

IG.  Nous  avons  anssi,  en  vertu  des  memes  formules 
JE:(2«  — l)3-f  Z(2a— 1)  = 2n\ 

Z(2„  — 1)4  -f-  £(‘2n  — ly  = y^n(4„^  — J)(G»^—  1). 

Aiusi  La  somm«  dos  cubes  des  » premiors  iiombrcs 
impairs,  augmentee  de  la  sommo  de  ces  ?i  memes  uom- 
bros  est  egale  ä 2n*. 

17.  Nous  trouvons  encorc  que 

£(2H  — iy—£(2H  — l)  = 2«.(n— 1). 

Doiic  La  somme  des  cubes  des  n premiers  nombres 
imi)airs,  diminuee  de.  la  somme  de  ces  « mömes  nombres, 
est  egale  ä 2n  fois  le  prodnit  de  trols  nombres  eutiers 
cons6cutifs,  dont  le  prcmier  est  n -1. 

18.  II  est  facile  de  v6rifier  que  l’on  a aussi 

i:(2n—iy+2£(2H—iy  = 3[.s(2«— i)*j*. 

Aiusi  La  somme  des  cinquiemes  puissauces  dos  » Pre- 
miers nombres  impairs,  augmentee  de  2 fois  la  somme 
des  cubes  des  « memes  nombres,  est  6gale  ä 3 fois  le 
carre  de  la  somme  des  carres  de  ces  « premiers  nombres 
impairs. 

19.  IGonime  des  puissauces  a de  m nombres  impairs  cons^eutifs. 
Supposons  que  ces  m nombres  impairs  soient  pr6c<ides  de  n nombres 
impairs. 

somme  des  puissances  « des  premiers  nombres  im- 

pairs sera 

.£(2»i-|-2«— 1)«,  et  i:(2»-l)“ 
sera  la  somme  des  « premiers  nombres  impairs. 

La  somme  chercheo  est  donc 


-S(2m  -f  2n  — 1)“  — Z(2»  — 1)«. 

Ainsi  la  somme  des  cubes  des  w nombres  impairs,  qui  viennent 
ä la  suite  des  n j)iemiers  nombres  impairs,  sera,  d’apr^s  (c), 
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Dnnlor:  Sommes  des  dlx  premieres  ete. 


+ 2n - l)'-'  - Z(2n  - 1)»  ™ (m  + «)*[2(m +,<)=' - 1]  ~ «*(2«*-!) 

= m(m  -|-  2»)  (2m*-)“'i’""  4”  4'** — !)• 


Lorsciue  m •=  «,  ccllc  expression  devieut 
3«410hS-1), 


of  roprescntc  la  sommc  des  enbes  des  n nombrcs  impairs.  qni  suivant 
les  u Premier  nombrcs  impairs. 


20.  Soiiiiiie  des  puissances  a de  m nombrcs  entlers  eons^entlfs. 

Si  c.es  m nombrcs  sout  precedi'S  de  n uombres  enticrs,  la  somme  de- 

mandee  sera  „ 

£(m  »)“  — 


Dans  Ic  cas  oü  a = 3,  on  aura 

N'otrc  somme  sera  donc 

= J(m4-«)V  + « + l)"— 4"4n+l>* 

^ j|(,„4-H)(m4-?*  + l)  + «('*  + l)Jl("‘  + ’')("‘+«  + l)  - »("  + >)] 
i«i(»»4-2u4-  l)(m-+2wi»  + 2n*4-»ii4-2H). 

Pour  m ==•  »I,  cctte  expression  devient 
J II  *(3h  -j- 1 ) (5«  -l“  3) ; 

eile  fonrnit  la  somme  des  cubes  des  « nombrcs  enticrs.  .,ui  viennnit 
i\  la  snite  des  « jiremiers  nombrcs  enticrs. 
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XXVI. 

Mc^thodoH  ex])e<litiveH  ])oiir  rextraotioii  <le  hi 
raciue  cubi<iiie 

dos  nombres  oiitiers  ou  dt%iinanx. 


Par 

Georges  Dostor. 


l.  Lcs  industries  profcssiounclles,  tcllos  que  la  cliarpciifo,  la 
memiiscric,  la  coupe  des  pierros,  la  foiidcrio,  etc.  prösoiifont  soiivoiit 
des  calculs,  daiis  los(iucls  on  cst  couduif  il  cxtrairo  des  raciiies  culd- 
ques.  Ces  raciues  sc  detcrmiuent  alors,  seloii  les  eas,  avec  doux  ou 
trois  chiffrcs  e.xacts. 

Mais,  dans  lcs  arts  de  precision,  Ic  coiistructeur,  lo  in^canicien, 
le  physicien,  etc.  oiit  souvcnt  besoin  d’uTi  plus  grande  approxiinatioii ; 
ils  out  alors  recours  aux  Tablcs  et  obticniieut  les  raciiics  cubiiiucs  ü 
l’aidc  des  Logarithmcs.  Ceux-ci  ne  sauraient  donner  tout  au  plus 
quc  cinq  ou  six  chiffrcs  exacts. 

Cepcndant,  lorsquc  la  quantite  a evalucr  cd  decimales  contient 
des  radicaux  superposes,  les  premieres  racines  cubiques  devront  etre 
calculecs,  de  maniere  ä fournir  autaiit  de  tranches  de  trois  chiffrcs, 
quc  Ton  desire  avoir  de  chiffrcs  ä la  derniere  racine.  Daus  ce  cas 
il  faut,  de  toute  necessite,  proccder  ü l’extraction  directc  de  la  ra- 
cine cubique,  et  determincr  cette  racine  avec  uu  assez  grand  nornbre 
de  chiffrcs  cxacts. 

•2.  L’extraction  de  la  racine  carree  cst  une  oj)<-ration  assez 
simple:  eile  reposc  .nur  des  principes  qui  sont  faciles  ä etablir  et 

Kiodcs  :i  a]ipliquer;  b*s  calculs  .sont  i«-u  coinpliqiies, 

ttLllV.  21 
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Dnrior:  M/ihnifes  erpftiilirff 


II  ii’  eil  CSt  jias  ilc  nu'rnc  de  l’extractioii  de  la  racine  cobique  I 

Si  Ics  iirincijics,  qui  liii  servent  de  hase,  sout  aises  ü comprendrt  i 

et  ä demoiitrer,  surtoul  ä la  suite  de  eeiix  de  la  raeiue  came,  ai« 
les  (juels  ils  out  la  plus  graiide  analogie,  l’operatinn  en  est  laboritust 
et  penible,  d’une  longneiir  souveiit  rejiugiiante. 

Ces  defauts,  dans  la  pratiiiuc,  ticiiiiciit  au  mode  d’essai  du  derni« 
Chiffre  presume  ä la  raeiue.  Pour  veriticr  ee  chiffre.  ou  a l'babitadi- 
dYdever  au  eube  toute  la  jiartie  trouvec  ä la  raeiue,  y compris  W 
eliift're  ä essayer,  atiii  de  s’assurer  que  co  cubc  peut  se  rctraneber  de 
la  Partie  correspoiidaiitc  du  iiombrc  propose.  Ce  calcul,  deji  lang 
lorsque  la  raeiue  uc  se  coiiiposc  que  de  trois  ebift'res,  devient  mala» 
et  fiistidicux,  pour  ne  pas  dire  iinpratieablc,  de.s  que  la  raeiue  eoie 
tieiit  un  plus  graiid  noiiibre  de  cliiffres. 

II  est  vrai  que  quelques  aiiteiirs , eu  pclit  uonibre,  .se  boment  i 
foriiier  les  trois  deriiiercs  parties  du  cubc  de  la  meine,  decomposts- 
CU  dizaiucs  et  en  unites,  et  ä retraueber  leur  soinnie  du  reste  pre-  ' 

eedent  suivi  de  la  tranehc  correspondante;  inais,  daus  cette  forniatiou. 

011  se  trouve  toujours  assiijetti  A ealeuler  direefement  le  triple  canrr 
des  dizaincs  trouvees  li  la  raeiue.  , 

M.  L’^xtraction  de  la  raeiue  eubique,  d’apres  les  metliodes  sni- 
vics,  sera  donc  toujours  une  Operation  cutravde  de  longeurs  et  beri‘-  j 

seo  de  difficultös  pour  les  pcrsoiines,  qui  sont  jieu  familiaris^es  av«  | 

riisagc  des  Tables,  ou  qui  veuleiit  ealeuler  la  meine  eubique  avee  nu  | 

graiid  nombre  de  ebiffres  exacts.  I 

Nous  peiisons  que  la  niethodc  suivaute  obvie  A ce  double  incuii-  j 

vY-iiieut.  ' 

I 

Daus  cette  methode,  pour  detenniner  un  nouveau  eliiffrc  A la  ' 

meine,  ou  fait  usagc  des  resultats  foumis  par  le  calcul  du  ebiffn'  , 

lirecedcut,  que  Ton  complAte  par  une  simple  inultiplication , daus  la- 
quelle  l iiii  des  dcux  faetcurs  est  tout  au  plus  egal  A 'IXb- 

Cette  inctliode  u’cst  guerc  jilus  jicnible  que  cellc  qui  est  cm- 
})loyeo  jiour  l’extraction  de  la  racine  carree,  et  se  conduit  pn'»(H<' 
aiissi  rapidemeut. 

Nous  l’avous  publice  des  l8r>0*)  avec  tous  ses  developpemoiits; 
diqmis  eile  a ^de  rcprodiiite  d’iino  maniArc  iiicomplMe  et  souveni 
incomiirise  daus  (juebiiies  oiivmges.  mais  saus  iiidicatioii  iroriginc. 

*)  (i,  Dostor,  Nmivi-nii  py.fli’nic  il  ’ A v ! I li  m i' I i <|  iif;  Paris.  1- 
UarhrJto, 


Digitized  by  Cioogle 


pour  Vexiractton  (fe  la  racine  cuhique  ftc. 


323 


Nous  neue  proposons  ilo  l’exposcr  avec  toutes  les  simplitications, 
que  la  ruHcxion  et  rexperience  nous  ont  suggereos  depuis. 

4.  Oll  sait  (juc: 

Pour  extrairo  la  racinc  cubique  d’iin  nombre  entier, 
rill  partage  cc  nombre  eu  tranebos  de  trois  ebiffres  ik 
jiartir  de  la  droite,  et  l’on  extrait  la  racine  du  plus 
graiid  cubc  entier  ((ui  seit  contenu  dans  la  preniir're 
traiicbc  ü gauebe. 

Oll  obtient  ainsi  le  preniier  ebiffre  de  la  racinc  cn- 
b i q 11  c c h e r c b e e. 

r>.  Cela  fait.  il  est  ais6  de  di'^montrer  riuc: 

Pour  trouver  le  sccoiid  ebiffre  de  cette  racine,  de  la 
|ircnii«^rc  tranebe  ü gauebe,  dans  le  nombre  doiiiie,  on 
retranebe  le  cube  du  premier  ebiffre  obtcnii  ü la  meine; 
ü cöt6  du  rcste  on  abaissc  le  premier  ebiffre  de  la  tran- 
ebe  suivante;  on  divise  cnsuito  le  nombre  r6sultant, 
d’abord  par  le  triplc  carre  du  ebiffre  trouve  il  la  ra- 
eine, puis  par  ce  triple  carre  augmentü  de  frois  fois  le 
memc  ebiffre.  On  obtient  ainsi  deux  quotients,  eutre 
Icsquels  sc  trouve  compris  le  secoud  ebiffre  de  la  racine. 

Soit,  cn  effet,  il  extraire  la  racine  cubique  du  nombre  274308, 
qui  so  Separe  dans  les  deux  tranches  de  trois  ebiffre  274  et  308. 

I,e  plus  grand  cube  entier,  qui  soit  contenu  dans  274,  est  210, 
doiit  la  racine  est  0.  Le  preniier  ebiffre  de  notre  racinc  cubique  est 
dimc  0. 


Uetrauebant  le  cube  de  0,  qui  est  210,  de  la  premitVe  tranebe 
271  et,  ä eötc  du  rcste  58,  abaissant  la  tranebe  suivante  308,  on 
obtient  le  nombre  583.08,  qui  eontient  583  centaines. 

On  divise  ees  583  centaines,  d’abord  par  le  triple  carre  108  du 
ebiffre  0,  puis  par  ce  triple  carre  augment6  de  3 fois  0 ou  18,  c’cst- 
ä-dirc  par  120.  On  trouve  ainsi  pour  quotients  entiers  les  nombres 
5 et  4.  Je  dis  que  le  secoud  ebiffre  de  la  racine  est  5 ou  4. 

Pour  le  prouver,  designons  par  A’  le  nombre  donne  2743f)8.  par 
<1  le  ebiffre  des  dizaines  de  sa  meine  cubique.  par  « le  ebiffre  des 

21* 


274.308  0 


210  I 30  KÄ 
583.08  3 1« 
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uiiites  de  cette  racine  et  par  r ce  «ju'il  faut  ajouter  i » pour  avoir 
la  racine  com))16te.  F^a  qnanfite  *•  neccessairemeut  moindre  que 
l’unite. 

Si  nous  posons  «-}-»•  ==«,  iious  aureus 

(1)  :V=  (KW-f  «i)ä  = KJOtW^  + S.lOOf/^rt-f  3.1tV/.«-  + o=‘. 

Appelous  q ot  q'  Ics  ((uoticnts  entiers,  que  foumit  la  Jivisiou 
des  eeiifaines  contenues  dans  N — d’abord  par  3r/*,  puis  par 
3//^+3</;  ou,  si  Ton  veut,  la  division  de  A’ — lOOO/*,  d’abord  jar 
puis  par 

1"  Niins  avons,  en  vertu  de  (1). 

iV—  1WX)<£  _ , «*  , _«■’ 

‘ — " + KW  + 3<xvV*  ’ 

or  la  jiartie  cuticro  q du  <iuotient  est  necessairement  ^galc  ü la  partie 
entiero  du  second  inembrc;  inais  celle-ci  n’ost  pas  moiudro  (jue  la 
partic  eiitii^re  n qontenue  dans  «;  donc  le  quotienf  q n’est  pas 
moindre  que  Io  ebiffre  des  iinites  « de  la  racine  cubique 
cberch^c. 

2"  Supposons  (jue  le  ebiftVe  d des  di/aines  ne  soit  pas  moindre 
(lue  4.  1‘nisqne  >i  est  inferieur  ä 10,  nons  avons  necessairement 

:W  > «,  10  — a > 1,  10«  > «*, 

d’on  nous  tirons,  en  multipliaut, 

30</«(10  — «)  ^ fi®, 
on 

’MOila  — 30</o-  ^ <«*. 

II  s’ensnit  tjue  nous  pouvons  öerire 
30(W«  > 

et.  jiar  suite,  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  .“JOOf/-« 

:MX),/*rt+;uxw«  > ;j(XV-«+;xb/«*+«^. 

I.e  second  meinbrc  etant  egal  ii  N — 1000<;',  nous  avons 
(:«XW^  + 30tb/)n  > N-  lOtXtfP. 

Nons  voyoiis  ainsi  (pie,  si  nous  divisons  A’ — KXTOf/^  pj,,.  S(XV/S-j- 
;XXt(/,  nons  obliendrons  nii  qnotient,  qui  n’est  pas  superienr  A n; 
donc  la  partie  outiere  q'  de  ce  ((notient  n’est  jtas  sni>cri- 
enre  an  chil'fre  des  unites  «,  leqnel  est  la  partie  entiere 
d e a. 
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II  s’ciisiiit  (juc  Ic  diiffre  ilcs  uuitcs  do  lii  raciuo  cubiiim;  du 
'21  cst  5 ou  4. 

r>.  Pour  (‘ssaycr  lu  cliitfrc  0,  ou  obscrvc  iiuu  !f  rüste  r>y3UH 
uonticiit  la  soninic  des  trois  deruiercs  iiartics 

Uf /)  K*  -1- 

du  cube  de  lu-)-«. 

•i74.3<JH  64 


216 

36 

583.08 

I 

1 

3 

3 

461  44 

3(liW)- 

= KJ8UU 

1()WX) 

l'2i"64' 

! 3.1(.Wit 

= 900 

720 

25 

16 

“ il725 

11536 

3(10<0='«1 

A 

+3.ifw«n 

0 

4 

+«=( 

==  58625 

46144 

Aliii  de  former  ues  trois  parties,  oii  d — 6 et  « = 5,  uoiis  ecri- 
soiis.  SOUS  108<)U  = 3(1CW)‘)  Ic  triplc  ])roduit  tKXl  de  6(> -=  J(V/  jiar 
5 »,  et  SOUS  cclui-ui  le  carre  25  = a“*  de  k ==■  5;  la  soiiime  de  ces 

trois  parties,  ou  11725,  scra  doiic  egale  i\  ;5(l(>/)''+*H10fO'‘  + «'- 
Eli  inultiplicant  cette  soiniiie  par  5 •=  u,  iious  obticudroiis  5b(i25  jiour 
la  somnie 

3(  li>/)^«  -j-  3(1U«0'‘^"1' 

des  trois  autres  parties  du  eube  de  65. 

1,0  uoiiibre  5t>625  ctaiit  supericur  au  roste  öKXitf,  lo  ebiffre  5 
CSt  trop  fort. 

Ou  essaie  de  la  nieme  iiiaiiiere  Ic  cliiffre  4,  que  l’ou  trouvo  cüt 
csact. 

7.  Soit  iiiaiiiteuaiit  ä extrairc  la  raeiue  eubi<|ue  du  iionibre 
27430t<246864ü83,  qui  renfeniic  plus  de  six  chiffres. 


274.:lO8.246.864.083  64'.i75 _ _ 

583.08  ' 3(HW)-’=1'MX)  12288(X)  126360ÄX»  12663:t(r27U) 

121642.46  3.10f5»  = 720.  17280'  136290,  974550 

9487978.64  | 16;_  _ 80  49; 25 

63321 39 10.83  11 536  1 2461 6 1 ; 1 26496639 ’ 12664277275 

47  08  16  81 1 49 

310(d«  H'-1‘2288  1263603  126633027' 

192j  _ 1947' 1M91I 

12480  I265550il26652518l 
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Doxtor:  3/etltuilcs  exp^tlitivex 

Ajin'-s  avoir  st'i)arc  Ic  nonibrc  eu  trauchcs  de  trois  chiffres  ä 
partii'  de  la  droitc,  on  calculc,  coniinc  preccdcnimcnt,  la  racinc  ailii- 
que  (34  du  nombre  274308  forme  i>ar  Ics  dcux  prcniiercs  tranches  ä 
gauchc. 

A eöte  du  restc  121(51  oii  abaisso  la  tranclio  suivantc  246,  cl 
Tun  separc,  daus  Ic  resultat,  los  dcux  deruiers  ehiffres  par  un  i>üint. 

Pour  obteuir  Ic  troisiemc  cbift're  de  la  racinc,  il  iious  famlra 
diviscr  la  partie  121G12,  qui  sc  trouve  ä gauchc  du  poiut  dans  le 
deuxieme  restc,  par  le  triple  carre  de  la  partie  (34  trouvec  ä la  racinc. 

Or  ce  triple  carre  peut  s’obteuir  immediatoment  par  uue  simple 
additiou. 

En  effet,  SOUS  le  nombre  11536,  qui  cst  egal  ä 
3(10<l)*  + 3tl(>;)«+«“, 

ecrivons  le  carre  - 16  du  dernicr  cbift're  obteuu  1,  et  faisous  la 
somme  de  tous  les  nmidmes  superposes,  ä rexception  du  premier 
nombre  108(.X);  uous  obtiendrons  pour  somme  le  nombre  12288,  qui 
sc  compose  des  partics 

3(1U<0»‘,  3(l(W)-+3(10f/)«4-«^  M*, 

et  par  suite  sc  trouve  etre  egal  ft 

3(lW)*+6(10</)it  + 3«=*  = 3(lOrl+.0-. 

Ce  nombre  cst  donc  egal  ft 

3(60  + 4)'  = 3.64', 

ou  au  triple  carre  de  la  partie  61  trouvee  ft  la  radne. 

En  divisant  121642  d’abord  jiar  12288,  pnis  par  12288plus3  fois 
fil  = 192,  ou  par  1248o,  nous  trouvons  le  meme  quotieut  entier  9; 
donc  9 est  le  troisiemc  cbift're  ile  la  radne. 

Du  deuxieme  reste  12161246  uous  devoiis  ivtraucber 
3.64Ü'.9  + 3.640.!»'  + y-‘  = (3 .64o'  + 3.640.9  + y')9. 

Or,  eu  ecrivant  deux  zeros  ft  la  drohe  de  12288,  qui  est  egal  ft  3.64*, 
uous  aurons  forme  le  produit  3.640'  = 12288(X).  Sous  cc 
nombre  12288(X),  porte  sur  la  premiere  liguo  ft  la  suite  de  10800. 
uous  eciivous  le  nombre  17280  = 640X3.9,  ipic  uous  calculons  di- 
rectement;  et,  sous  celui-d,  uous  mettrous  le  carre  81  = 9'.  La 
somme  des  trois  nombres  superposes 

12288(X),  17280,  81 
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sera  egale  ä 


En  multiiiliaiit  ccttc  somme  i>ar  y.  et  eu  rctraiicbaiit  le  luüiluit 
(lirectcuieut  de  1216t2lG,  nous  obtieudrous  le  rüste  0-1^797.  ä eölc 
duiiiicl  nous  abaisscrous  la  traiiehe  suivante  8fit.  apres  eu  avoir  se- 
pare  Ics  deux  dcmiers  ehüfrcs  par  un  point. 

La  Partie  i ganclie  du  j>oint,  ou  94t<7y7H,  devra  etrc  divisöc  par 
le  triple  earre  de  G49,  pour  fouruir  lo  cliittiT  suivant  de  la  raeiiic. 

Or  ce  triple  carre  s’obtieut  de  suite,  eu  mettaut  le  carre  de  9 
on  81  SOUS  12461C,  et  eu  l'aisaut  la  soiunie  des  quatre  derniers  uom- 
bres  ainsi  ecrits. 

Cette  somme  sera  12ii;jtiO:J  = 3.(j49-;  eu  y ajuutaut  1947  = 3.649. 
que  l’ou  calculcra  directemeut,  ou  aura  le  secoud  diviseur  1265ör)0. 

Divisaut  le  iiombre  94>*7978  par  ees  deux  diviseurs,  ou  obtieiit 
le  meme  quotieiit  enfier  7,  (pii  sera  aiusi  le  quatpit'mc  ebiffre  de  la 
raciue. 

II  sera  faeile  de  coutiuuer  l’operatioii,  eu  suivaiit  Ics  calculs  du 
lableau  precedeut. 


8.  Lc  calcul  d’uu  cbil'l're  de  la  raciue  sera  d’autaiit 
plus  certaiu,  que  le  nombre  des  ebiffres  dejä  obteuus  ä 
la  raciue  sera  plus  considerablc. 


Car  des  que  la  partio  D trouvec  ä la  raciue  sera  egale  ou  su- 
IK-rieure  ä 10,  ou  obtieudra  le  iiiemc  ebiffre  au  «piotieut,  eu  divisaut 
Ics  ceiitaiiies  du  rcstc  eorrespoudant  suivi  de  la  trauebe  suivaute, 
d'abord  par  3/>^  eu  suite  par  37J-  + 37J,  ou  du  luoius  on  obticut 
ilcux  qiiotients,  dout  la  diff^rcnce  cst  moiudre  qu’  uue  uuite. 

Soit,  eu  elTet,  ll  lc  nombre  forme  par  Ics  ceutaiiics  du  restc.  Si 
Uüus  desiguous  par  U.  et  Q’  Ics  quotients  comi)lets  que  fouruit  la 
divibiou  de  K d’abord  par  'iD\  puis  par  uous  aurous 


d’oü  il  uous  vieut 


, /.’  _ /.’ 

3/i=*+a/j’ 


ou 


u-q:  ^ 


Ijotlnr:  Methodcs  ex/n'iUliucs 


3l»8 

Or  Ic  (luoticiit  Q'  ost  cvidciinnciit  moimlrc  iiue  10;  jiar  snilc, 
si  f>  est  egal  ou  supericur  ä 10,  la  differencc  (l—Q'  scra  inoindrciiue  1. 

!).  Calcul  des  racines  culiiques  par  des  dlvisioiis  snecessi\cs. 
Tour  effcctuer  cette  operatiou,  uous  nous  aitpnierons  sur  trois  priu- 
cipes  ou  theoremes,  que  nous  allous  etablir. 

Tiii^orime  1.  Lorsqu’on  a ddtermiue  plus  de  la  moitic 
des  chiffres  de  la  racine  cubique  d’uu  nombre  entier, 
ou  obtient  Ic  nombre,  approcli6  i>ar  c.\c6s,  forme  par  Ics 
autres  chiffres  de  la  racine,  en  divisaut  le  rcstc  suivi 
du  Premier  tiers  des  chiffres  ä abaisser  par  le  triple 
carre  de  la  partie  trouve  ä la  racine. 

Reportons-nous  ä roperation  du  u"  7. 

Apres  avoir  determinö  les  trois  premiers  chiffres  019  de  la  ra- 
ciiio  cubüiue  par  la  regle  ordinaire,  abaissons,  ä cöte  du  restc  918797, 
Ic  Premier  tiers  HO  iP's  chiffres  suivants  864083  du  nombre. 

La  racine  totale  i^.mrra  etre  consider6e  comme  composec  de  019 
centaines  et  d’un  certain  nombre  A d’unites,  moindre  que  100.  Le 
nombre  propose  renfermc  le  cube  de  cette  racine.  ou 

(64900+A)3  = 64900» +3. 04900*.  A + 3. 64900.  i*-}- A3 

La  preraiere  partie  6490tJ»  a dejä  ete  rctrancheo  du  uoinbrc 
donue,  de  Sorte  que  le  roste  948797864083  renfermc  encorc  la  soiiimc 
des  trois  autres  partics. 

Or  3. 64900*. A ne  ])eut  etre  contenu  (jue  dans  les  unites  de 
l’ürdrc  100*  = 10(X)0  de  ce  restc,  lesquelles  renferment  cu  outre  les 
dizaines  de  mille  des  deux  deniieres  parties.  Donc,  si  l’on  divise 
ces  dizaines  de  mille  94879786  par  le  triple  carre  3.649*=  1263003 
des  centaines  trouvees,  on  obtieudra  les  unites  de  la  racine  ou  un 
nombre  trop  fort.  Doiic  le  quotient  75  exprime  les  autres 
chiffres  de  la  racine,  approchee  par  exces 
918797864083 

94879786  1263603  ! 61900  12636030(XiO 

0426976  75  " 3.75=  225  14602.S(XJ 

108961  I 3245  5625 

948797859375  ! 1298  12650638125 

4708  j 1298  75 

' 14602500  63253190625 

75  88554466875 

75  94879^7^9375 

! 375 

' 525 

I 5625 
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Poiir  verificr  Ics  cbiffrcs  7.')  obtcnus  au  (luoticnt,  oii  mot  ä la 
suite  (hl  liivisour  l2tj;U)03  antant  ilc  zeros  que  l’ou  a negligc  de 
chiffres  (laus  la  partie  ä abaissor;  sous  Ic  resultat  on  ccrit  lo  Iriplc 
]>roduit  146025(X)  de  la  partie  61'JO()  obtenuc  ä la  racino  par  Tb,  et 
au-dessous  oii  inet  lo  earre  5625  de  75;  la  soinmc  1265t)638125  de 
CCS  trois  nombres  sera  egale 

3 . G49(X)='  + 3 . 64'JOU . 75  + 75X 

Eu  iiiultipliaut  cette  sommc  par  75,  on  forme  la  soinmo  5)18707859375 
des  trois  derniercs  parties  du  cube  de  (ßlO»HJ+75)  ou  de  64075, 
laqucllo  soniine,  n’ctant  pas  superieure  au  roste  04870786lU8;l , fait 
voir  que  lo  quotient  75  ii’est  pas  trop  fort.  Donc  Ic  nonibre  75 
forme  l(3s  dcux  derniers  chiffres  de  la  racino. 


10.  Theoreme  II.  Lersqu’ou  a deteriniiie  plus  de  la 
inoitic  des  chiffres  de  la  racino  cubique  d’un  noinbre 
entior,  on  obtient  le  nombre,  approche  par  defaut,  forniij 
par  Ics  autres  chiffres  de  la  racino,  en  divisant  lo  roste 
suivi  du  preraier  tiers  dos  chiffres  5 abaisser  par  trois 
fois  lo  carre  plus  trois  fois  le  nonibre  de  la  partie  trou- 
veo  fl  la  raciue. 

Roprenous  rexciujile  274308246864083  du  n"  7,  et  determinons 
Ics  trois  Premiers  chiffres  649  de  la  raciue  cubique  par  la  inethodc 
ordinaire.  Kvisons  cnsuitc  lo  restc  948797  suivi  du  promier  tiers 
8)>  des  chiffres  restant  fl  abaisser  par  1 263603 -f- 1947  =■  1265550, 
c’est-ä-dirc  par  le  trijilc  carre  plus  le  triple  de  la  partie  649  trouviSc 
ä la  raciue,  ce  qui  donue  le  quotient  74.  Je  dis  (juc  le  nombre  des 
uuites  de  la  racino  ne  peut  etre  inlerieur  fi  74. 

Eli  effet,  pobons  649  = u,  74  = b.  Ou  prouve,  coninie  au  u"  5 
que  (3.100«+i)6  cst  inlerieur  ä 3.10000«;  donc 


CSt  iuferieur  fi 


3 . lOO^^rt^^A  + 3 . IIK )«/,-  + //» 
(3 . l(X)OOa-  + 3 . Mmn)b. 


Or  la  iiartic  94879786  du  reste  U contient  (3rt*-f-.3«)A;  donc 
94879786<X>)0  et.  surtout.  le  reste  total  94.S797864<)83  conticunent 

(3 . lOtKlOo^i-f  3 KXlOOa)/., 
ct,  ä plus  forte  raison 

3 . -f  3 . lOO«//''  4-  fr», 

c'est-ä-dire  les  trois  derniercs  parties  de  (100«  4*)*  i donc  Ic  nonibre 
^äH^pu  74  u’ost  pas  trop  graud. 

ML 
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yi  iiuus  cssayons  7i,  uous  troiivons  Ic  roste  12ti65UtjHw9. 
Calculous  la  difftreiicc  t)4l»75*  — 64974^  ou 


;5.6i974='-i-:i.r)4974  4-l  = 


( 3 . t;49()0^  + (■) . G49t JU . 7 1 + 3 . 7 
i 4-3.649(X)4-:’.74  + 1, 


et,  pour  cela,  ajoutous  ouseinWc  les  noinbres 


12GÖU443276  = 3.tj49(X»'*-(~^-'519<J<J.74-l-74-  dojii  obteiiu, 
1440780U  = 3.64!H».74  tlejä  obtciiu, 

10952  = 2.547G  = 2.74^*  döjä  oalcule. 

194922  = 3.64900-1-3.74  qui  revient  ä 

3.64974  facilcmcjit  calculablo; 

uous  trouvoiis  12665056951  pour  la  dift'ercuee  chorebee.  Cc  iioinbro 
elaut  inferieur  au  restc,  lo  quotient  74  cst  troj)  faiblo. 

11.  TWorfeiuc  111.  Lorsqu’ou  a determiue  plus  de  la 
uioitie  des  chiffres  de  la  raciue  cubique  d’un  uombru. 
et  que  l’ou  divisc  par  Ic  triple  carre  de  la  partie  trouvec 
tcl  quel,  puls  augineute  de  cette  partie,  le  rcsto  eorrc- 
spoiidaut  suivi  du  promier  tiers  des  chiffres  ä abaisscr, 
011  obtient  deux  <|Uotieuts,  qiii  ne  pouvent  diffdrer  de 
plus  d’uno  unitf;  du  iioiubre  forinü  par  1 cs  autres  clü ffres 
de  la  raciue. 

Ku  eftet,  soieiit  q et  </  les  quotieiits  couqdots  que  l'ou  ubtieut, 
OH  divisaut  pai’  3«^  ot  3«*-f-3«  Ic  restc  corresiiondaut  ä la  partie  « 
troiuce  a la  raciue,  suivi  du  proiuier  tiers  des  chiffres  ä abaissor, 
iiüiiibro  quo  uous  rejiröscuteroiis  par  h\  uous  avous 

/j  J>  __  J>  1 _ q 

.3«’-'  3a"-(-3rt  3rt"-l-3a  « a 

La  jiartio  « ayaut  « chiffres  et  la  partie  ä trouver,  laquclle  u'ost 
pas  moiudre  que  q,  ayaut  moius  de  n chiffres,  on  a q<^  lU"-'  ct 

t 

par  suite  ~ 1 ; douc  los  ijuotients  q et  //'  uc  peuveut  ditförcr  de 

plus  d’une  unite  du  noinbre  forme  par  les  autres  chiffres  de  la  raciue. 

12.  Supposoiib  (lue  Tüll  ait  delcriuiiic  ]dus  de  la  moitic  dos 
chiffres  de  la  raciue  cubique  d’un  iiombrc  eutier.  Ou  sait  (ii**  9) 

uo  l’ou  pourra  obteuir  tous  les  autres  chiffres  de  cette  raciue,  cu 
.ivisaut  Ic  restc,  suivi  du  premicr  tiers  des  chiffres  ä abaisscr,  i«r 
Ic  triple  carre  de  la  partie  ti'ouvee  ii  la  raciue. 
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Oll  obtkmt  aiusi  le  nonibre,  apitrocbe  par  cxces,  qui  cst 
funiic  par  Ics  autres  chiffres  de  la  raciuc. 

Si  Tüll  avait  divisc  le  menie  roste,  suivi  du  iiremier  tiers  des 
diitfrcs  ä abaisser,  jiar  Ic  triple  carre  de  la  partie  trouvec  ä la  ra- 
diie,  augiiiciite  de  trois  fois  la  meine  partie,  ou  auiait  trouve  (a"  10) 
le  nombre,  approclic  par  dcfaut,  qui  est  forme  par  los  autres 
diiffi-cs  de  la  racinc. 

Dans  CCS  dcux  divisious.  ou  oblient  des  (inoticnts,  l’uii  par  cxces 
et  l’autrc  par  dcfaut,  qul  comprcnnent  le  uombrc  forme  par  Ics  autres 
diiffrcs  de  la  racinc,  ct  ijui  different  de  ee  nombre,  chaenn  de  moius 
d’uuc  unite  (n®  11). 

En  combiuaiit  ces  dcux  metbodes,  ou  jieut  obtenir,  avcc  une 
graudo  rapidite,  la  raciue  cubique  d’uii  uombre  tres  cousiderable. 

13.  Seit,  par  exciuiile,  ä extrairc  la  raciue  cubique  du  uombre 


2743^>‘J357824;32f.t<ö3-l20H75i3y, 


qui  couiprend  ucuf  traiichcs  de  trois  ebiffres.  La  raciuc  cubique 
aura  ucuf  ebiffres. 

Ou  calculera  d’abord  Ics  trois  premiers  ebiffres  de  la  racinc 
cubique  par  le  procede  indique  ci-dessns  (n"  7);  au  moycu  de  ces 
trois  chiffres.  ou  obticudra,  jiar  uiie  simiile  divisiou.  Ics  deux  ebiffres 
suivauts. 

Les  cinq  ebiffres  aiusi  tronves  pcrmcttcut  de  calculcr,  par  uue 
divisiou,  les  quatre  derniers  chiffres. 

L’opcratiou  jicut  d'ailleurs,  etre  disposec  comme  ci-dessous: 
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XX  VII. 

Ueher  «lie  Aii/alil  der  unter  einer  gegel»enen 
Grenze  liegenden  Primzahlen. 

Von 

K.  E.  Hoffmann. 


Sind  />,,  ;iv,  nacli  der  Grösso  goordnot,  di«-  in  einer  Zahl  »« 
nicht  anfgeliendcn  Primzahlen,  so  erhält  man  alle  zu  m relativen 
Primzahlen,  indem  man  in  rlem  Schema: 

1 Pi  Pi“  Pi^  ■ • • 

1 Pi  Pi“  Ps“  • • • 

aus  jeder  Morizontalreihe  ein  Element  nimmt,  die  gewählten  Elemente 
zo  einem  Product  vereinigt  und  alle  möglichen  Prodnete  dieser  Art 
hildet;  die  Elemente  je  einer  Ilorizontalreihc  bilden  eiuc  unendliche 
geometrische  Reihe,  man  kann  deshalb  die  Summe  aller  zu  m rela- 
tiven Primzahlen  als  Product  ans  den  Summen  der  einzelnen  Rrdhen 
darstellen  in  der  Form: 


wobei  das  Zeichen  T sich  auf  alle  in  ?«  nicht  anfgehenden^Primzahlen 
bezieht. 

Unter  den  Summanden  des  entwickelten  Productes  T sind  nun 
insbesondere  diejenigen  merkwürdig,  welche  <C »«  sind,  und  deren 
Anzahl  in  der  Zahleutheorie  mit  qp(m)  bezeichnet  wird ; man  huf, 
wenn  a,  /«,  e ...  P,  l die  in  m aufgehendcu  Primzahlen  sind: 

q>{m)  = m (l  - (l  _ 1)  (l  _ 1)  . . . (l  - 

(cf.  Dirichlct  Zahlentheorie  von  Dcdckind  § 11.) 

Unter  den  ip(/«)  Zahlen,  welche  <1  m und  relativ  prim  zu  m sind, 
mögen  nun  fi  zusammengesetzte  Zahlen  sein;  ausserdem  sei  die  An- 
zahl aller  unter  m liegenden  absoluten  Primzahlen  N und  i die  An- 
zahl der  in  m anfgehenden  Primzahlen  a,  b,  c ...  L-,  l,  dann  ist 
offenbar : jV  = <p(m)  — fi  + 1. 

Die  Aufsuchung  der  Zahl  N führt  dann  wesentlich  darauf  hinaus, 
die  Zahl  ^ zu  bestimmen,  da  man,  wenn  m nicht  eine  sehr  grosso 
absolute  Primzahl  ist  oder  sich  aus  grossen  Factoren  zusaramensetz.l, 
jederzeit  mit  Leichtigkeit  und  1 augeben  kann.  ^ 


rioff ninnn:  Ueber  die  Anzahl 


Um  nun  die  Zahl  fi  zu  criialten,  denke  man  sich  aus  den  Prim- 
zahlen 7>j,  ju,  ...  alle  Combinationen  mit  Wiederholungen  gebildet, 
so  zwar,  dass  die  Werte  der  erhaltenen  Productc  immer  m bleiben; 
da  es  sicli  aber  nur  um  die  Anzahl  der  hier  zulässigen  Combinationen 
handelt,  braucht  man  diese  selbst  nicht  zu  bildon. 


Die  Anzahl  der  Amben  z.  B.  wird  gefunden,  indem  mau  die 


zwischen  j>,  und 


m 


Uh. 


, 2h 


m 


..  ]u  und 


?n 


LP»J 


liegenden  Priin- 


dic  in  )«  aufgehenden  Primzahlen  a,  b,  e ...  /;  mit 


ist  hier 


zahlen,  diese  selbst  mitgerechnet,  abzählt;  auszunehmen  sind  natürlich 

m 

[p\ 

die  grösste  in  m:^)  enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet;  bestimmt 

m 

Um  die  Anzahl  der  Terncn  zu  erhalten,  zählt  man  die  zwischen 


sich  aus  der  Bedingung: 


^ p.i  (1.  h.  Pu  <C.  V «*• 


/>]  und 

iU 

VUhi 


7tt 


, 2h  ’*»'I 


1U 

LPiPd 


, . . . ?).« ttnd 


in 

IhPU 


, 2h  ttnd 


etc.  liegenden  Primzahlen  (ausgeiionimeu  «,  h.  r ...  /•,  /)  ah 


l/” 


LivJ 

, 2h  11- 

„ /•, 

/)  ab; 

m 

>P- 

r fit 

>P< 

d.  h.  pr  <C  V m ist. 


In  derselben  Weise  geht  man  weiter. 

Vorausgesetzt,  dass  m keine  sehr  grosse  Zahl  ist  und  gleichzeitig 
unter  den  p nicht  viele  kleine  Primzahlen  Vorkommen,  gelangt  man 
durch  das  oben  aug('gebeue  Verfahren  sehr  rasch  zum  Ziel,  da  man 
nur  Divisionen  und  darauf  folgende  Abzählungen  vorzunehmen  hat, 
welche  mit  Hilfe  der  Primzahltafeln  sehr  leicht  auszuführen  sind. 

fit 

Die  grösste  unter  den  p vorkommeude  Zahl  ist  die  der  - 

unmittelbar  vorausgehende  Primzahl;  je  grösser  also  2h  tst,  um  so 
weniger  Primzahlen  sind  notwendig  zur  Bestimmung  von  A’;  z.  B.  für 
M = 1000  ist  Pj  = 3 ; hier  ist  also  die  Kenntuiss  der  zwischen  1 und 
.‘J33  liegenden  Primzalden  erforderlich  ; dagegen  für  w = 1050  (7),  = 11) 
genügt  die  Kenntniss  der  zwisclien  1 und  95  liegenden  Primzahlen. 


fieht 


über  die  Grenze  einer  dem  Rechner  gerade  zugänglichen 


Primzahltafel  hinaus,  so  kann  man  sich  die  Anzahl  der  unter 


»I 

Pi. 


etc.  liegenden  Primzahlen  selbständig  suchen,  so  dass  mau  die  Prim- 
z.ablen  nur  bis  zu  jenem  pi  zu  kennen  braucht,  welches  bei  der  Bil- 
dung der  Amben  ans  der  Bedingung  p,  <;  y j«  gefunden  wurde.  Man 
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kann  also  das  Ergebniss  der  vorausgobondcn  l’ntersuchung  folgcnder- 
uiasseu  aassprechen: 

„Die  Kcnntniss  der  unter  y»«  liegenden  Primzahlen  genügt  voll- 
sUludig,  um  die  Anzahl  aller  unter  m liegenden  Primzahlen  in  ge- 
nauer Weise  zu  bestimmen.“ 

In  fielen  Fällen  kann  man  sich  auch  die  Rechnung  bedeutend 
vereinfachen,  indem  man  statt  der  Zahl  m eine  iK'quemere  in  der 
Nähe  von  m liegende  Zahl  eiuführt,  wobei  man  nur  zu  beachten  hat. 
(lass  nicht  eine  Primzahl  verloren  geht,  oder  eine  neue  hinzukommt; 
so  kann  man  z.  B.  statt  m = 1747,  hei  welcher  die  zur  Bildung  der 
Amben  erforderlichen  Primzahlen  wegen  p,  = 2 sich  bis  2373  (resp. 
der  zunächst  vorausgehenden  Primzahl)  erstrecken,  die  Zahl  nt  =»  4740 
uehmen,  für  welche  wegen  /),  = ö schon  die  zwischen  1 und  t*4'J 
liegenden  Primzahlen  genügen,  oder  noch  besser  m = 4740,  für  welche 
wegen  p,  = 7 die  unter  f>77  liegenden  Primzahlen  genügen. 

In  den  folgenden  Beispielen  ist  mit  n die  Anzahl,  mit  / die  Form 
der  einzelnen  Combinationeu  bezeichnet. 

Beispiel  I.  m = .'$000  = 2^.3.5*;  p = 7,  11,  13,  ... 

y:iOOO  = .')4,  ...;  die  Amben  zu  bilden  bis  j>,  = .'t3; 

» 

y:$0Ö0  = 14,  ...;  die  Temen  bis  p,  ■=  13; 

4 

y.qiXKJ  = 1,  •••;  von  den  yuaternon  hat  man  nur  7^  zu 
nehmen.  Man  findet  nun: 


H 

f 

P 

ti 

_ 

/ 

1 ” 

/ 

7' 

79 

7p 

11 

37p 

5 

7.13j) 

>1-3 

r>4 

1 Ip 

!>“ 

9 

41p 

2 

7.17p 

>17 

4.3 

13p 

-13 

(5 

43p 

2 

IV 

>“ 

34 

17p 

4 

47p 

p 

4 

11^ 

>11 

30 

19p 

= 19 

1 

h'Ap 

1=5.3 

11.13p 

>13 

2.3 

23/1 

ps 

5 

, 7p^ 

1 

13p2 

= 13 

IX 

29/j 

14 

l^p 

>7 

1 

1 

l.‘$2p 

>13 

14 

31p 

IjHl 

- 

7.11.p>ll 

, 1 

L_„ 

7p^ 

•^7 

H - .372 

(p(3(XK4)  = :$tKIO.  1 . )? . f.  = 8fHt;  fi  372 ; A = 3 ; 

folglich : 

A’  = 8(X ) — .372  3 = 43 1 . 


330  Ho  f f III  ainii  Uther  die  Anzahl  eie. 

Beispiel  II.  ji»  = 3<X)30  — 2.3.5.7.11.13;  = 17,  111,  23. 

y^X)30  = 173,  ...;  die  Ambeu  zu  bilden  bis  }>,  = 173; 

a _ 

y 30030  = 31,  ...;  die  lernen  bis  p,  = 31; 

4 

y30030  = 13,  ...  <C  17;  Quaterneu  kommen  nicht  vor. 


/ I 7> 


f 


f 


208 

242 


H7p 


17?)  ;^17l  39 
19p  ,^19  37  101p 

205  i 2.3p  j ^2:1  35  i 103p 

I j i 

29 1 32  ! 107p 
,31  i'  :io 
37 II  27 


-.-^97  16  17.19p 

= l'  I 

-.^101 " 12  17.23p 

! 

'.^103  I 7 1 17.29p 


165  ; 29p 
153  I 31p 


130  37p 


109p 

113p 


117  i 41p  l--..,4l'  21  ' 127p 


112 

101 

88 

80 

77 


43p  j^43;  19  ;i31;; 


47p 

53p 

59p 

61p 


68 ' 67j) 


> 


> 

>' 


1)3 

60 

54 


71p 

73p 

79p 


;i7  15 
53  I 14 

.59'  12 

61  10 

'1 

67 1 7 

II 

'71 1^  5 


137p  I 


,107 

I109 

i.127 

^131 

:i37 


139p  j -...139 


> 


73  3 


149p 

151p 

157p 

163;) 

167;) 


50  83p 

45  89 
I 


79 
83  ji 
89 


1 |173p 
7 j 17;)^ 


> 


149 
151 
157 
163 
167 
173; 
17 


I 20  17^1  >17 


b 

3 
1 

5 
13 
lO 

6 

4 
1 
3 


17.31p 

17.37p 

17.41p 

19p- 

19-p 

19.23p 

19.29p 

19.31p 

19.37p 

2.3p* 


>19 

>23 

>29 

>31 

>37 

>41 

“19 

>19 

>23 

>29 

>31 

>37 

“23 


23*p  ;>2.3 


4 ; 23.29p 


23.31p 


29*p : 
31py. 
p = 2517 

,p(;)00;)0)  = 30030.  J . Mi • ? • H H = •'■>760; 
p = 2517;  1 = 6; 

N = 5760  — 2517  + 6 = 3249. 
Zweibvücken,  22.  August  1879. 


>29 

>31 

>29 

>29 

=31 
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XXVIII. 

üeber  Newton’s  erste  Methode  zur  Beschreibung 
eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte*). 


Von 

Johann  August  Grunert. 


In  seinem  unsterblichen  Werke:  Pkilosopbiae  uatnralis 
Principia  mathematien.  Lib.  I.  Sect.  V.  (De  inventione 
orbium  ubi  uml)ilicus  ueotcr  dat ur.).  Propositio  XXII. 
Problema  XIV.  Trajeeforiam  per  data  quinque  puncta 
dcscribere.  Tora.  I.  pag.  207.**),  dessen  Studium  für  einen 
Jeden,  der  mit  wahrem  Sinn  für  matbematisebe  Strenge  und  ins- 
besondere für  mathematische  Untersuchungen  nach  der  Metliode  der 
reinen  Geometrie  an  dieses  Studium  herantritt,  auch  jeUt  noch  einen 
eigentUinlicben  Reiz  bat,  und  namentlich  auch  — wenigstens  in  ein- 
zelnen Partiecn  — jüngeren  Mathematikern  und  mathematischen  Phy- 
sikern in  jeder  Beziehung  sehr  zu  empfehlen  ist,  hat  Newton  zwei 
Methoden  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene 


*)  Dies«  Arbeit  war  vom  Ilcrnuigcbcr,  wie  uug  einer  nemerkimg  von  ihm 
herrorgeht,  zur  VcrölTentlichung  im  Archiv  bestimmt;  desgl.  einige,  die  noch 
folgen  Bollen.  D.  Rcil. 

**)  Ich  bediene  mich  der  folgenden  mit  einem  wertvollen  sehr  nnifnhr- 
liehen  Commentar  und  anderen  wichtigen  Zusätzen  ver.schcnen  Ausgabe:  Phi- 
losophiac  natnrnlis  Principia  mathematien.  Auctorc  Isnncn 
Newtono,  Eq.  aurnto.  Pe rpc tu i s Commen tnrii b illustrata,  coro- 
tnuni  Studio  PP.  Thoniac  Lc  Senr  et  Francisci  .laequier,  ex 
Qallicanü  Minimoriim  Fnmiliü,  Mntheseos  Professor  um.  Oe- 
nevne  4*.  Tom.  I.  MDCCXXXIX.  Tom.  II.  MDCCXI,.  Tom.  III. 
MDCCXLII. 

33 
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Punkle  onf wickelt.  Die  zweite  dioRor  beiden  Methoden,  welche  mau 
eine  organische  Beschreibung  nennen  kann,  findet  sich  in  mehrcreu 
neueren  Schriften*).  Weit  weniger  bekannt  scheint  dagegen  New- 
ton’s  erste  Methode  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 
fünf  gegebene  Punkto  zn  sein,  die  ich  für  ganz  besonders  schön  und 
der  weiteren  Bekanntwerdung  ganz  besonders  wert  halte.  Der  vor- 
liegende Aufsatz  soll  daher  der  Kntwickelung  dieser  schönen  Methode 
gewidmet  sein,  womit  ich  aber  noch  den  besonderen  Zweck  verbinde, 
eine  weitere  .\nwendung  des  Irimetrischen  C’oordinatensystems  zu 
zeigen,  .\lles,  was  zum  Verständniss  des  F<dgenden  über  das  trimc- 
trische  Coordinatensystem  im  .Vllgcmeiiieii  zu  wissen  nötig  ist,  lindet 
mau  vollsUindig  und  mit  völliger  Allgemehihcit  entwickelt  in  meiner 
Abbandlung:  Das  System  der  Dreilinieu-Coordinaten  in 
allgemeiner  analytischer  Kntwickolnng.  in  diesem  Ar- 
chiv. T.  XX XVI 11.  Nr.  XXXVI.  auf  welche  ich  daher 

hier  ein  für  alle  Mal  verweise,  tiiul  auf  welche  sich  alle  im  Folgen- 
den vorkommenden  Zurückweisungen,  wenn  dieselben  mit  a.  a.  0. 
bezeichnet  sind,  beziehen.  Auch  wegen  der  im  Folgenden  gehrauch- 
ten Bezeichnnngen  bat  man  überall  die  genannte  .Abhandlung  zn  ver- 
gleichen. 


Des  grossen  Newton  erste  Methode  zur  Beschreibung  eines 
Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  kommt  ganz  auf  den  fol- 
genden Satz  zurück  und  ist  in  demselben  cigentlicli  schon  vollstündig 
ausgesprochen,  wobei  Fig.  1.  zur  F.rliiuternng  dient; 

F,s  seien 

.1',  -D,  A^,  A‘,  A-' 

fünf  Punkte.  Durch  die  Punkte  A\  und  A-,  lege 
man  die  beiden  Geraden  A'A^  und  A-A^.  Hierauf  lege 
man  durch  den  Punkt  A*  zwei  den  Geraden  A'A*  und  A-.l® 
parallele  Gerade,  welche  wir  beziehungsweise  durch 
und  bezeichnen  wollen.  Die  Gerade  Aj'A,* 

werde  von  der  Geraden  A’/l"  in  V?’,  die  Gerade  A,*.,!,* 
werde  von  der  Geraden  in  //*  geschnitten.  Zieht 

mau  nun  eine  beliebige  der  Geraden  parallele  Ge- 
rade, welche  die  Gerade  in  /f,',  die  Gerade  A,-A,’ 

•)  M.  s.  *.  It.  Analytische  Gcunictric  ilcr  Kegelschnitte  von 
O.  Snlmon.  Dciit.sch  bearbeitet  von  W.  Ficillor.  Leipzig.  1 860. 
S.  4 8 0.  Auch  5.  ln.  meine  Ahliamlliing:  Uc  her  il  i e II es c li  r ei  h ii ng 
eines  Keg e 1 seli  n i 1 1 s «Inrcli  Iflnf  gegebene  I’ unkte  in  T.  XXIV. 
Nr.  XXV.  S.  S.to. 
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in  schneidet,  und  zieht  endlich  die  Geraden  A'B,' 
und  A^Bi\  welche  sich  in  dem  Punkte  /f*  schneiden  mö- 
gen: so  liegen  die  sechs  Punkte 

.4*,  A*,  A\  A^,  A\ 

jederzeit  in  einem  Kegelschnitte. 

Um  nun  den  Beweis  dieses  sehr  merkwürdigen  Satzc-s  auf  das 
triinetrische  Coordinatensystem  zu  gründen,  wollen  wir  das  durch  die 
drei  Punkte  A',  A-,  A^  bestimmte  Dreieck  A'A^A^  als  Uundamcutal- 
ilrt'ieck  (triangle  of  referencc)  dieses  Systems,  und  die  Geraden  A'A*, 
A‘‘A\  A^A''  beziehungsweise  als  die  Iste,  üte,  .‘5fe  Axe  dieses  Ky- 
stems  annebmen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  die  trimelrischen  (V/rdi- 
naten 

A\  A\  A\  A\  A'^ 

ls‘ziehungsweise  auf  folgende  Art  bezeichnen: 

(t,  O; 

0,  0, 

PoS  PiS 

Po,  PjS  Pt“- 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  zl',  z1*  gehenden  Geraden 
-1*3*  ist  (a.  a.  O.  §.  G.): 

Po  = 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  3*,  3*  gehenden  Geraden 
3*3*  ist: 

Pi  = D. 

Die  Gleichung  der  durch  A*  mit  -3*3*  parallel  gezogenen  Gera- 
den 3, *3,*  ist  (a.  a.  0.  §.  9.): 

Po  — Po^  = oder  Pu  =■  Po*- 

-\nch  ist  diese  Gleichung,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  worden  ist: 

(3—  2^0*  si  tufi  *)  Po  — Po^  sin  . p,  — /)„♦  sin  ir„j . = 0, 

folglich,  weil  bekanntlich 

J = po^sinic,j-f-7),^sinir^-fp.'‘sin»r(,, 
ist: 

(p/sin>rä„-|-7>*^sin»<'fl,);)„  — Pii^siiHc^.?),  —pu*  sin»>-,„  .j),j  = 0 

oder: 

28* 
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(piVn"^;’oVi)si“"’so+0'iVo— 

Die  Gleichung  der  durch  A*  mit  parallel  geaogeiien  Gera- 
den ist: 

Pi  -^Pi*  — 0 oder  p,  = p^*. 

Auch  ist  diese  Gleichung: 

i»i*8in?r,g.p^— (./— p,«sin?<-go)j,, -l-j)/8inirn, .jii  iü  0, 

also  wie  vorher: 


ju/sinfr,ä.po— (V»in"'is4-^»s*8'n»e„i)j),+p,*sin»«-o,.;ii  = 0 
oder: 

(.Pi*Po  —Pn*Pi)  + — />«Vi)sin  *e^,  — 0. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  A*  und  .4*  gehenden  Gera- 
den A*A"  ist: 

Pi'}>i^Po—Pi'Pa^2’i  “ 

also: 

Pi^  Po —Po' Pi  = 0- 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  A*  und  A^  gehenden  Gera- 
den A^A^  ist: 

—Po^Pi’Pt  +PoVi“Ps  = 

also : 

Pi’P\  —P\^Pi 

Rezeichuen  wir  die  (’oordinaten  des  Durchsclinittspunkts  /P  der 
Iteiden  Geraden  A,M,-  und  A'A"  durch  /q',  P,’i  ^V>  ®o  haben  wir 
in  Folge,  der  obigen  Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  aur  Bestim- 
mung dieser  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

Po’  “ ?'o‘.  — ?'u’’Ps’  “=  G. 

/o'sin«-,g-(- /Vsiuicj„-f-y'j'siuK,„  = ./; 
aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


' 

‘ n 


erhfllt. 


- ?>n’ 


/V 


•^(?>n‘*  — Po’)  -|-yo*|>i^8ill 
/In^’siu  »'■j,, 


IV 


;>o" 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  des  Durchschniftspuukts 
Vi-’  der  Geraden  Aj*A,’  und  A'^A-’  durch  so  haben  wir 

in  Folge  der  obigen  Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  zur  Bestim- 
mung dieser  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

y 1\  a — p^’  ). 

yft^sin»c,,-j- y’,='siuTrjfl-j-y»„3sin»'-„,  « ./: 

aus  denen  mau  mittelst  leichter  Rechnung: 
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tiittA  Kfy^lschHUl»  tlurdt  fuuj  yfyehttu  Punlttn 


' 0 *=®  - — - I » 

/ij  * ' 

erhält. 


/.  s _ 


Die  Gloicbuug  der  durdi  die  stiebtu  bcstiiiimtcu  J’unklc  /J'  und 
gebcBdcu  Geraden  H^li^  ist  (a.  a.  < ».  §.  H.): 

(/V A*);;, , + (/V  ^0=’- /V  /’.'V)/-*  “ <>. 

Mittelst  der  vorher  für 

/><,*,  l\\  und 

gefundenen  Formeln  erbült  mau  zuvörderst  sehr  Icicbt: 


sin 


;>  1 #>  3 />  * P ü — 


Ferner  findet  mau  ohne  alle  Sebwicrigkeit: 
i>  1 y»  3 />  1 yj  a 

'0^1  ^ 1 ' i» 


s)u«-ju 


Ks  ist  aber 


■=  (/>v“äiu  «•,*  +;),-'giu  -f  j»5,“sin  (/>r’— i'i  ‘) 

/»i')  W“«’so+/'i^/'o“(/'#“— yV)s'“  «"n 
- 7 V)(Pi  “-y'i ‘)B  +y>./Vi  ^ K/^“- .+ (p,  <)sin  »j„i 

“Ps^o"— Po^)(y'i“— Pi  ^)sin  «oi+PuVj  '’!(-^— ) — (./-p*  ‘siiU'-„,  )i 
*•  i P*  Po* — Po^)  ( Pi  “ — Pi  ^)  — 7'o*Pj  *(  Pi* — Pi  ‘)j  sin  «'■o, 

= IPi*(P»Vo*  — Po*Ps*)  — Pi‘Pi*(7'o*— 7'»‘)isiu«„, . 


/*  I y*  a 1 /* 

' y ^ 1 ' I ' 0 

“ ' p„^P,“sin»-jiSiU('-i„  " 

Hicruueb  ist  also  die  Gleichung  der  Geraden  iPJß: 

( Po*  — Po'*)Pi  V**  siii  «•„ . p„  + ( p,*  — p,  Op»  ‘p;-’  sin  «zft . i 
— !pi'’(P:''po*— yVp/’O  — Pi*yV‘(p»*— p«‘)l  siu‘'oi./>.  ( 

Legt  man  nun  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt,  dessen  Coor- 
diiiaten  wir  durch  m,,  m,,  m,  bezeichnen  wollen,  eine  der  Geraden 
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(jruHtrl:  Lt:l}€r  ^ttvlvn»  cr>,tt  Mtlhotit  zur  l$€schreihun*j 


parallele  Gerade,  so  ist  die  Gleichung  dieser  ])arallcleu  Gcradeu 
(a.  a.  0.  §.  9.): 

(Po‘— (po—  üo)  j 

+(pi‘‘— y’t^)V;>*'^siuir^.(p,  — ü,)  l .=  0, 

— \pAPt*Po^—p<*Pt^)  —Pt^PiHpo^  — 7»o^)l 8i“ "01  • (pi  — Ö.)  » 


oder,  weuu  wir  diese  Gleichung  durch  Po*Pt*Pt^  dividiren  und  der 
Kürze  wegen 


1 1 _i'i‘  1 _Pt^ 

Po*  ‘ Pi*  - Pi* 

setzen : 

(A„  — 1)  sin  tr„ . (/)o  — ö„)  -f-  (Al  — 1)  sin  icjt, .( p,  — 5, ) 
1 ^0  (Aj  1)|  sin  ir„j . (])^  — Oj) 


-=0, 


oder: 


oder 


(Ao  — l)siu«',*.  f/>o—  Ün)  + (A,  — l)siU(Cj,|.{;»,  - öj) 

^ (äj  ^ ^ ^ ^ A** 

(Aft  — 1)  sin  «•,* . — G)„)  + (A,’  — 1)  sin  «v, . (;i,  — ö,) 

|(A<t — 1)(A, — 1)-|- A,)A, — 1^1  sin(/„j,(;i^  — ö„) 


= ü. 


= u. 


Uezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchschuittspuukts 
//,'  der  durch  den  Punkt  (ö„ö,öj)  der  Geraden  B'U^  parallel  ge- 
legten Geraden  mit  der  Geraden  ^1,‘^t,*  durch 

77 1 7/1  fl  1. 

so  haben  wir  zur  llcstimmung  dieser  Coordinaten  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  folgenden  GleicliuugCK: 


77fl’  6>n  — Po'*  Mfl. 

( A„  — 1)  sin  IC,  J . (/I,,*  — öp)  -}-  ( A,  — 1 ) sin  . ( /7,>  — ö, ) 

— { ^0  (x^  ~ “ A)|  sin  icp, . (/fj«  - ö*) 

sin  ic„ . ( — öp)  -f  sin  ir*o . ( 77, > — ö, ) -f  sin  ir,„  . ( 77, ' — «,)  = u. 
und  erhalten  hieraus  mittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination: 


77p’  Up  — p„* — (i)p, 


eutts  Kryflf^i'hHUt»  tfunh 


:}4y 


/7,'  — 6)j 


Dezeichueu  wir  ferner  lUc  Coordinateii  des  Darcbsehiiittsiiaakls 
der  durch  den  Pnnkt  (M£,m,Öj)  der  üeradeu  li'Ifi  parallel  p:- 
logteu  Geraden  mit  der  Geraden  durch 


f/3  77*  77  3. 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  t'oordinateii  nach  dein  Vorher- 
gehenden die  folgenden  Gleichungen: 

f/,3  — Ö,  = /'/  — M|r 

(A„  — 1 ) sin  e-,* . ( 77, — ö„)  4-  (i,  — 1 ) siu  ^ 

— I Ao  — 1^  — (*,— 1)|  siu-r„,.(77,3— w„)  I 


SiU.<-,,.(77n3  — u„)-|-siuirjn.(77,3  — 6),)-fsin",^.{77,3  — M,,  _ «i; 

nud  erhalten  hieraus  wiedenim  mittelst  gewöhnlicher  alg<  brais-.h' r 
Klimiuation: 


77.3- 0),^- 

77.3—  = 


;i,3  — c),  ixler  77,3 
A,,  — A,  sin. <-5, 


— M,). 


Um  die  fernere  lleehuung  zu  lereinfachen,  wollen  wir  jetzt  ih  n 
Punkt  (öyG),«.),  wodurch  d^  r Allgenn-iulieit  kein  Kiiitrag  gimchieht. 
in  den  Dnrchschuittspunkt  der  Parallelen  mit  H'JP  mit  der  Gcradi'ii 
verlegen;  dann  ist: 


M«  = Pv\  «1  = «1.  «X  = «r 

zu  setzen,  und  wir  haben  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Formel»' 

74)*  /i(iS  77j  * =.  6)j,  77.'  « g>2 
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rV-Po* 

n,3-5, 


^ \lg  / am  ,c. 

‘.(t-'T” 


, 

sintr,} 


Pi*  — Ui  oder  n,3 


(pi*  Wj), 


Pi 


77,3  — w,  = 


^ — 8in»tfl 


sinifo] 


(;V  — «i)- 


DicGlekhaugen  der  duiTh  die  Paukte  >4‘(0,;),’,  0), 
und  ü,  0),  77j3(i7(,3/lj32;^a)  bestimmten  Geraden  and 

sind  beziehungsweise  <a.  a.  0.  §.  6.): 


^»Vo  — IV  Pi  “ 0 und  IV Pi  — IVp»  = 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaton  des  Durehschnittspunkts  A* 
der  Geraden  yl'/#,'  und  A^B^^  durch  p,%  p*®;  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen; 

Hi^Po^  — IIo'Pt''  = ^, 

77,3p/ -n,»ps«=rü, 
sin  «rjä . p„«  -f-  sin  ('•» . p/  -|-  sin  i!-„i . p,“  = ^; 


und  erhalten  ans  der  ersten: 

n <> 

Po 


Pt 


6 


n„>  Po* 
77/  “ ö,  ’ 


und  aus  der  zweiten; 


Pi 


77/ 


Pi' 


77,3  - _ 

U,- 


Iß  Aj 


sin ir,n 


also,  weil 


(p/— ü„)  sin  «•„-)-(  pj<—o,)  bin  tf,u  4- (p,‘  — ö,)  sin  jr„i  ==  ü, 
folglich  nach  dem  Obigen 

(p/  — 5,)siu(r,„  = — (p,‘  — ö,)  siuir„, 
ist: 


also: 
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Pi 


6 


Bemerken  wir  nun,  dass 


Pst 


ist,  so  erhalten  wir  sogleich: 


P»'.Pt" 
Pi^' Pi' 


P<L 

Pi^ 


U.I 

(-t-1 

^ 1 ^ ^1 

(ill 

it-'] 

1 A,( 

Ö-) 

Wir  haben  also  jetzt,  wenn  wir  der  KUrzc  wegen 


setzen,  die  folgenden  Formeln: 


pt 

V 

pt 

!:-■)  ‘•it-') 

Pt 

pt 

u. 

pt 

) j Ao— i,  ^ 

‘■(i:- 

Pt 

I 

Pet  ~ ’ 

Uj 

oder: 

Ptt  P^  f M/i  I ~ ^i)  o I 

Pt  “ Pi*  \ A,(V- A,j  A,(A„-Q  i ’ 
Pj* 

0)y 

- . ‘ — f 

1 ^l)  Q 


Gruntrti  Vthtr  AVw/uu’a  trsit  Mfthoife  zur  ßesthretbung 


olf) 


/>/  _ 

Üy 

Die  IJeiliiigungsglcicliuug  uuu,  dass  die  sechs  Puuklc 
A\  .l^  A\  .1^  .1«, 

deren  Coordiiiateii  iu  Uczug  auf  das  Fundamcutiddreieck  A'A^A^  be- 
ziehungsweise die  folgenden  sind: 


Pt\ 

G; 

G, 

0, 

Pi*; 

Po^ 

Ü, 

G; 

Po^l 

PiS 

Pi* ; 

Po^ 

Pl^ 

Pi^ 

/>n^ 

Pi“; 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  ist,  wie  ich  in  der  Abhandlung  T.  I^I. 
II.  :5.,  wo  aber,  was  inan  nicht  nnbeachfet  zu  lassen  hat,  »las 
Dreieck  A^A'‘A*'  das  Fundaincntaldreicck  war,  gezeigt  habe,  die 
folgende; 

+ Pi*p,Hp„^Pi^ ■ />! "ps” -Pi Po'pi ‘ 


oder,  wenn  inan  diese  Gleichung  durcli 

Pn‘P'.*p/Pj‘Ps'P^' 

dividirt,  die  folgende: 


Setzen  wir  der  Kürze  wegen  ini  Obigen: 

' ' - A,(V- A,)’  = A,(A;— A,) 

und 

L = A/-f  iVÄ; 

so  ist  nach  den  obigen  Formeln: 
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*_/y,  Pi" _vi*  ^ Pi—^.p<^\ 


ün 

Pl^  Pi 


Pi 


alsu: 


— P.K  — 

Po*  Pi*  ’ Pi*  Mj  ' L Ps*  * L 


uud  hicraui;: 


Px==Pt^ 

Pi*  Pi*  ^ 

Also  ist  die  obige  Hcdiugungsgleicimug : 

6 


fulglich: 


*^^Vi*^\Pi*  Pi*) 

I i . PiVPo“  Pi\ 

+^»^PiApo*~P.*i 

I } i Pi'  ^ ( Pi"  Po'^^ 

-ßVp.^^PoV 
AA, 


0, 


aud  hieraus  l'eruer: 


(pi" 

Pi" 

\ 

\pi*' 

Pi* 

) 

( Pi" 

\ 1 

Pi) 

r L 

Pu" 

\ 1 

\;ji4 

Po*. 

)"Sl 

(PjL 

1. 

Vi"\ 

Vpi* ' 

Sl~ 

Pi*J 

(P^\ 

l 

Pi" 

'Pi* 

' Jj  — 

Pi*' 

:q) 

y’-'. 

-Pi" 

j \ 

1 

VPi* 

Pi* 

./.j 

' Sl 

0, 


also: 

oder: 
folglich : 


A|A}(A  Ä)  A}A„(1  ÄJ-{-A(,A^(l  — /,)  = U, 


.nud  setzt  mau  unu 

L = M-^ySl, 
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SO  wird  diese  ülcichnug: 

^o(^i — !^(Vi  — — ^)A'1Ä  = u. 

Für 

f — fe  =»  ^{(^1 ^i),  //  = Ä.) 

ist  aber  nach  dem  Obigen: 

. /••  (i 

A“„; 

und  daher  die  vorsteboude  liedingungsgleiehung; 

Aj)//  I ^ 

+ |A,(A,-A„)r?+A.(Ao-A,)Wi.<i  ' " 

Auf  der  Stelle  Ubersiebt  mau  aber,  dass 

AitAj  Aq)/ -{- A^|(A,  — Aj)//  = 0. 

Aj(Aj  Ag)ft  -t-Aj(AQ  — A,)//  =»=  0; 

und  daher  die  voreteheude  üleiebuug,  also  die  Bediuguugsglvicbung- 
dass  die  sechs  Punkte 

AS  AS  AS  AS  AS  A« 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  ItU- jedes  ß,  folglich  für  jede  mit 
der  Geraden  B'R^  parallel  gezogene  Gerade  erfüllt  ist. 

Hiermit  ist  aber  das  merkwürdige  Newton'scbe  Theorem,  um 
welches  es  sich  hier  handelt,  vollständig  und  in  völliger  Allgemciu- 
beit  bewiesen. 

Wie  mau  sich  dieses  Tlujorems  zu  bedienen  bat,  um  beliebig 
viele  Punkto  des  zu  beschreibenden  Ki'gclsehiiitts  zu  bestimmen,  be- 
darf keiner  weiteren  Erläuterung. 

ln  einem  besoudereu  Scholium  fügt  Newton  noch  eine  ^ou 
der  aus  seinem  Theorem  unmittelbar  sich  ergebenden  Coustrucüou 
etwas  verschiedene  Constiuctiou  des  im  Vorhergehenden  durch  A* 
bczeichncten  Punktes  bei,  die  er  für  eiufacher  hält  als  jene*). 

Nachdem  mau  nämlich  die  Gerade  auf  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Weise  gezogen  hat,  ziehe  man  die  Linie  A'A^,  und  be- 
stimme auf  derselben  den  Punkt  C so,  dass 

A>6':A>A<  -=  A*B':A*H' 

ist.  Haun  ziehe  mau  durch  den  Punkt  C eine  uubcstimmt  lange 


')  Kr  sagt:  .Comtructlo  prior  evmiti  pauUi  siiiii’liciur  jimgoiulu  ctr.  ric.' 


Digitized  by  Geogle 


eine»  KfgthchmUt  iturch  ßiaf  gtgthtne  Punklt. 


349 


Parallele  mit  oder  welche  für  das  Folgende  als  eine 

feste  Gerade  zu  betrachten  ist.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  diese 
Parallele  die  Gerade  A^U^'  in  dem  Punkte  D schneidet,  so  haben 
wir  die  folgenden  Proportionen: 


A^CxA^A*'  = A*B^iA*B^, 
AWiA^A*  -=  CDiA*B^^  -, 


also : 

Nun  ist  aber; 
also: 


A*B^.A^B^  * CD.A*B^K 
A*B^iA*B'  = A*B^hA*B^\ 


folglich : 


CD  = A*B^^. 

Man  kann  also  den  Punkt  /!*’  anch  anf  folgende  Art  bestimmen. 


Nachdem  man  A'A*  gezogen,  nnd  auf  dieser  Geraden  den  Punkt 
f'  auf  die  obige  Weise  bestimmt  hat,  lege  man  durch  diesen  Punkt 
eine  unbestimmt  lange  Parallele  mit  oder  nehme  in  der 

Geraden  Aj*Aj*  einen  beliebigen  Punkt  Kj*  an,  schneide  auf  der  in 
Rede  stehenden  Parallele  CD  = A*B^^  ab,  und  ziehe  die  Geraden 
A'D  nnd  A^B-t^,  so  ist  deren  Durchschnittspunkt  der  Punkt  A®. 

Da  der  Punkt  i/,®  auf  A,-A,®  beliebig  angenommen  worden  ist, 
so  kann  man  auf  diese  Weise  beliebig  viele  Pnukte  A“  des  zu  be- 
schreibenden Kegelschnitts  bestimmen. 

Newton  sagt  am  Schluss:  „Häc  methodo  puueta  trajectoriae  in- 
veniuntur  expeditissimc,  nisi  mavis  curvam,  ut  iii  ronstructione  se- 
cuiida”'),  describere  mechanice“. 


•)  Kr  meint  ilamit  tiie  organisrlic  Bosclireibnng,  von  der  oben  die  Rede 
gewesen  ist. 
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Dos  ton  Qutslion  sur  les  iiombres. 


XXIX. 

Quention  sm*  les  noinbres. 


l’ar 

Georges  Dostor. 


Trouver  2h  + 1 uombres  ontiors  coiiSL'cutifs,  tels  qnp 
la  somnic  dos  carres  des  premiers  de  cos  uombres 

soit  ogalo  ä la  somnio  des  carres  des  nuoinbros  siiivants. 

Appelons  x Ic  nombre  du  miliou  de  cetfe  suite.  Le.s  « nnnibros. 
(jui  preeödent  r,  seront 

X — Ji,  X — »1-1- b — 2,  X — 1 ; 

ot  les  n uombres,  qui  suivant  a?,  seront 

+ b * + 2,  x-f»«  — 1,  a-l-H. 

Nous  avons  douc  Tequation 

(a;_„)S4.(a._„-l_l)i_j_  ...^(a,_2)S4-(ar— l)*-!-!* 

= (a-l-l)*-|-(*4-2)«-}-  ...  -l-(a-f»»  — !)=*-!- 
rofto  öquation  donne 

r*  - [(a;-f  l)^-(*-l)=‘]+[(a--|-2)*-(*-2)*] 

4- ... -|-[(*-|-«-i)--(*-«-l-i)*]-}-[(*-f«)--(=f-»)=J- 

Transformant  les  differences  de  carres  en  produits,  on  obtieut  regalitt* 

=■  2a" . 2 -j- 2a' . 4 -j-  ...  -j-2a;.2(»j  — l)-|-2a;.2M 
=■  4a-[l-l-2-l-  ...  -}-()»  — l)-j-ii]. 

1,0  factoiir  ontro  croebots  ötant  egal  ä — ^ — , on  trouve  de 
suite  qiio 


Digilized  by  Googl 


Dottof.  Hutstinn  n/r  hu  $imnhrei-. 


il’oü  on  firt» 


X — 2»(h-|-  1). 

Le  Premier  de  nos  2» -fl  nombres  enfiers  eoiisecutifs  est  doue 
X — »I -=.  2,i(»-f  1)_„  = ,.(2„-f  1)^ 
a-  + n = 2«(«-f  l)-f  „ = „(2>/-f  .1) 
est  Ic  deniicr  des  nombres  clierches. 

Xons  pouvons  facilemeiit  trouver  l’exi.ression  du  nombre  A,  qui 
est  t gal  .1  la  soininc  des  carres  de  nos  w-f  1 preniiers  nombres 
eiitiers  eonsecutifs,  ou  egal  ä la  sommc  des  carres  des  « nombres 
cunseentifs  suivants. 

Ce  nombre  est  evidemment  egal  i la  difference  que  Ton  obfiout. 
eil  retraneliant  la  somme  des  carres  des 

h(2«+1)  — 1 = 2»*+„  — 1 
Premiers  nombres  entiers  de  la  somme  des  carres  des 
2n(»  + l)  = 2»>'  + 2« 

Premiers  nombres  entiers. 

Or  il  CSt  aise  de  voir  que  la  premi^re  somme  est  egale  ä 

, H2n*4-»— l)(2n*-f»)(4»=*  + 2«  — 1), 

ÜQ  m 

k»(»  + 1)  (4»*  - 1)  (4n*-f  2a  - 1) ; 
pendant  que  la  seconde  somme  est 

+ 1)  (2n*-f  2n-f  I)(4n*+4.I  -fl). 

Relrancbant  la  premiere  somme  de  la  seconde,  on  obtient  la 
'imerence  ou  Ic  nombre  demande 

iV=  fi(n-fl)(24«='-f36»*+14n  + l), 

'Itti  peut  s’öcrire 

A = -f  1)  (2„  _f  1)  (l2„*-f  12a  + 1). 

Ce  nombre  est  toujours  divisible  par  la  somme  des  carres  des  a 
Premiers  nombres  entiers. 


Si  l’on  donnc  ä a successivement  les  valeurs 


Oll  verra  que,  jiour 


1,  2.  3.  4 
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bottor:  Question  sur  le$  nombren. 


n = 1,  on  a 71-f-l  = 2,  n(2u-|-l)  ==  3,  «(2n-j-3)  = 5, 
A’=3*+4*  - r.s  = 25; 

« “*■2,  on  a »i-j-1  “=  3,  »i(2n-j-l)  = 10,  »j(2n-{~3)"=  14. 

N = 10*  + 11*+12*  — 13*+14*  = 365; 

»7  = 3,  on  a n + l=4,  n(2n-f  1)  = 21,  «(2».+3)  = 27, 
jV  = 21*-f22*+  23*4-24*  = 25*4- 26*+ 27*  = 2030; 

»I  = 4,  on  a n+1  = 5,  »j(2w+l)  = 36,  n(2ij+3)  = 44, 

A'=  36*+37*+38*  + 39*+4O*=:41*+42*+43*+44*  = 7230;  etc. 

Le  nombre 

JV=  H"  + l)(2»i  + l)(12».*+12«  + l), 

qui  exprime  la  sommc  des  carres  des  >i+l  nombres  en- 
tiers  consecutifs,  egale  i\  la  somme  des  carres  des  n 
nombres  suivants,  esf  toujonrs  nn  multiple  de  5,  qnel 
que  soit  »(. 

llepr^‘sentons  tont  multiple  de  5 par  la  notation  usitee  »»5. 

1**  Si  w = »n5,  le  Premier  facteur  de  A’  sera  di  visible  par  5. 

2“  Pour  n = »»5  + 1,  le  facteur  12»i*+12»i+l  est  nn  multiple 
ile  5,  aograente  de  la  somme  12+12  + 1 = 25  des  restes,  laquelle 
est  aussi  un  multiple  de  5;  dont  ce  facteur  est  divisible  par  5. 

3®  Si  H = j«5  + 2,  le  facteur  2«+l  ])rendra  la  forme  »w+4+1. 
laquelle  admet  le  dinseur  5. 

4®  Pour  n = »«.'>4-3,  le  facteur  12n*+12»i  + l est  un  multiple 
de  5,  augmente  de  la  sommc  12.3*4 12.3-j-  1 = 108+  36+1  =14.'). 
laquelle  est  divisible  par  5. 

Eutin  5®  Si  n = »»di + 4,  le  facteur  »»  + 1 deviendra  m5  + 4+l 
et  sera  un  multiple  de  5. 

Donc  le  nombre  N est  toujours  divisible  par  5. 

Ce  nombre  A'  sera  meme  divisible  par  10,  ebaque  fois  que  « 
est  doublcment  pair  on  6gal  nn  multiple  de  4,  moins  1 : car,  dans  le 
Premier  cos,  le  facteur  » est  divisible  par  4;  et,  dans  le  second  cas. 
le  facteur  7»  + l admet  le  diviseur  4. 

On  en  conclut  que  le  nombre  A’  esf  toujonrs  termine 
par  un  5 ou  par  un  z^ro. 
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XXX. 

Soimnation  des  cul>es  d’un  eertain  noiiilire 
d’inipairs  coii.s<3Cutifs, 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Noos  noas  proposons  de  determiner  la  somme  des  enbes 
des  2n-f-l  nombres  impairs  consdentifs,  dont  lo  premier 
est  2n  + l. 

Le  nombre  impair,  qni  prdcMe  imm^diatement  2n-f-l,  est  ivi- 
demment  2n — 1;  celui-ci  oeenpe  le  n'»«  rang  dans  la  snite  des  nom- 
bres impairs. 

Pour  obtenir  notre  somme,  il  uous  sufiira  donc  de  chercher 
d’abord  la  somme  des  cubes  des  n premiers  nombres  impairs,  dont 
le  dernier  est  2«  — 1 ; pnis  de  calculer  la  somme  des  cubes  des 
w-f-(2n  + l)  = 3»4'l  nombres  impairs,  dont  le  dernier  est  2(3n-j-l)— 1 
^6n-f-l;  ensuito  de  retrancher  la  premi^rc  somme  de  la  seconde. 

Or  uons  avons  fait  voir,  dans  un  article  pr^cMent*),  qne  la 
somme  des  cubes  des  n premiers  nombres  impairs  est 

(1)  £{2n—  1)3  = »3(2«»—  1) ; 

nons  en  concluons  ({ue 

2:[2(3»-l-l)  — 1]3  = (3«-f-l)»[2(3H-f-l)3— 1]. 


♦j  V.  p.  318  (e). 

Ttil  LIIV.  23 
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2.  l’üsons  = /^i  uous  pouvons  ecri«“ 

2:|2(3«  + 1)-1]»  = („-t-y)*[2(«+/,)==-l| 

= 2np  (2h*-|-4hp  2p* — 1 ). 

Multiplious  d’abord  »-  par  2»* — 1,  puis  2i>p-\-p-  aussi  par 
2h*  — 1,  et  faisous  cutin  Ic  produit  de  «*-|-2Hp-t-2''  la  partw 
resfaiito  i»p-\-2p-  du  multiplicateur;  noiis  trouvons  ainsi  «jue 

(2)  2:|2{3»+1)-H  - „i(2H*-l)  + (2„p+p*)(2H*-l) 

-J"  (4»p  -f-  2p^). 

Uetraucbons  (1)  de  (2),  ct  representons  par  H la  differenre-  ob- 
tenup  ou  la  sommc  chercheo;  nous  avons 

,S  = (2»7i-f  ;)*)(2ii*—l)-f  (h*4-2«7)+7'‘)  (4»;* +/’*)■ 

Si,  dans  le  socond  mcinbrc.  nous  niettous  eii  ^vidence  le  facteur 

I 

2u7)4-p*  = ;»(2».  + p), 

nous  trouverons  entin  (juc 

(I)  «S  = 7>(2n-|-p)(4H*-f-4Hyj-j-2;)* — 1). 

Cette  formulc  donne  la  sommc  des  cubes  des  71  nombres 
impairs  consccutifs,  (|ui  viennent  A la  suite  du  »™' 
nombre  impair. 

3.  Daus  la  formulc  (I)  rostituons  A p sa  valcnr  2»»4-lj  Q“<’ 
nous  avons  tixee  au  commencoment  du  n®  pr6c«^dent;  eile  deviendra 

.S’  = (2n+l)(lH-f  1)(20h*  + 12h  + 1). 

Mais  le  facteur  20n*-|'fii'‘  + l s’annule  pour  n = — i;  cc  facteur 
est  par  suite  divisible  par  2n-f-1  et  fournit  le  quotient  libi-1-1- 
Nous  avons  donc 

(II)  (2MH-l)*(4«4-l)(10H-f  1), 
ou 

(III)  (2«+l)»+(2»+3)^-f  ...  +(6»— 1)*4-(6h+1)» 

= (2»-|-l)»(4H  + l)(10H-f  1). 

Telle  est  la  sommc  des  enbes  des  2h-|-1  nombres  im- 
j)airs  cons6cutifs,  dont  Ic  premicr  est  2n-}~l. 

L’inspection  de  la  formulc  (II)  nous  fait  voir  que: 

La  somme  des  cubes  des  2«  + l nombres  impairs 
consccutifs,  dont  le  premicr  est  2H-j-l,  est  toujours 
divisible  par  le  carrc  de  2n-}-l,  quel  que  soit  le  nombre 
e n t ie r h. 
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4.  Dans  la  formulc  (III)  attribnons  ik  u successivemcnt  los  va- 
leurs  enti^ros  depuis  1 jusqu  ü 10.  Nous  trouvous 

pour  H = 1,  p = 2n  + l = 3, 


pour  n = 2,  p = 2n-f-l  = 5, 

53_|_73_[_ 93^118^133  _ 5*.y.21  = 3*.5*.7  = 67r.; 

pour  II  = 3,  p ■=  2)1  + 1 = 7, 

73_^93_|_  ...  +173.^193  ^ 7*. 19.31  = 19747; 

pour  j)  -=  4,  7)  = 2«  + 1 + 9, 

9®+ll»+  ...  +233+25*  - 9=*. 17.41  =»  5G457; 

pour  M = 5,  7»  = 2)1  + 1 = 11, 

113  + 13*+  ... +293+31»  = 11*. 21. 51  = .3*. 7. 11*.  17  = 129591; 
pour  n = G,  7)  = 2)1  + 1 = 13, 

133  + 1.53+  ...  +353+37»  = 13*. 25. Gl  = 5*. 13*. Gl  = 257725; 
pour  n = 7,  p = 2))  +1  = 15, 

153  + 173+  ...  +413+433  = 15*. 29.71  = .3*. .5*. 29. 71  = 4G.3275; 
iwnr  n = 8,  p = 2n  + 1 = 17, 

173_j_i93_^  ...  +473+493  = 17*. 33. 81  = 33.11.17*  = 772497; 
pour  n =s  9,  7)  “ 2n  + l =■  19, 

193  + 213+  ...  ^533^553  „ 193. .37. 91  = 7. 13. 19*. 37  = 1215487; 

*pour  71  = 10,  p = 2))  + 1 = 21, 

213+  233+  ...+593+  613  = 21*. 41. 101  =.  1826181. 

5.  L’ins])Cction  de  la  formule  (II)  nous  fall  voir  aussi  qne: 

La  somme  des  cubes  des  2»  + l nombres  impairs 
consöcutifs,  dont  le  premier  est  2»  + l,  est  toujours 
divisible  par  9,  quand  n n’est  pas  un  multiple  de  3;  et 
cette  somme  est  divisible  par  5 ou  par  25,  suivaut  que 
» 08t  6gal  ä un  multiple  de  5 plus  1,  ou  6gal  il  un  multi- 
ple de  5 plus  2. 


33+53+73  = 3*. 5. 11  = 495; 
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XXXI. 

Propri^ies  de  la  8uite  naturelle  des  nouibres 

hnpairs. 

Par 

Georges  Dosior. 


1.  Th^ordme  I.  Si  l’on  partage  la  suite  ascendantc 
des  nombres  impairs  en  groupes  de  p nombres  chacun, 
la  somme  des  nombres,  qui  forment  le  gronpe,  sera 
egale  ä (2)1  — l);?*. 

Reprdsentons  par  S„,p  la  somme  des  p nombres  impairs,  qni 
composent  le  )i'"’“  groupe. 

Le  demicr  nombre  de  ce  groupe  occupe.  dans  la  suite  naturell» 
des  nombres  impairs,  le  }>n™^  rang,  pendant  que  le  derniöre  nombre 
du  groupe  prec^deut  n’y  occupe  que  le  p(n  — 1)^™“  rang. 

Mais  la  somme  des  /)»  itremiers  nombres  im])air8  e.st 
et  celle  des  p(n  — 1)  preniisrs  nombres  im))airs  est 

Hetranchant  la  seconde  somme  de  la  premierc,  on  tronve  que 
(I)  .S„.p  — (2fl  — ^)p-, 

ce  (lu’il  fallait  ])rouver. 

•J.  (’orollalre.  Si  ebaque  groupe  ne  se  compose  (pie  d’un  nombre, 
on  aura  ;»=1,  et  Ton  retrouvera  le  nombre  inipair  2»  — 1 iK)ur 
le  H*'™“  groupe. 
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3.  Tli^orfnie  II.  Si  l’oii  i)artagL'  la  suite  uaturcllc 
des  uumbres  iinpairs  cu  groupes,  coutenaut  le  premier 
P uombres,  le  second  2j>  uonibres,  et,  eu  geucral,  le 
groupe  np  uombres,  la  somme  des  uombres  de  cet 
groupe  sera  egale  i\  n'^p^. 

Desiguous  par  la  somme  des  np  uombres  iuipairs  du 
groupe.  Le  deruier  des  uouibrcs  impairs,  ijui  forment  ce  groupe, 
occuim  daiis  la  suite  aseeudaiite  des  uombres  impairs  le  raug 


/»+2/'4-3/i+  ...+»/>  = (1  34-  •••  -f'O/», 

uu  le  raug 

Jh(«4-i);'- 

Le  deruier  uombre  du  groupe  precedent  occupe  daiis  la  meine  suite 
le  raug 

J(«  — l)«p. 

ür  la  somme  des  J«(h4*I);>  Premiers  uombres  impairs  est 

et  la  somme  des  J«(« — 1);>  Premiers  uombres  imjiairs  est 
Douc  il  vieiit 


•=  + — ('*  — l)“*]  ■= 

ou 

(II)  S„.„p  ■=  H^P^, 

ec  que  uous  voulious  demontrer. 


4.  t'orollalre.  Si  = 1,  le  m*'"''  groujie  ue  eomjireudra  que  n 
nouibres  impairs.  Douc, 

Si  l’oii  partage  la  suite  des  uombres  impairs  eu 
groupes,  de  mauiörc  que  eliaque  groupe  eouticiiue  au- 
tant  de  uombres  qu’il  y a d’nuites  dans  le  raug  de  ee 
groupe,  les  sommes  des  uombres  composaiit  Ics  groupes 
snccessifs  seroiit  les  ciiiies  de  la  suite  des  uombres 
outiers. 

.5.  Theoreme  III.  Si  l’ou  purtage  la  suite  aseeudaute 
des  uombres  impairs  eu  groupes,  coutenaut  le  premier 
p uombres,  le  sccoud  3p  uombres.  Ic  troisieuic  ^p  nom- 
bres,  et,  eu  geueral,le  »'■‘“'groupe  (*2» — l)/i  uombres  iui- 
pairs, la  somme  des  uombres  du  n™”  groupe  sera  egale 
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RcprescDtouB  par  S„,(2„-\)p  la  somme  des  uombi'cs  impairs,  qui 
formont  le  n*™*  groupe. 

Lc  dernicr  des  nombrcs  impairs,  qui  composent  cc  groupe,  oc- 
cupe,  dans  Ia  suite  naturelle  des  nombrcs  impairs,  lc  rang 

P"l-3p-|-5p+  ■h(2'<  — l)p  = [1  + 3+5-j-  ...  -}-(2h  — l)]p, 

ou  lc  rang 

n*p. 

Lc  dernier  uombre  du  groupe  precedcut  occupe  dans  la  meme 
suite  lc  rang 

(«-D-P- 

Or  la  somme  des  «*/>  premiers  nombrcs  impairs  cst 
ct  Ia  somme  des  (u  — 1)*;)“'  premiers  nombrcs  impaire  cst 

Ketrauebant  la  sccondc  somme  de  la  premierc,  nous  obtenuus 

-=  — (/i— = [»-  — («  — !)*][«*+(«— l)*]p*, 

on 

(III)  Sm,C>h-1),.  - (2»-l)(2«*-2»  + l);,*. 

Telle  est  la  somme  des  nombrcs  impairs,  qui  comimsent  lc  «'“* 
groupe. 

H.  Corolhiire.  Si  lc  premicr  groupe  ne  sc  composc  que  du 
Premier  nombre  impair  1,  le  deuxieme  des  trois  nombrcs  impairs 
siiivauts  3,  5,  7,  le  troisieme  des  cinq  nombrcs  impairs  9,  11,  13, 1.“), 
17  qui  vieuuent  aprös,  et  aiusi  de  suite,  il  nous  faudra  poscr  p = 1 
dans  la  formule  precedente  (III).  Nous  trouvons  alors  que 

(IV)  .S„,  2,._i  = (2«  - 1)  (2,,^  - 2«  H- 1). 

Aiusi  la  somme  des  nombrcs  du  n“'“®  groupe  cst  egale 
^ la  somme  des  doux  nombrcs  ontiers  cons^cutifs  « — 1 
ct  »(,  multiplide  par  la  somme  (u  — l)*-j-«-  des  carres  de 
CCS  nombrcs. 

7.  Th^ori'uie  IV.  Si  l’on  partage  la  suite  naturelle 
des  nombrcs  impairs  eu  groupes,  forni6s  le  premier  de 
p nombrcs,  le  secoud  de  2^^  nombrcs,  lc  troisieme  de 
■9p  nombrcs,  ct,  cn  general,  lc  h®"'®  groupe  de  tflp  uora- 
bres  impairs,  la  somme  des  nombrcs  do  cct  n®"'®  groupe 
sera  egale  i\  Jh‘’(«*+1)p*. 
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MsigaoDs  par  S„.m'r  lomo  ä««  amir<f«  oiywF^.  «»  <u*- 

poseut  Ic  n'“'  groupc. 

Lc  dernicr  des  nombrcs  imjair^.  i«i  f-yrmemr  « vjcwk. 

dans  It  sttitc  asctaidaute  des  oombres  isqair*.  k rsac 

P + 2^/>+3*p-|- •■• 

00  le  rang 

cl  Ic  dernier  noinbrc  da  groaiH.-  pnlwicat  oo:m^.  im»  a m»nu-. 
snitc  le  rang 

Or  la  boiiiitic  des  + pmsiin  u.aiSr«  mf»in  e»r 
el  la  souinic  des  }«*(«  — 1)V>  premier«  aoiul^Tr»  infoin  «c 

UV 

Nons  tronvous  donc.  cn  rttraucbia*.  la  tcr-.-orit  •ummn  a 
prcmicre. 

5h.«»p  = — V- 

ou 

(V)  .S,..v= 

fci.  CoroUaire.  Lors<iae  p = \.  cetle  v:  a 

(VI)  *=*  1). 

0.  Theoreme  V.  Si  l’ou  partage  la  ««ite  aieeadas»* 

des  iionibres  iinpairs  cn  gronpes,  forme  le  prefuwr  d'  /< 
iioinbrcs,  lc  second  de  '.f^p  noiubres.  le  troitieme  de  -^p 
nombres,  ct,  cn  general,  le  «'"*  groiipe  def'J« — \ppuuui- 
bres  iinpairs,  la  sommc  des  nombres  da  groupe  sera 
egale  il  [2h(«-|- 1)(2«"  — 2w*f-3) 1)(2»*  l)-j- 1^/''. 

Representons  par  ■S»,{2,,_i)v  ln  *oium<-  des  nowbr'-s  iuia'm. 
f|ui  forment  cet  w'“*  groujic. 

1. e’doruier  des  nombres  impair?,  <jui  coui|*oseut  w group*', 
eupe,  dans  la  snitc  naturelle  des  nombres  iinpairs.  le  rang 

P-j-d'V+'jV+ •••  — l/'J/'' 

on  le  rang 
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Le  ileruier  uoinbrc  du  groupc  precddont  occnpc  dans  la  raeme  suite 
Ic  rang 

(h  -1)*[2(«  — 1)*— l]p  = («*— 2»  + l)(2«*— 4«  + l)p. 

Mais  la  somme  des  u*{2h^ — 1);>  premiers  uombres  impairs  ost 
n\2n*  — l)Y, 

el  la  soinmc  des  {n* — — 4<i  + l)p  premiers  uombres  ini- 
pairs  CSt 

(h*  — 2»  + l)i*  (2»*  — 4«  + 1)Y. 

Retranchant  la  secondc  somme  de  la  premi6rc,  uous  obteuons 

S«,(2k-1)V  = ».♦(2uä-l)V- (/.=!— 2«  + 1)*(2«*—4h  + 1)V 

= [«*(2H^i— 1)  + (h»  — 2h  + 1)(2.<-  — 4h+1)]  X 
[«*(2»*— 1)  — (»=*  - 2»  + 1)  (2h^  - 4»  + l)]p* 

= [(2«<  — h*)  + (2«<  — + — 6»-f-l)]  X 

[(2n«  — «*)  — (2/, ' — 8h3  + 1 — 6h  + l)]pi*, 

ou 

(VU)  Sh,(2h-1)V  = (4«<  — 8..3+1UH»— 6h-}-1)(8h3  — 12n»+6/.— 1),,». 

10.  Corollalre.  Pour  = 1,  cottc  somme  se  reduit  ä 
(VllI) 

Ä,.(2h-U'  = [2h(h-  1)  (2h*-  2«  + 3)  + 1]  [2(h-  1)  (4h»-2h  + 1)  + 1], 


Digiiized  by  Google 


Doiior:  Sommt  ties  carr€/*  ft  Somme  fhs  cubfs  etc»  3G1 


xxxu. 

Souiine  de8  carres  et  Soimne  des  cubes 
des  «+1  iioinbres  entiers  consecutifs, 
dont  le  Premier  est  w+1. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Soiiinu>  des  vurres.  Nous  obticudrons  ccttc  somme,  eu  rc- 
traucbaut  la  somme  des  carres  dos  « i)remiers  uombres  entiers,  de 
la  somme  des  carres  des  = 2«  + ! premiers  uombres 

entiers. 

La  somme  des  «irres  des  » i)remiers  uombres  etaut 


la  somme  des  carres  des  + l Premiers  uombres  scra 
La  somme  cherchec  est  donc 

.S,  = J0.+  l)(2«  + l)(»a4-6-H), 

,s,  = j(«  4-1) 


ou 
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Puisque 

l*+2*+:3»  = 2.7  = 11. 

il  vicut 

i*  + 5^+6_‘  + 7='_ 

d’uii  l’ou  tirc 

l='4-.5*+7*  =■  -■  9U. 

3.  Soninic  des  cnbes.  La  somnic  tlcs  cubes  des  ».  preniiers 
iioiiibrcs  eutiers  etant 

ccllc  des  cubcs  des  2«-}-l  i>rcmiers  uombres  scra 

1(2«  + 1)*(2«+2)*  = 1(4«  + 2)+«+l)". 

Üu  trouvera  doiic  pour  la  summe  dcmaudec 

,S,  ==  i(„+i)i![(4«+2)*-„=*], 
ou 

(II)  + - l(«  + l)='(3«  + 2)(.’>«  + 2). 

Aiusi  la  summe  des  cubcs  des  «+1  prcinicis  iiumbrcs 
eutiers  cuusecutifs,  duut  Ic  premicr  ost  « + 1,  est  tou- 
juurs  divisible  par  le  earrc  de  «+1. 

1.  Püur  « = 4,  uii  a 

:)H-6=*+7»  + t33-f  9>1  ^ .y.7,11  = 102.'., 
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XXXIIT. 

Ueber  flie  freie  Bewegiinfr  eines  Körpers  ohne 
Einwirkung  eines  Kriillepaars. 

V.Hl 

R.  Hoppe. 

Uieso  analytiscli  von  Jacobi,  constructiv  von  Poinsot  gelöste  Auf- 
gabe nehme  ich  noch  einmal  auf,  weil  ihre  Lösung  au  sich,  nicht 
etwa  bloss  die  ihr  gegebene  Form,  stets  als  eine  der  grossem  Lei- 
stungeu,  als  eine  wirkliche  Erfindung  genannt  wird,  um  zu  zeigen, 
dass  sie  sich  im  Gegenteil  ohne  jeden  Kiinstgrifl'  auf  dem  gar  nicht 
zu  verfehlenden  analytischen  Wegi-  in  aller  Kürze  darbictet.  So  hoch 
ich  auch  die  uns  von  Poinsot  cröffneten  neuen  Gesichtspunkte  schlitze, 
so  muss  ich  doch  seiner  Ilehauptung  widersprechen,  jene  l^ösung  sei 
ein  Zeugniss  dafür,  dass  oft  schwierige  Aufgaben  durch  synthetische 
Betrachtung  atif  einfache  Weise  gelöst  würden.  Viel  eher  könnte  man 
dieselbe  bezüglich  auf  seine  Theorie  der  Nutatiou  cinränmen,  wo  in 
der  Tat  eine  grössere  Leistung  vorlicgt;  wiewol  sich  deren  Dcduction 
nur  unwesentlich  von  einer  analytischen  unterscheidet  und  nur  darum 
zu  Anfang  in  synthetischer  Form  auftritt,  weil  diese  dem  Entdecker 
mehr  zusagt.  Was  alx;r  die  gegenwärtige  Aufgabe  betriflt,  so  geht 
schon  aus  dem  Umstande,  da.ss  Poinsot  eine  Kechuuiig  von  circa  2<ä 
Seiten  gebraucht  um  aus  der  Construetion  die  analytischen  Bestim- 
mungen abzuleifeu,  hervor,  dass  jene  construetive  Lösung  nicht  das- 
selbe praktische  Ziel  erreicht  wie  die  direeto  Berechnung  und  nicht 
^ der  kürzeste  Weg  zum  Ziele  einer  explieiten  Barstellung  der  gesuchten 
ist. 

■■fei. 
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§.  1. 

Dirccto  Lösuug  der  Aufgabe  ohne  Discussiou 

Kill  Körjier,  dessen  Masse  m,  dessen  llauptträgbeitsinonicute  .1. 
//,  C,  sei  in  beliebiger  freier  Bewegung.  Aus  allen  Kräften,  die  etwa 
auf  ihn  wirken,  kann  nur  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  resnltiren. 
Letzteres  sei  null,  wenn  wir,  was  freisteht,  erstere  durch  den  Sobwer- 
puukt  gehen  lassen.  Dann  sind  die  Bewegung  des  Schwerpunkts, 
allein  bedingt  durch  jene  Kraft  und  die  Masse  m,  und  die  Bewegung 
des  Köriicrs  relativ  zuin  Schwerpunkt  unabhängig  von  einander.  Kr- 
sterc  bildet  eine  Frage  für  sich,  mit  der  wir  uns  nicht  bcschäfitigeu; 
auf  letztere  wirkt  keine  Kraft.  Der  Schwerpunkt  sei  gemeinsamer 
.\nläng  der  ay;  und  a-,  die  Richtungen  der  eretern  unveränder- 
lich, die  .Vxen  der  letztem  Hauptträgheitsaxeu,  die  Relationen  zwischen 
beiden  Systemen: 

a;  =•  (» f 
!/  = + 

3 — <Vl +*4^1 

Wir  gehen  von  den  Laplace’schen  Gleichungen  aus: 

Bp 

vl  — (li — — II 

A),p  = 0 

Br 

c —{A  — n)iKi  = u 

wie  sie  lauten,  wenn  man  das  Kräfleiiaiir  null  setzt.  Die  Multipii- 
catoren  v,  »■  geben  als  Integral  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  = 

.V+ZV+Gr“' = 4-  (2) 

die  Multipliaitoren  Ap,  Ittp  Cr  da.s  des  Flächennioments: 

AV  + yy-V+C'V  = /(ii  (3) 

Hier  bedeuten  p,  </,  r die  (’ompouenten  der  momentanen  Rotations- 
geschwindigkeit nach  den  Axen  der  r, , »/, , s, , zugleich  die  VerhiUt- 
uisszahlcu  der  Richtungscosinus  der  momentaucu  Rotationsaxe.  Aus 
beiden  Gleichungen  geht  hervor: 

, lS(l{~C)q-+Ck— C{.n  — C')r-‘+l‘*—lik 

'V™ c-A A-]i 

und  die  erste  Gl.  (1)  giebt  nach  Elimination  von  »■: 
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3{i.j 


(5) 


liieruach  sind  r als  inverse  elliptische  Fnnctiunen  1.  Gattung 

von  t bekannt. 

Ferner  hat  man  bekanntlich  die  9 Formeln: 


und  die  analogen,  denen  zufolge  nnd  nach  (1) 


Ad(jm)  = \Ap{br  — cq)-\-(B  — C)qra\dl 
BB (qb)  = I Bq(qn  — nr)  -f-  (C — A)rpl/ )?/ 
CB  (rr)  =•  I Cr(aq  — bp)  -\-(A  — B)pqc  ] Bt 


wird,  nebst  2 analogen  Systemen,  deren  3 Summen,  da  die  Hechte 
verschwindet,  nach  Integration  geben: 

Apa  -\~Bqb  -\-Crr  =«=  a \ 

Apui-{- Bqbi-\- Crc^  = ß | (0) 

Apaf,-\-  Bqbf-\-  CrCf  = y ; 

Die  (^uadratsummc  der  Linken  ist  = A*,  daher  sind 

a ß Y 

h’  h 


die  Richtungscosiuus  einer  Geraden,  der  Flächenaxe,  gegen  die  x,  y, 
Nimmt  man  diese  zur  Axe  der  x,  so  wird 


a = h\  /S=-0;  y = U 
und  die  Gl.  (6)  aufgelöst  nach  p,  q,  r geben; 


(7) 


Nachdem  diese  3 Grössen  bekannt  sind,  sind  es  auch  die  3 unter 
sich  analogen  Grössen: 

»iBiii  — n*Sa,  = j «i  (AjV  — c^i)  — »tibir  — c,  q)  j Bt  — (bq  -j-  cr)Bl 
etc.  Dies  dividirt  durch 


— A*;  etc. 
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Oj  Pbei-\-  ff  ^ , P k — Ap^ 

arctg  =y  o<  = Ay 


(») 


Hiermit  sind  alle  9 Richtungscosinus  bestimmt,  so  dass  sie  leicht  ent- 
wickelt dargestollt  werden  können,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst 

Dass  die  Lösung  auf  keinem  Kunstgriff  beruht,  ist  sofort  ersicht- 
lich. Denn  die  Gl.  (1)  (2)  (3)  (f>)  lassen  sich  aus  den  Principien  der 
Dynamik  entnehmen.  Im  allgemeinen  sind  nur  die  rechten  Seiten 
der  erstem  nicht  null,  der  loMern  nicht  coustaut.  Durch  (7)  aber 
werden  2 der  3 zu  suchenden  Functionen  gefunden,  die  dritte,  der 
Umlaufswinkel  um  die  Axe,  kann  nicht  auf  verschiedene  Art  gesiieUt 
werden;  denn  wie  Gl.  (8)  zeigt,  ist  sein  Differential  bekannt. 


§.  2. 

Discussion  nud  Entwickelung. 

Benennt  man  A,  H,  C nach  ihrer  Grüsseufolge,  so  dass 
A > /t  > 6’ 

ist,  so  folgt  aus  den  Gl.  (2)  (3),  dass  stets 

Ak  > lA  > Ck 

Hiermit  sind  im  Integral  (5)  die  Vorzeichen  dreier  Coefficienteu  unter 
dem  Wurzelzeichen  feststehend,  es  bleibt  nur  zu  unterscheiden,  ob 
Hk  > oder  <;  /t*  ist.  Diese  2 Fälle  bedingen  in  der  Tat  2 wesent- 
lich verschiedene  Bewegungen,  die  nie  in  einander  übergehen  können. 

Betrachten  wir  zuerst  den  Grenzfall 


Hier  wird 


wo 


Bk  = A* 


JW 

H)(Ä 


1 1 — cos# 

^ 2f  + 


e 


p ==. 


C’K 

ABC 

Ck  . „ 

7,  -7  Sin# 

C A 


m 

(10) 


gesetzt  ist,  t mit  # = R beginnt  und  mit  # wächst.  Aufgelöst  giebt 
die  Gleichung: 


Digiiized  by  Google 


ohne  Einnnrhinff  einet  Ktfiftepaarn, 


^ii g— 


cos«  = - ^7r:fF7/ ; «>» « “ c''-H-" 
und  vennÖKi*  der  Relationen  (4)  bat  man: 

<J  = j//,  cos  » ; ’•  = |/^  _ " |,siu  9 


:167 

(11) 

(12) 


Iliomach  sind  p und  r iiroportional,  und  der  Grenzfall  eliaraklerisirt 
sieb  dadurch,  dass  die  moiiieutane  Rotationsaxe  bestilndig  auf  einer 
iler  Fibenen 


bleibt,  längs  deren  sie  von  einer  zur  andern  nie  erreichten,  in  nn- 
endlicber  Vergangenheit  und  unendlicher  Zukunft  zu  suchenden,  ent- 
gesetzten  Lagen  in  der  Axe  des  mittlem  Trägheitsmoments  IJ  in  be- 
ständig gleichem  Sinne  fortrückt. 

Daraus  folgt  erstlich,  dass,  wenn  die  Axe  des  mittlern  Trägheits- 
moments einmal  Rotationsaxe  ist,  sie  es  fortwährend  bleibt.  Ob  eine 
anfängliche  kleine  Neigung  der  Rotationsaxe  gegen  die  y,  Axe  be- 
ständig wächst  oder  abniuiint,  bängt  vom  Sinne  der  Rotation,  d.  i. 
vom  Vorzeichen  von  »/  ab.  Mit  dem  Vorzeichen  von  V*  würde  auch 
das  von  t wechseln,  und  das  von  cos«  zweimal  (nach  (11)  und  nach 
(12)),  also  unverändert  bleiben-,  daher  entspricht  einem  q nabe  bei 
yt-  ein  kleines  9 und  eine  wachsende  Neigung,  einem  q nahe  bei 
— yt  ein  9 nahe  am  Ziele  2R  und  eine  abnehmende  Neigung. 

Ferner  folgt  daraus,  dass  die  Ebenen  (l.'l)  von  der  momentanen 
Rotationsaxe  nie  überschritten  werden  können.  Sie  teilen  den  Körjier 
in  2 Paare  von  Scheitelkeilen,  in  deren  einem  die  Axe  von  A,  im 
andern  die  Axe  von  C liegt,  mit  der  Axe  von  U als  Scheitel  kante. 
Man  kann  daher  die  2 anfänglich  unterschiedenen  Bewegungen  be- 
zeichnen als  die  um  die  Axe  des  grössten  und  kleinsten  Hauptträg- 
heitsmoments. 


Nach  (7)  ist  nun 

i/b^c  a . „ , 

ti  ^^m9\  />  = cos«;  c 

ferner  nach  (8) 

Ä, 


arctg 


8t 


V A=C  5""»  <0) 


Die  Integrationsconstante  kaiiu  wegfallen,  weil  die  y nud  c Richtung 
willkürlich  ist.  Setzt  man 


3(j8  Hoppe;  lieber  die  freie  Beweijung  einet  Kr>rpers 

l-  ==  Btef 

SO  wird 

Ä,  ■=  sin  ^ cos  %t ; Aj  = sin  O sin  xt 
woraus  auf  bekannte  Weise  gefunden  wird: 


(15) 


\/a  — b~c  . 1 

"i=  Va-cü^^^^‘-\ 

\/b—ca 

Y A — c &C03MI 

1 /Ä~-^C  1 

A-C  «cosx/  -| 

1 /.S  — ”c  A 
Y A — c 

\/b—c^a  . 1 

>\--y  Ä--C  B Sin  - 1 

i/a  — b C 
K Ä"— C ^i^ns^cosx/ 

i/b~—c~ä  1 

y Ä-c  ~\ 

I/A  — 7/  6'  „ . 

^ aZZ c 

(16) 


Sei  jetzt 


Ak  > /<*  > Bk 


Alle  tojjisclien  Grösssen  lassen  sich  bekanntlich  als  explicite  Fnno- 
tioneii  von  t mittelst  der  2 Reihensummen 

f*—r> 

f — «•r  + 2moj 

»J=  -00 

n=oe 

darstellen,  wo 

t»  = kl 

der  Zeit  proportional  ist.  Ausserdem  sei 

öo)  = ©,  (w  — R) ; //«  = 7/,  (<B  — R) 

Im  gegenwärtigen  Falle  bestimmt  sich  t durch  die  Gleichung: 

/ © Oy  _ A — C'  Ä* — ÄI- 
\©,0/  ~ A—Bh^  — Ck 

demnächst  das  Argument  p durch  eine  beliebige  der  Gleichungen: 

^ © 0 1 /A(/.*— 61) . ©/p  _ ^ , /C{^—h^) 

/7/,/p  ©,0|/  (A  — C)h-'  Hfp.  Hfiy  (A  — Cfhf' 

mnl  man  hat  von  den  3 Werten 

li_  Hip  ©il<.  h ©,ip  Hkt  h 9 ia  Hjkl 
“ A iHfp  © kl’  “ B iljp  ©I^  ’ “ 6'  H^ip  9 h 


Digitized  by  Googl 


o)mt  £uueirkitMp  mes  KrSft^pöort^ 


3C9 


welche  gemäss  den  Relationen  (4)  ans  einander  herA  orgeben.  nnr  den 
ersten  in  die  Gl.  (5)  zn  snbstitniren.  am  zn  finden: 


h A — C Hifi  S I ji  1 
A C Sjifi 


Das  Integral  (8)  giebt: 

Dieser  Arcns  sei  mit  ip  bezeichnet;  dann  ist 

ctj  = cos^Vl  — a*;  o,  = sinftVl  — a* 
Nun  hat  man  nach  (7): 

0 ifl  //,  li 


^ HU . 

" “ Sh’  * “ «,»>»  0D  ’ e kt 


worans : 


Yl  — a*  = 


e^it + /7,  V snt 

Skt 

H,oVs(kt+7y)S(kt-ift) 


Hiifi  Skt 


and,  wenn  man  zur  AbkOrznng 


setzt: 


cos^  = 


sin  9 = j 


+ 1» + e-'«<6(H —in) 

^~2VS(u+in)  f 


2V  0(  At  -|-  if»)  0(iU — j'fi) 


daher  nach  Mnltiplication : 


_ rr  r>  e***^(I<  + «>)  + f — »>) 

«1—  -«10  277i»>eit 

. e**'0(A/+<>)— e-'*'0(i/— 8» 

2^>*eir 


(30) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(27.) 


Analog  würde  man  die  4 übrigen  Richtungscosiuus  finden ; um  Judocli 
die  Frage  über  die  Vorzeichen  and  Intcgrationsconstanton  zu  ver- 
meiden, ist  cs  besser  sie  algebraisch  aus  den  bereits  bekannten  uh 
znleiten.  Dann  kommt : 

94 

^ i7f- 
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Hoppe:  Ueber  die  freit  Hewetjung  eines  Körpers 


(kt + »>)  - (kt — ,» 

h,  = - ,00 2Hjir(fki 

£•>'//,  (kt -j- ,»  + £->'//,  (A<  - ,» 

00 


^ £•'<//  (A<+  ifi)  - £->'//  (A<  - ,» 
&kt 

_ ö n + '»  + — '» 

'•i—  »lO  2H,,fi0A< 


Sei  zweitens 


M-  > 7,2  > 67- 


dann  bestimmt  sich  t durch  die  Gleichung: 


/©oy  A—CBk  — h* 
\©i0y  “ 27— 6’^/;  — /,=* 


und  ft  durch  eine  der  Gleichungen 

22, > _ . 22,0 1 /A(B^C) . 22^  _ 22,0  | /27(yl  — C) 

0/fi  ~ ’ 0,0  C[Z  — 27)  ’ 0 7fi  ~ 0 0 |/  6’(^1  — 27) 

und  man  hat: 

22,>  ^,A7.  2/,7ft2/A7.  /<  0j>  0,A/ 

yt  ,0,ift  0 At’  27  0,/f,  0A7  ’ ’ C 0,«ft  0 Ä/ 


A = 7i 


vl  — 27  0/fi  22/fl 
ACm) 


ferner  in  gleicher  Form  wie  im  ersten  Falle: 

a-t  1 » , S(kt  — /ft) 

,p  = arctg^^;==x7-f-^logQ(^^^.^ 
wo 

I ^j'»> 

X = — -U  (A  --  - 

27  ' 22, 7 fl 

so  dass  die  Gl.  (24)  auch  hier  gelten;  dagegen  ist 


22/fi  22,A<_  22, /fl  22A<  _ 0 t'fi  0,A/ 

" /0,7fi  0 A7  ’ * “ 0,/fi  0A<  ’ ” 0,/fi  0 Ä/ 


woraus : 


Vl  — n 


— _ 0,0  V 0(  Ä7  + /fl)  0(  Ay  - /fl) 


W,/fi  WA/ 


und  nach  Mnltiplication  gemilss  (21): 
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Q — itt)  \ 


"i  = ®iO 


2#, /ft  81/ 


■a  n + '»  — C-'*‘©(i/  — «»  { 

^,  = ,©,0 .2e,/a^X^ ) 


dann  wie  oben: 


i,  = — /8  0 


e'**öj(l/  -}-//*) — £“'*‘8,(1/  — ift) 

28jift  01/ 


==  0 0 e*^Q|(^+»>) + £-'**  8,(1/  — 

■ 20, /ft  81/ 


Cj  = »7/,0 


(33) 


(34) 


£■*'//  (!/  + /»  — £-*'//  (1/  — I» 

20,<>01/” 

„ _ (!/+,»+ £-■■*'// (!/-,» 

* 28,/fi0A/  j 

Die  vorstehenden  Formeln  zeigen,  dass  sich  die  Bewegung  ans 
2 periodischen  zusammeusetzt,  deren  Längen  einzeln 


4R  , 4R 
= , und  — 

K X 


sind.  Einfach  periodisch  Ist  die  Bewegung  der  momentanen  Rota- 
tionsa.xe,  und  damit  zugleich  die  Elongation  der  3 llauptträgheitsaxen 
gegen  die  Flächenaxe,  die  wir  zur  Axe  der  x gemacht  haben.  Im  er- 
sten Falle  gehen  die  Axon  der  2 kleinsten,  im  zweiten  der  2 grössten 
Trägheitsmomente  abwechselnd  durch  die  unveränderliche  Ebene, 
4R 

zweimal  in  der  Zeit  ^ , so  dass  beim  Durchgang  der  einen  die  andre 

ihren  grössten  Abstand  hat,  während  im  ersten  Falle  die  Axe  des  grössten, 
im  zweiten  des  kleinsten  Trägheitsmoments  beständig  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  unveränderlichen  Ebene  bleibt.  Der  Umlauf  um  die 

Flächenaxe  hingegen  hat  nur  dann  eine  Periode,  wenn  ^ rational  ist. 


Es  bleiben  noch  die  2 Grenzfällo  ~ Ak  und  A*  Ck  zu  be- 
trachten. Im  erstem  geben  die  Gl.  (2)  (3)  nach  Elimination  von  jr. 


daher  ist 


und 


(A  - + ( A — C)  CV*  = Ü 

^/  = 0;  r=.0; 

a=l;  A = ();  o = 0 

*4* 
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Hoppe:  lieber  die  freie  Dewegumj  einet  KSr/ters  etc. 


Die  Axe  des  grössten  Trägheitsmoments  ist  dann  dauernde  Rotations- 
axe,  die  Rotationsgeschwindigkeit 

Ebenso  ergiebt  sicli  im  letztem  Falle: 
p = </  = ü; 


a = 0;  Ä = 0;  c = 1 

und  die  Rotationsgeschwiudigkeit  |/^r  Demnach  können  auch  die 

2 Lagen  o =■  1 und  c = 1 nie  momentan  eintreten;  d.  h.  die  Axen 
des  grössten  und  kleinsten  Trägheitsmoments  können  nie  durch  die 
Flächenaxe  gehen. 
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XXXIV.  . 

Eleinentaror  Beweis  für  die  Existenz  eines 
Mittelpunkts  gleich  gerichteter  Kräfte. 

Von 

R.  Hoppe. 


In  sorg^tig  and  mit  Einsicht  bearbeiteten  Lehrbttcbem  der 
Mechanik,  oder  der  Physik  einschliesslich  der  Mechanik,  welche  die 
Anwendung  höherer  Rechnungen,  auch  seihst  der  Trigonometrie  aus- 
schliessen,  findet  sich  der  Satz,  dass  jeder  Körper  einen  Schwerpunkt 
hat,  ohne  Beweis  aufgeslellt  — von  der  grossem  Zahl  minder  exacter 
nicht  zu  reden,  welche  teils  den  Satz  für  selbstverständlich  erklären, 
teils  Betrachtungen  für  dessen  Beweis  ansgeben,  die  noch  nicht  ein- 
mal bis  zur  eigentlichen  Thesis,  bis  zur  Auffassung  des  Punktes,  der 
bewiesen  wenlen  muss,  gelangen. 

Da  der  analytische  Beweis  im  Gmnde  nur  algebraische  Elemente 
entliält,  so  ist  die  Möglichkeit  eines  elementaren  Beweises  von  vom 
herein  gewährleistet,  und  es  kann  nur  die  Besorgniss,  ein  solcher 
möchte  zu  lang  oder  zu  comi)licirt  ansfallen,  der  Grund  sein,  warum 
man  bisher  geglaubt  hat  im  Schulunterricht  darauf  verzichten  zu 
mfissen. 

Nun  wird  aber  in  den  Lehrbüchern  die  Lehre  von  den  statischen 
Momenten,  wenn  auch  gewöhnlich  nur  kurz,  doch  ohne  wesentliche 
Dednctionslücke  vorgetragen,  und  zwar  wird  auch  darin  die  Bestim- 
mung des  Schwerpunkts,  unter  Voraussetzung  seiner  Existenz,  mit 
aufgenummeu.  Dieser  Umstand  kann  als  Beleg  dafür  dienen,  dass 
der  fragliche  Beweis  das  Mass  der  Fassungskraft  nicht  übersteigt, 
welches  man  sonst  den  Schülern  zutraut.  Es  zeigt  sich  nämlich, 
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dass,  wenn  man  alles  ausführlich  darlcgcn  will,  der  bereits  bearbcitcic 
Teil  der  Gegenstände  weit  mehr  Umständlichkeit  verursacht,  als  der, 
welcher  noch  fehlt. 

Im  folgenden  habe  ich  beide  Teile  in  2 gesonderten  Abschnitten 
behandelt.  Der  erstere  musste  noch  einmal,  und  zwar  in  grösserer 
Ausführlichkeit  entwickelt  w’erdon,  weil  es  einer  genauen  Formnlirung 
der  Begriffe  bedurfte,  auf  welche  sich  der  letztere  stützt.  Ich  be- 
trachte ihn  aber  als  bereits  bekannte  Grundlage,  und  nur  den  letz- 
tem als  mein  eigentliches  Thema.  Vorausgesetzt  wird  das  Gesetz 
des  einfachen  (mathematischen)  Hebels,  und  in  der  Geometrie  nament- 
lich die  Lehre  von  der  algebraischen  Addition  der  Strecken,  letztere 
stets  in  dem  Sinne  benannt,  dass  A7/ = — UA. 


§.  1. 

Von  den  statischen  Momenten. 

Ein  zusammengesetzter  (körperlicher)  Hebel  ist  ein,  um 
eine  feste  Gerade,  die  Hebelaxe,  drehbarer  starrer  Körper,  in  belie- 
bigen Punkten  von  parallelen  Kräften  normal  zur  Axe  angegriffen. 

Jeder  Angriffspunkt  lässt  sich  sowol  in  der  Richtung  der  Kraft 
als  auch  in  der  Richtung  der  Axe  beliebig  verschieben,  ohne  die  Wir- 
kung der  Kraft  zu  verändern.  Ersteres  ist  Grundsatz  der  Statik 
starrer  Körper,  letzteres  identisch  mit  der  Parallelverschiebung  der 
Kräftepare,  und  lässt  sich  nach  deren  Muster  leicht  beweisen. 

Wir  ziehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  A auf  der  Axe  normal 
zu  dieser  und  zur  Kraftrichtung  eine  Gerade  X'A  X und  legen  durch 
den  Angriffspunkt  P der  Kraft  p normal  zu  der  Geraden,  also  parallel 
der  Axe  und  der  Kraft  die  Ebene  L,  welche  AX  in  A'  schneide. 
Daun  lässt  sich  der  Angriffspunkt  von  p längs  L überallhin  vor- 
schiehon. 

Wir  verlegen  ihn  nach  A und  betrachten  AA  = a:  als  einen 
Hebelarm,  AB  =■  a,  nach  X'  hin  abgcschuitten , als  den  andern. 
Eine  Kraft  q in  gleicher  Richtung  wie  p auf  B wirkend  wird  mit  p 
im  Gleichgewicht  sein,  wenn 

(t4l  = px 

Durch  die  Axe  und  parallel  den  Kräften  gehe  die  Ebene  K; 
rechts  von  A liege  X,  links  X’. 

Sei  angenommen,  dass  alle  Kräfte  in  einer  Richtung  wirken; 
auf  Punkte  P rechts  von  E wirken  Kräfte  p mit  den  Ilebelamieu  / 
aufgehoben  durch  Kräfte  q zur  Linken,  auf  Punkto  P'  links  von 


Digilized  by  Googl 


eines  Mittelpunkts  gleich  gerichteter  Kräfte. 


375 


Kräfte  p'  mit  den  Hebelarmen  aufgehoben  durch  Kräfte  q'  zur 
Rechten,  alle  q und  </  an  den  2 absolut  gleichen  Hcbolamiou  n. 

Erfüllen  nun  alle  q und  q'  die  Gleichungen 

(iq  = j)X\  (u/  = p'x'  (1) 

so  ist  das  System  aller  Kräfte  im  Gleichgewicht,  weil  sie  sich  jiar- 
wcisc  auflieben.  Die  Kräfte  q setzen  sich  zusammen  zu  einer  Kraft 
gleich  ihrer  Summe  ebenso  resultirt  aus  den  q'  eine  Kraft  Zq'. 
Folglich  kann  das  System  der  p durch  eine  Kraft  Eq,  und  das  Sy- 
stem der  p'  durch  eine  Kraft  Eq'  im  Gleichgewicht  gehalten  werden, 
und  beide  Systeme  werden  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  zwischen 
Eq  und  Eq’  Gleichgewicht  besteht.  Da  nun  letztere  am  gleich- 
armigen Hebel  wirken,  so  ist  die  l’edingnng  erfüllt,  wenn 

Eq  = Eq’ 

oder  nach  Einsetzung  der  Werte  (1),  wenn 

Ei>x  = Ep’x’ 
ist. 

Betrachtet  mau  jede  Strecke  x’  nach  links  als  negative  Strecke 
nach  rechts,  so  geht  die  Differenz  Epx  — Ep’x'  in  die  Summe  Epx 
ausgedehnt  auf  alle  Terme  beider  Summen  über,  und  die  Glcich- 
gewichtsbedingung  lautet : 

Epx  = 0 

Das  Product  der  Kraft  p und  des  Abstands  x ihres  Angriffs- 
punkts von  der  ihr  parallelen  Ebene  E,  positiv  oder  negativ  genom- 
men, jenachdem  p auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Ebene  wirkt, 
heisst  das  statische  Moment  der  Kraft  ;>  in  Bezug  auf  die  Ebene  E. 

Verändert  man  die  Lage  der  Axe  in  der  Ebene  E,  also  nach 
anfänglicher  Bestimmung  gleichzeitig  die  Richtung  der  Kräfte  längs 
der  Ebene  L,  so  bleiben  alle  statischen  Momente  unverändert. 

Steht  das  System  der  p bei  irgend  einer  festen  Axe  in  der  Ebene 
E im  Gleichgewicht,  so  heisst  E eine  Gleichgewichtsebenc. 

Der  Begriff  der  Gleichgcwichtsebene  ist  demnach  allein  abhängig 
von  den  Intensitäten  und  Angriffspunkten  der  gegebenen  gleich,  aber 
beliebig  gerichteten  Klüfte.  Wir  können  nun  das  Ergebniss  unserer 
Betrachtung  in  den  2 Sätzen  aussprechen: 

1)  Jede  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  ein  System  gleich  gcrich- 
letcr  Kräfte,  mit  allein  gegebenen  Intensitäten  und  Angriffspunkten, 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  null  ist,  ist  eine 
Gleichgcwichtsebene  dieses  Kräftesystems. 
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2)  Hat  man  eine  Gleicbgewichtsebene  E für  ein  gegebenes  Sy- 
stem von  Punkten  P und  Kraftgrössen  so  stebt  jedes  System  von 
Kräften  p,  welches  in  gemeinsamer  der  Ebene  E paralleler  Richtung 
auf  die  respectiven  Punkte  P eines  starren  Körpers  mit  fester  Aie 
in  E wirkt,  im  Gleichgewicht. 

Es  ist  zu  zeigen,  dass  es  für  jede  gegebene  Stellung  eine  Gleich- 
gowichtsebene  giebt,  und  wie  diese  gefunden  werden  kann. 

Sei  Eq  eine  beliebige,  E eine  ihr  parallele  Ebene  rechts  von 
jener  im  Abstande  e,  ferner  *0  der  positive  oder  negative  Abstand 
des  Punktes  P von  E^,  jenachdom  P rechts  oder  links  von  E^  liegt. 
Dann  ist  in  gleichem  Sinne  x = a-o — c der  Abstand  desselben  Punktes 
von  E,  folglich  die  Summe  der  statischen  Momente  der  unter  sich 
und  E parallelen  auf  die  Punkte  P wirkenden  Kräfte  p in  Bezug 
auf  E 

Epx  «=  EpxQ  — cEp 
Diese  Grösse  ist  null,  wenn 

^ 

ist.  Dieser  Quotient  existirt  stets,  weil  alle  p nach  Voraussetzung 
positiv  sind,  und  drückt  den  Abstand  der  gesuchten  Ebene  von  der 
beliebigen,  mithin  ihre  Lage  bei  gegebener  Stellung  ans. 


§.  2. 

Vom  Mittelpunkt  gleich  gerichteter  Kräfte. 


Seien  E,  E^,  Glcichgewichtsebenen,  welche  sich  im  Punkte  M 
unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Es  wird  behauptet,  dass  alle  durch 
M gehenden  Ebenen  Gleichgewichtsebenen  sind. 

Wir  legen  durch  M die  beliebige  Ebene  N und  errichten  auf  ihr 
das  Lot  MU.  Dann  ergänzen  wir  das  rechtwinklige  Parallelepipedon 


MAAiA^B^BiBP 

wo  die  Seite 

MA^BA^  in  E 
MA^ByA  in  £, 

MAB^A^  in  E^ 

fällt,  und 

MA  <=  und  parallel  BP 

MAy  = und  parallel  B^P  = und  parallel  A^B 

MAf  = und  parallel  B^P 
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Parallel  X legen  wir  durch  die  Eckpunkte  in  oben  stehender  Reihen- 
folge die  Ebenen 

JV,  F,  Gj,  f/,,  (f,  K, 


welche  MU  in 


M,  C,  C„  C'„  /?„  D,  Q 


schneiden.  Dann  sind 


N,  F äquidistant  mit  O,  K,  weil  zwischen  ihnen  MA  = u.  par.  BP 
N,  F^  äqnidistant  mit  F,,  G,  weil  zwischen  ihnen  MA^  — u.  par.  A^B 

Diese  gleichen  Abstände  werden  direct  gemessen  durch 
MC  = nu,  MC\  = c^n 

daher  ist 

AfC’-l- AfC,  -t-  MC\  = (',/>+  Dil  = MQ  (2) 

Diese  Gleichung  gilt  für  einen  beliebigen  Punkt  P.  Wir  wenden 
sie  an  anf  den  Angriffspunkt  P der  Kraft  p und  denken  die  gleiche 
Constmetion  vollzogen  mit  irgend  einem  andern  Punkte  Pg,  fUr 
welchen  den  A,  C entspreche  Ag,  Cg.  Dann  ist 

Dreieck  AMC  ähnlich  A^MC'o 


denn  beide  sind  rechtwinklig  und  haben  einen  andern  Winkel  gemein. 
Setzt  man  also 

A/Ag  = a ; 3/Cg  — ■ c 

SO  verhält  sich 

MA-.MC=:a-.c 


nnd  analog  bat  man,  wenn 


MA  = X ; A/A|  = Xj ; A/Aj  = Xf  j MQ  = u 
gesetzt  wird: 


MC  = — ; AfC,  = - - ; MC\  = 

a ' * o,  ’ * n. 


daher  nach  Gl.  (2): 


^ _l_  - 


Mnltiplicirt  man  mit  p,  bildet  die  analogen  Gleichungen  für  alle  Kräfte 
und  addirt  sic,  so  kommt: 

£pn  = l£px+‘^^  Zpx.^^'^  Zpx, 

it  C/j 


Die  Summen  zur  Rechten  sind  null,  weil  E,  A'„  A,  Gleichgowichts- 
ebenen.  Die  Summe  zur  Linken  ist  die  Summe  der  statischen  Mo- 
incnte  aller  Kräfte  in  Bezug  auf  F,  folglich  ist  auch  diese  null,  und 
F Gleichgcwichtsebene,  w.  z.  b.  w. 
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Dor  Piuikt  heisst  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kraue  y. 

Es  ist  eine  leichte  Folgerung  aus  dem  Gesetz  des  einfachen 
Hebels,  dass  jedes  System  gleich  gerichteter  Kräfte  am  starren  Kör- 
per eine  Kesultaute  hat,  welche  gleich  der  Summe  aller  Kräfte  und 
von  gleicher  Richtung  ist.  In  unserm  Falle  muss  diese  Resultante 
stets  durch  M gehen;  denn  sonst  könnte  man  eine  durch  M gehende 
feste  Axo  normal  zu  den  Kräften  annehmen,  welche  sich  mit  der 
Resultante  nicht  träfe,  und  daun  wäre  kein  Gleichgewicht. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  ein  System  gleich  gerichteter  Kräfte 
sich  stets  im  Gleichgewicht  befindet,  wenn  der  Mittelpunkt  fest  ist 

Das  Vorstehende  ist  auf  den  Fall,  wo  einige  der  Kräfte  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben,  anwendbar,  indem  mau  deren  Inten- 
sitäten als  negative  Grossen  in  Rechnung  bringt,  mit  der  einzigen 
Einschränkung,  dass  £p  nicht  null  sein  darf,  iu  welchem  Falle  sich 
keine  Gleichgewichtsebene,  mithin  auch  kein  Mittelpunkt  ergeben 
würde. 
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XXXV. 

Ueber  die  zweite  Speciallösung  einer  linearen 
Differentialgleichniig  zweiter  Ordnung, 

Von 

R.  Hoppe. 

Aus  ciuer  Spcciallösung  einer  linearen  Differentialgleichung  2. 
Ordnung  ergiebt  sich  bekanntennassen  die  zweite,  oder  vielmehr  die 
vollständige  Lösung,  in  Form  eines  Integrals.  In  zwei  Arbeiten, 
Crelle  J.  LXIII.  122.  und  Schlömilch  Zschr.  IX.  ö6. , kam  mir  aber 
der  Fall  zu  statten,  dass  die  zweite  Losung  durch  Differentiation  aus 
der  ersten  gewonnen  ward.  Ich  will  nun  untersuchen,  in  welchem 
Umfange  eine  solche  Ableitung  Geltung  hat.  Im  ersten  jener  zwei 
Fälle  war  ein  Cocfficient  rein  im.aginär,  der  andere  constant  und 
reell,  und  die  unmittelbare  Ableitung  befriedigte  die  conjugirte  Glei- 
chung, ihr  conjugirtcr  Wort  war  also  die  Lösung;  im  zweiten  Falle 
Falle  waren  beide  Cocflicienten  reell.  Die  umfassende  Form  wird  da- 
her die  sein,  in  der  beide  Coefficienten  complcx  und  variabel  sind, 
und  die  zweite  Lösung  der  conjugirte  W’ert  derjenigen  ist,  welche 
durch  Differentiation  aus  der  ersten  hervorgeht.  Sie  begreift  auch 
den  Fall  in  sich,  wo  jene  Ableitung  der  Gleichung  selbst,  nicht  der 
coujugirten,  genügt;  mau  braucht  nur  beide  Factoren  von  * null  zu 
setzen,  und  für  die  reellen  Teile  complexe  Substitutionen  zu  machen. 

§.  1.  -\llgcmeiuc  Bedingung. 

Die  Differentialgleichung  sei 

(P -h  -h  rf“  1/ = 0 (l) 
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WO  p,  q,  r,  u reelle  Functionen  von  x,  die  Striche  die  Differentiation 
nach  X bezeichnen.  Betrachten  wir  y als  eine  beliebige  die  Gleichung 
befriedigende  Function,  so  handelt  cs  sich  darum,  unter  welchen  Be- 
dingungen 

3 = py'  (2) 

die  Gleichung 

*"+  (p—  = 0 (3) 

crftUlt. 

GL  (1)  differentiirt  giebt: 

-4- (p'+f7'+ce'“)y'4- (»•'-]- = 0 
Nach  Einsetzung  des  Wertes  (2)  in  Gl.  (3)  erhält  man: 


(-p  +P  — '2)^"+ 


^ + (p— '2)p- 


U 


woraus  nach  Subtraction: 


(^»2—  "p  )ä'”+  ^ ~ (p—’Q)  ^ -f2/r sinujy' 

+ (r'+fru')e''‘y  = 0 

Eliminirt  man  noch  y"  mittelst  Gl.  (1),  so  kommt: 


(4) 


p'-\-  ü/ — ^ 2ipq-{-  '2q^-\-  ( p -f-Bi’g)  ^ -f-  2ir  sin  u 

4-  p-j-in»'+  2>-  ^ ^ — iq  ^ = 0 

Diese  Gleichung  muss  unabhängig  von  y,  y'  erfüllt  sein;  daher  bat 
man  gleichzeitig: 

f !f 

p'-\-iq — 2»p5-)-25*-f‘2'’'®**^**“f' ( P ^'2)  p — ^ ~ 
q'  r’  m' 

woraus  durch  Differentiation: 
e"  .,  r"  r'*  I / • '“'V 

- = *2  -^+275-t+v"' 


(5) 

(6) 


3r 


= '«'-'4'  - r - 2,-  + 4 T 7 ~ T 

Dies  nebst  (6)  cingeführt  in  Gl.  (5)  giebt: 

/»•'  I in'\  r"  3 r'® 

P —'P2 + siuit—  (p  + '2)  + "2  / ' 2r  ~ 4 r* 


“1* 

■4 


+ + 

2 r ~ 2 ~ 4 


Oigitlzed  b 


Ic 


ttntr  Untaren  Differtntialgleirkmg  ztrtiter  Ordtnmq. 
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woraus,  sofern  p,  q,  r,  u reell  sind,  gleichzeitig  hervorgeht; 
4p'— 2p  ^ ^ — ^ -1-2?«’+»»'*  = 0 

4r8in« — 2pq  — 5 — — pu' — n’  ^ -(-»"=■  0 


(T) 

(8) 


Elimiuirt  man  q,  so  kommt: 

2(2?  + (V  + 7)  — (%»  + y)  ^ - (V+“'*)  7 + 2«'h" 

8ru' sin  u = 0 (y) 


Nachdem  diese  Relationen  zwischen  p,  r,  u nnd  x erfollt  ist,  be- 
stimmt Gl.  (7)  den  Wert  von  q.  Es  bleiben  demnach  2 Fnnetionen 
von  X willkürlich. 


§.  2.  Darstellung  der  Differentialgleichung. 

Die  Gl.  (9)  wird  sichtlich  integrabel,  sobald  man  subttituirt: 

p = V„r-^ 

Dann  redncirt  sie  sich  nämlich  auf 
r'  2u'u" 

in'—  u'*  + — 1-  Su'sin  u = 0 

r*  ' r ' 


(10) 


und  gieht  nach  Integration: 


4»-j 8cosu  = 4c 


(11) 


Wir  betrachten  nun  » und  u als  willkürlich;  aus  ihnen  geht 
hervor 

*?:* 

2co8u-j-c  — « 


Gl.  (7)  geht  nach  Einführung  des  Wertes  (10)  über  in 
2 ^^n'-l-2«u'-f  - 0 

woraus : 

n'  I /r  u' 

'^  — ~u'Yn~"2 

Drückt  man  r in  »«,  u aus,  so  wird 


(12) 

(13) 
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2C0S»«-|-C  — n 


u"  1 2»t'8inw-f-n' 

n'  2 2cOSu-|-r-  « 


(14) 


2V  »j(2  cos  ft  -)-  c — h)  2 

Die  Differentialgleichung  lautet  nun,  wenn  man  r als  Abkürzung  ge- 
braucht: 


(16) 


Zur  Darstellung  der  zweiten  Lösung  findet  man  aus  Gl.  (6): 


das  ist 


Vr 

^ f £? 

A = -y-  C 2 V h[2C06»  + C — ll) 

y r 


Bezeichnen  also  y, , Sj  die  conjugirten  Werte  von  y,  z,  so  ist  die 
zweite  Lösung: 

2A  , , ^ — 

Äx  = -^yj  V 2cosu-(-c — jt  e V „(2co»ii+c— «)  (17) 


§.  3.  Constanter  Cocfficient  von  y. 


Der  Gang  der  Kcchnung  ändert  sich  in  2 Fällen,  zunächst  wenn 
der  Coefficient  von  y constant  ist,  d.  h.  wenn  es  r und  « sind.  Hier 
verschwindet  nämlich  der  letzte  Term  in  Gl.  (4),  daher  müssen  die 
Coefticienten  von  y"  und  y'  einzeln  verschwinden,  und  man  hat  so- 
gleich : 


P' 

0 


«ii  ~ — (p—t'q)  ^ + 2»rsin«  = 0 

X ST 


woraus  nach  Elimination  von  p: 


oder  gleichzeitig: 


}/  — ipq-^2ir  sin  « = 0 
0;  P5  = 2rsin« 


lliernarli  würden  auch  und  q constant  sein,  ein  Fall  den  wir  natür- 
lich ausser  Betracht  lassen,  wenn  nicht  zugleich 

^)  = 0;  sinft  ==  0 

ist.  Dies  angenommen  lautet  nun  die  Gleichung: 
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y"+  %'+*•»■=  0 (18) 

ihre  zweite  Lösung: 

= ^e-*/ (19) 

Die  Gleichung  am  angef.  0.  unterschied  sich  nur  durch  den  be- 
sondcm  Wert  r = von  der  gegenwärtigen,  was  von  keinem  Ein- 
fluss ist.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  ein  constanter  Coefficient  von  y 
keiner  allgemeinem  Form  entsprechen  kann. 

§.  4.  Reeller  Coefficient  von  y'. 

Der  zweite  Fall,  welcher  den  Gang  der  Rechnung  ändert,  ist  der, 
wo  q einen  vorgeschriebenen  Wert  , z.  B.  den  Wert  0 hat.  Hier 
können  die  Gl.  (7)  (8),  welche  nun  lauten 

V-2p-  + ^-^4-«'*  = o 

r' 

4rsin«< — 7>n' — u'  — u"  = 0 

nicht  mehr  durch  Elimination  von  q auf  eine  reducirt  worden.  Das 
Resultat  der  Elimination  (9)  und  dessen  Integral  (11)  bleiben  gültig, 
müssen  aber  mit  einer  der  beiden  Gleichungen  verbunden  werden. 
Die  erste,  welche  sich  auf  (12)  reducirte,  lautet  hier: 


and  lässt  sich  schreiben: 


Dies  in  Gl.  (11)  eingeführt  giebt: 

"*  + (^j)*=n(2cos«+c)  (21) 

Mit  X ist  also  zugleich  r eliminirt,  und  eine  Gleichung  ohne  willkür- 
liche Function  hervorgegangen,  deren  allgemeine  Integration  nicht  er- 
sichtlich ist. 


Für  constantes  n werden  beide  Gleichungen  (20)  und  (11)  durch 
beliebiges  constantes  n erfüllt.  Die  Differentialgleichung  lautet  dann : 
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Hoppe;  Ueber  die  ztpetle  SpeciallBtuap 


das  giebt; 


Pie  zweite  Lösung  ist  also: 


_ r„ 

g 2r 

A 

f ~ yr 


-I  = (23) 

Die  61.  (22)  umfasst  den  Fall  der  ganz  reellen  Form 

.v"-f-^y«r  — = 0 (24) 

mit  der  zweiten  Lösung 

(2Ö) 


§.  5.  Andere  Specialfälle. 

Sei  bloss  n,  nicht  aber  r constant;  daun  wird  Gl.  (11)  durch  ein 
beliebiges  constantes  n,  und  61.  (12)  ohne  Bestimmung  von  q erfüllt. 
Die  Differentialgleichung  wird: 

y"  + (y"*"  ~ ^ + •«  )y'+»‘e’“y  = (2o) 


und  nach  (6)  die  zweite  Lösung: 

A 


(26) 


Sei  statt  dessen  r constant,  u variabel.  Die  61.  (7)  (8)  reduciren 
sich  auf 

8pp'-f-2u'u"-|-8r«'sinw  = 0 
4p'+2<pi'+«'*  = 0 


Erstere  integrirt  giebt  : 


Hieraus  findet  man: 


— Srcosu  = 4c 


p = -jySrcoSM-l-dc — u'* 

4r  sinw-f-«"  m' 

^ y8rcos«-|-4c — m'*  2 

mithin  die  Differentialgleichung 

4rsinu+u" 


y” + y8r  cos  M+ 4' 


m 


c — u * — i 


■/8rcosu+4c — tt'*  2, 
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mit  der  zweiten  Lösung: 

■ L f II* 

z =4  -7— e SrcosH  r4c-ii”  y/  (28) 

‘ y r 

Sei  ondlifh  7)  = 0 die  einzige  Specialisirung ; dann  wird  nach 
Gl.  (10) 

" - 4r3  ~ 4r3S«!*  “ 

Dies  eingeführt  in  Gl.  (11)  giebt: 


also  nach  Elimination  von  n'- 


Diffcrentiirt  man  so  kommt: 


2C0SU  + C 


+ 2(2cosu+c)r[l 


daher  ist 


+ 2(2cos«+«)>-  [ (al)  Li]  } 


Nach  Gl.  (12)  ist  nun 


I /r  0n  ti' 

y n au  — 2 


also  nach  Einführung  obiger  Werte 


^C08u  + c)r  [ (L)  - 1 -2r  IfJ} 
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Hoppez  Ueher  die  z*veite  SpcciaUüsytiff 


Diesen  Wert  muss  also  q in  der  Gleicliung 

=0 

haben,  damit  ihr  als  zweite  Lösung 


*1 


-'7 

V\ 


genügt. 


Appell:  Sur  les  efrire  iKvergenles  ü lennee  pontif». 
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XXXVI. 

Siir  les  s6rie.s  divergentes  a terines  jiositifs. 


Par 

P.  Appell. 


I. 

Soit  nne  strie 

(A)  + + 

je  fWsigno  par  An”'  la  soinine  des  termes  compris  entrc  le  tenne  de 
rang  h exclasivcment  et  celni  de  rang  ?»'  inclusivement 

yl„"'  ■=  <Jn  + l4‘"ti+2+  ...  +"»' 

On  voit  immediatemoiit  quc  l’on  a 

A,.”'+A,,-«’  =-  Au'^’ 

Soit  une  deuxieme  Serie 

(B)  •••  4**»+ » 
je  fais  de  meme 

ün"'  = iii  + l 4“  iti  + 24“  • ••  4"^"' 

Cela  pos6,  supposoiis  quc  les  s6rics  (A)  et  (B)  soient  divergentes 
et  que  lenrs  tornies  soient  tous  positifs  i\  partir  d’nn  certain  rang. 
Alors  les  deux  sonimcs  Aq",  croissent  indefiniment  cn  mßmc 
teraps  que  « et  rn;  or  il  peut  arriver  quc  l’ou  puisse  etablir  entre 
les  deux  norabres  « et  m une  rclation  teile  que  la  difföronce  A,^"  — i#g"‘ 

ou  Ic  rapport  tende  vors  une  limitc  quand  « et  m croissent 
•^0 

indcfininior’  me  propose  d’oxaminor  ici  quelques  unes  de  ccs  cas. 


25* 


Appell;  Sur  les  s^rles  ih'verffnitee  a termes  poxitl/i. 


:-}x8 


Ilclativomont  ü la  difföronce  ^lu»  — je  nc  ferai  qne  citer  nn 
theoreino  de  Diridilet  dont  on  trouvo  mio  demonstrafion  dans  le  me- 
moire de  Rieniaim  sur  les  series  trigoiioiiietriqucs.  Ce  theoreino  e<t 
le  suivaut: 

„Soient  (A)  et  (B)  deux  s6rics  divergentes  ä tcrmes 
])Ositifs  dans  lesqiiellcs  Un  et  />„  teiident  vers  zero  qaand 
n eroit  indefiniment,  on  peut  toiijours  etablir  entre  *• 
et  »rt  une  relation  teile  quc  la  difference  Aq'*  — 2#^*"  tendc 
vers  un  nombro  (|uelconquc  dounc  d’avance  lorsquenct 
m augmcntent  riufini.“ 

On  obtient  un  cas  particulicr  remarquable  en  supposant  la  Serie 
(B)  identi(iue  ä la  s6rio  (A).  J’arrive  maintenant  au  rapport 
Voici  nn  preniier  theoremc  analogue  i cclui  de  Dirichlet: 

„Soient  (A)  et  (B)  deux  series  divergentes  ä termes 
positifs  dans  lesquelles  (hi  ct  l>,t  restcnt  finis  quaud  « 
croit  indefiniment,  on  peut  toujours  etablir  entre  n el 

m une  relation  teile  quc  le  rapport  .r,„  tendc  vers  nn 

"u 

nombre  quelconfjue  donne  d’avancc  quand  n ct  m crois- 
scnt  ind6finimcnt.“ 


La  demoustration  de  cc  theoremc  est  eu  tous  points  seinblable 
ii  celle  du  theoremc  de  Dirichlet.  Soit  2 le  nombre  donne  d’avance; 
on  commencc  par  prendre  un  nombre  «j  juste  assez  gi-and  pour  que 


puis  un  nombre  m,  juste  assez  grand  pour  (jue 

yL 

puis  pour  (|ue  ,7',,,-^^,  puis  wj  pour  quc  <C  A;  et  ainsi 

Zj||  ‘ XJy  » 

de  suite.  Üii  aura  de  cettc  fai,'on  une  suite  de  uombres  snccessive- 
ment  plus  grands  et  plus  petits  que  A;  ces  uombres  ont  pour  limite 

< . I 1 

A,  car,  par  excmplc,  la  differcnce  entre  ~ et  A est  plus  petite 


®'V+i 

'1“®  — i f®nd  donc  vers  zero  (juand  r croit  indefiniment. 


Voici  encore  un  autre  theoremc  coiiccrnant  le  rapjiort 

„Si  dans  deux  series  divergentes  ä termes  positifs 


(A)  et  (B),  le  rapport  des  termes  de  meme  rang  tend 
vers  une  limite  A-  ((uaud  Hcroitiudefinimcnt,lcrapport 

-'hl" 

-jT-n  tend  vers  cettc  memc  limite.“ 

"0 
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A/ipfll:  Hur  Ui^  s^ries  rlineryfiites  ii  termts  ftoaUi/a,  ^^80 

Pour  ileuionliTr  ce  thcorünio  je  rciiiar<iue  d’abord  que  je  jmis 
uegliger  an  coinmcuceinont  de  cLaejue  Serie  un  nombre  «luelconquc 
fini  de  ternies,  c’est  ä dire  que,  p desiguaiit  nn  nombre  tiui  qiiel- 

couque,  le  rapport  " tend  vers  la  meme  limite  <|ue  On  a 

Up” 

en  offet 

.1/  .Ip“ 


d’ou  il  rd'sulte 


A ^ A «»• 


AfJ^  H P 

car  ■ et  teudent  vers  zero  quand  n augmente  ä l’iufini.  Cela 

i>p”  i>p” 

pose,  puisque  ^ a pour  limite  k,  si  l’ou  desigue  par  l un  nombre 

Oh 

quelconquc  plus  grami  que  4*,  il  existe  un  entier  tel  que  pour 

(ln 

on  ait  coustammout  r- < / et  ]>ar  suitc 
^ ^11 

< i- 

de  meme  si  Ton  designe  par  A un  nombre  plus  petit  que  la  limite  A, 
il  existe  un  entier  q tel  que 


A **  A ** 

faisons  croitre  n indetiuinient,  les  rapports  ,/„•  ont  la  meine 

■^p 

A ” 

limite  que  le  rapport  ce  demier  rapport  a donc  uno  limite 

comprise  entre  i et  A;  commc  l et  A different  de  k aussi  peu  qn’on 


le  veut,  le  rapport  a pour  limite  k. 

Al 

E X e m p 1 e s.  Faisons 


-V  = l + i + i+...  + ^._, 
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Appell:  Sur  les  siries  divenjeiites  b lermea  potili/s. 


ot  remarquous  que  Ton  a 

lim[-V  — i Log  »]„=»>  = n 
— iLogn»]m=®  = ß 
a et  ß etant  deux  coiistantes  dont  les  valeurs  nuineriqucs  sont 


(1) 


C' 4- Log  2 


ß 


C — IjOg  2 


2 ~ 2 
C dösignanf  la  constante  d’Euler. 

Cela  posö  ou  a d’abord  cu  rctranchant  membrc  ä meuibrc  les 
^galites  (1): 

(2)  lim  (.'Io**  — Bf)")  = i lim  Log  - + Log  2 


donc  si  l’on  vcut  quo  la  difference  — Bf,"  tcudc  vers  unc  liniite 
A donnee,  il  snffit  de  fairo  croitre  n ot  m de  fa^ou  que 


limLog—  = 2A  — 2Log2 


ou 


lim  — = 

•n  * 


A »* 


Si  uous  considcrons  maintenant  Ic  rapport  uous  voyous  en 

X>ii  ” 


vertu  dos  egalitcs  (1)  que  Ton  a 


Eu  cffet 


-V  Logn 

hm  - = hm  , — 
B„"  Log;« 

-V  = iLogj»+tt+£ 
*„''•=  iLogm-f/S  + j; 


* et  M teudant  vors  0 avec  - et  — : donc 

* n m' 

^ Logn4-2(n-f-t) 

B„"  “ Logro+2(/S+»/) 
ot 

-V  ,•  Logn 

hm  7,4.  = hm  v- 

Logm 

A ” 

Donc  si  l’ou  veut  que  le  rapport  teude  vors  une  limitc  A doiiuec 

•“o 

d'avance,  il  suffit  de  faire  croitre  m et  n de  fa^ou  (juc 


ou 


,•  Log« 
hm  . = A 

iiOgm 
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lim  = u 
w* 

f*  ctant  uu  nombrc  ontiercment  arbitrairc. 


II. 

Soicnt  maiutenant  deux  series 


fix)  = ...  +UhX"-|-  ... 

(jp(j-)  = •••  +'w’'+  ... 

ordonnöes  par  rapjiort  aux  puissanrps  d’uno  variable  r.\  je  supposc 
que  les  cocfticients  »(,,  ...  «„  ...,  !■„,  *•,, ...  i’„  ...  rcstent  positifs 
ii  partir  d'un  certain  rang,  et  ((ue  les  deux  si^ries  soieiit  convergentos 
lorsque  x est  plus  petit  quc  l’uniti  mais  soiejit  divorgciitcs  poursc  = l. 
Los  deux  series  detinissent  alors  des  fonctions  fix)  et  (pix)  de  la 
variable  x qui  sout  tinies  et  coutinuos  quaiid  x est  plus  petit  que 
l’unite,  mais  qui  croissent  au  delä  de  tonte  limite  quand  x tend  vcrs 
l’unite  par  des  valcurs  iiiferieures  A l’unitö.  Cela  pos^*: 

.,Si  le  rapport  tend  vcrs  nne  limite  h-  quand  »» 

/*(^)  * 

croit  ind6fiuiinent,  lo  rapport  tend  verscettcmcmc 
’ * ' 9ix) 

limite  k quand  x tend  vers  l’unite  par  des  valcurs  in- 
ferieures  i\  l’unit^.“ 


J’ai  deja  indi<iue  uu  eus  particulier  de  ce  theoremc  dans  les 
t oiuptes  rendus  de  l’Academie  des  Sciences,  noverabrc  lB7y,  ou  prc- 
naut,  au  Heu  de  la  serie  qiix),  la  seric  particuliAre 


(I 


+ 1.2  ^ + 


Mais  commc  la  deinunstration  de  ce  cas  particulier  s’appliquc  au 
theorcme  general,  il  est  inutile  de  la  reproduire  ici. 

Je  me  bornerai  ä donner  un  autre  cas  particulier  du  theoremc 
general : 

Si,  dans  uue  Serie  k tcrmcs  positifs, 


fix)  = u„  + «i«  + «sa:*+  •••  +««*"4-  ... 


lü  rapport  tend  vers  une  limite  k quand  /•  croit  iudcfinimcnt. 

Ix l)/(x) 

Ic  rapport  tend  vers  cette  meine  limite  k quand  x tend 

vers  l’unite  par  des  valeurs  inferieures  k l’unite. 
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392  Appell:  Sur  Ics  s^ries  divenjentca  « ttrmcs  positijs^ 

£u  cffet  on  a 

-iog(i-x)  = j+-2  + -+Tr  + -- 

f“  “ 1+®+«*+  ...+*«+ ... 
d’oä  cn  multipliant  mombre  k membre 

= i4-(i+i)^-+(i+i+i)^=’+  ••• 


+ (i+ ••• 


Prenons  cetto  dernidre  s6rie  pour  la  s6rie 

<p(®)  = ro  + 1',®+  . . . 4-*'«*"  + • • • 


de  faijon  que 


On  sait  que 


Vn  — l+i+  •••  +- 


lim  = 1 pour  « = oc . 


d’autre  pari  on  suppose 


lim  = k, 
logn 


1 • t 

hm  — •=  pour  » = x>  •, 


donc,  d’apres  le  th6or6me  g6n6ral 


et  comme 


hm  = k pour  x — 1 
log(l— ®) 


(x  — 1)/(®) 


Strasbourg  16  septombre  1879. 
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XXXVll. 

Integration  zweier  Differentialgleichungen. 


Von 

Simon  Spitzer. 


1. 

Gegeben  sei  die  Gleichung : 

{a^x-\-b^y^Ci)"dx-\-{a^-\-h^y-\-Ci)«dy  = 0 
unter  a^tc^  und  n constante  Zahlen  verstanden. 


(1) 


Um  sic  zu  integriren,  führe  ich  in  dieselbe  für  x und  y neue 
Variable  ^ und  ^ ein  mittelst  folgender  Substitutionen: 


hieraus  folgt  zunächst: 


und  sodann: 


a^x-\-hiy-\-Ci  = I 

+ % + = n 

a^dx-\-h.fiy  = di 
Ofdx-j-ijdy  = otj 


dx 

dy 


a^i — Oidt) 

Oji,  — Ojig 


Man  erhält  daher 

— bfdi)  -f  T)>‘(a^di  — o,0»j)  = 0 


(2) 


(2) 


(3) 


(4) 


Diese  Gleichung  ist  eine  homogene  Diffcreutialglcichuug,  behufs  Inte- 
gration ^ ’ setzo  ich 


jjk 
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Spitzer:  Integration  zweier  Differtnfialgleichungen, 


V = w|  (5) 

unter  n eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalte  hierdurch 

Äj(«0|-)-|fb«) — — Oj«9|  — = 0 

oder  geordnet; 

(Ä,u  — Ao-f-Oj«"  — — a^u’‘t)du  = 0 

Trennt  inan  bei  dieser  Gleichung  die  Variablen,  so  erhält  man: 

Sr  ^ (A,  — ajU“)du 

I — AjM  — «2«’*-}- nju“  + * 

und  diese  Gleichung  ist  nun  leicht  zu  integrirca.  Intcgrirt  man  die- 
selbe, so  erhält  man  n als  Function  von  |,  setzt  inan  sodann  für  « 

seinen  Wert  |i  und  schliesslich  für  | und  tj  die  in  (2)  aufgestolltcn 

Werte,  so  erhält  man  das  Integrale  der  vorgelegton  Differential- 
gleichung. 

In  dem  speciellen  Falle,  in  welchem 

rtjAj — (ijAj  = 0 (6) 

ist,  ist  die  so  eben  gelehrte  lutcgratiousmethodo  nicht  anwendbar. 
In  diesem  Falle  geht  nämlich  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  mau 
in  selbe 

Oj  A^ 

"! 

setzt,  über  in: 

oder  wenn  man  dieselbe  von  Brüchen  befreit,  in: 

Aj>‘(ujZ'-|-Ajf/-|-Ci)’'f/a:-f-(«,Ao*-j-A,AMy-j-A,Cj)’'f/v  — (•  (7) 

Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  für  die  Variable  y eine  neue 
Variable  r]  ein,  mittelst  der  Snbstitution 

a,*-4-A,jf  = 

so  erhält  man  durch  Ditfereutiiren: 

«jCw-j- A,0.y  •== 

und  wenn  mau  hieraus  cy  sucht,  so  erhält  man: 

Stj—ajdx 

- 

folglich  ist: 
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und  diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


(hV+h<='i)"‘^V 


(9) 


«i(M+ V*) 


,11  — An 


In  dieser  Gleichung  sind  nun  die  Variablen  gesondert.  Integrirt  mau 
dieselbe,  so  erhält  man  x als  Function  von  ?/,  setzt  mau  sodann  für 
Tj  seinen  in  (8)  stehenden  Wert,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  x und  y,  und  diese  ist  das  Integrale  der  vorgclegtcn 
Gleichung. 


in  welcher  .1  eine  beliebige  Constante,  und  n eine  ganze  positive 
Zahl  bezeichnet. 

DifiFcrcntiirt  man  die  Gleichung  (1)  ^ mal  nach  x,  so  erhält  man: 


Die  beiden  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  haben  gewiss  3 parti- 
cnlärc  Integrale  gemeinschaftlich,  denn  dieselben  3 particulären  Inte- 
grale. welche  der  Gleichung  (1)  genügen,  genügen  auch  der  Gleichung 
(2),  weil  diese  eine  blosse  Folge  der  Gleichung  (1)  ist. 

Die  Gleichung  (2)  hat  aber  ausser  den  genannten  3 particulären 
Integralen  noch  m particuläre  Integrale,  die  nicht  der  Gleichung  (1) 
g('uügen,  und  die  blos  in  Rechnung  eingeführt  worden  sind  durch 
das  fi  malige  Differentiiren  der  Gleichung  (1). 

Es  folgt  aber  aus  (2) 

y = CnX>‘  -f  Ca-I . . . -f  C',a;+  Q (3) 

unter  C]u,  i,  — 2,  ...  Cj,  C„  willkürliche  Gonstanten  verstan- 
den. Da  dieser  Ausdruck  fi-1-1  willkürliche  Gonstanten  enthält,  so 
repräsentirt  er  fi-f-1  particuläre  Integrale  der  Gleichung  (2);  eines 
dieser  particulären  Integrale  gehört  daher  der  Gleichung  (1)  an.  Um 
dieses  zu  finden,  setzen  wir  den  in  (3)  aufgestelltcu  Wert  von  ^ in 
(1)  und  bestimmeu  die  Gonstanten  6,„  6m-i,  Ch-2,  ...  C’^,  C\,  Cq  so. 


Gegeben  sei  die  lineare  Differentialgleichung 
ry"  = A(xy’—  ny) 


0) 


(a) 


dass  der  Gloichuui 


Spitzer:  Intnjration  zweier  DlffcrenllaUßelchuntjen, 


y = nC'iix“-'  + (fi  — 1 (ft  — 2)C/ji-  > »«-3-f-  . . . 

2)C;u-ii^'-^+(fi— 2)(ft— 3)C„_3x«  -^+- 

^"’=fi(/t-l)(ft-2)C'^x.<'-»+(ft-l)(ft— 2)(a-3)6’^-,x/'  ‘ 

+ (f*— 2)(fi— 3)(ft— 4)Cju-2i>'-^  + --  - 

Uaher  ist: 

+ar.‘<-3[3,icV-3+(ft-l)(fi-2)(H— 

+ar“-‘[4.lC’;t-t+(»i-2)(ft-3)(ft— 4)CV-2] 
+ • ■ • 

+x»[(ft-2).IC8+4.3.2.C'J 
+x  [(ft-l).lC,+3.2.1.Cj 

-l-fi-lC,i 

Da  nun  der  2.  Teil  der  Gleichung  identisch  Null  sein  soll,  so  müssen 
folgende  Gleichungeu  statttinden: 

j-lCu— 1 = U 

2.4C„_2+fx(f‘-l)(M-a)C,.  - Ü 
3-4C:u-3+(fi-l)(ft-2)(ft-3)C’„-i  = 0 
4>-lti._4  + (f*-2)(ft-3)(fi-4)Cu-2  -=  0 


(ft— 2)/lC’g+4.3.2.C:j  = U 
(ft— l).lC',+3.2.1.Ca  = 0 
ft/lC,,  = 0 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

^71—1  = 0 

aus  der  3tou  dieser  Gleichungen  folgt  sodann 


Cf.-3  = 0 

ferner  folgen  aus  der  5ten,  7ten,  9ten  Gleichung 

Cfi—h  *=  0 

Cu--  = 0 
Cu— 9 = 0 

Aus  der  2tcn  der  obigen  Gleichungen  folgt: 

ft(ft-l)(ft-2) 


C.i-2  = 


2.^ 


Cu 


aus  der  iten  der  obigen  Gleichungen  folgt: 
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ans  der  Gien  der  ohigo,,  rxleirl.m.gou  folgt: 
r,,-.:  =_  2)(^— 3)(u_.4) 

2.4.G.1'* 

Failor  ™ wi-el,"“''  'I''“  ™n.ü.nle„ 

, M(ft— 1)  (g— 2) . (g— 2)  (g_3)  (g_4 ) 

' 2.4.1-  xf‘-* 

— 4). 

o 4 ß 13  ~ a-,ii-u 

+ . . . 

als  lulegralc  der  vorgelegton  Gleidimig. 


Auf  ganz  gleiche  Weise  erhält  mau  für  die  Gleichung 

ry"  = A{xy'—  fiy) 

I*  k'  ^ ‘^'nc  beliebige  C'ouslaiite  und  g eine  ganze  rmsilive  Zahl 

f bezeichnet,  folgendes  Integrale: 

, Kjt7^g_2).fg_i)(g_2)(g^3)  ,,  2 
1.2.4*  - - 3- 

_ f^(fi^(n-2). (g_i)(g_2)(g_3) . (g-2)(g-;})(g~4)  .. 

1.2. 3.1“  " ■■ 

+ ■ . . 
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XXXVIII. 

Zur  Construction  SMimietrisohor  Punktsysteme. 


Von 

Emil  Hain. 


Vorbeinerkungeii. 


In  P'olgcndom  worden  mit  a,  w,  F Seiten,  Winkel  und  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  AUC  liezeichuet.  A'(n),  A'(i),  X(c)  seien  die 
normalen  AhstUndo  eines  Punktes  X in  der  Ebene  dieses  Dreiecks 
von  den  Seiten  desselben;  ferner  sei: 

X(n)  = XsTn 

X{h)  — kn,  k ^ 

A'(c)  = kxc 

Die  xa  sind  also  die  den  Scitcnnormaleu  iiroportionalen  trinie- 
trischen  Punktcoordinaten  von  A'.  Wir  schreiben  dies: 


A'  ~ Xa  Xh  Xc 

Die  Verbindungsgeradc  zweier  Punkte 

F = Pa  J)b  2>c,  Q = qn 

hat  die  Gleichung: 


\pU  Pc  \ I Pc  P«  I I Po  Pii  : „ 

I qh  qc\  ' : qe  qa\  ' ! qa  qh  \ 

aiXa-\-hiXb-\-c^Xt  = 0 

die  Gleichung  einer  Geraden  so  werde  dies  angedeutet  durch: 


Ist 
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® = rtj  i,  e^ 

Der  Sclinittpunkt  zweier  Geraden 

^ Cj  f ~ (i,^ 

hat  die  Coordinaten: 


1*, 

: «1  1 

«1  b, 

1 

! »'s 

Oj,  1 

Für  die  Erken  und  Seiten  des  Fuudamentaldreiecks  haben  wir: 

= 1 0 U = UC 

Zf  = 0 1 0 = CA 

6’=ü  0 1 

Die  unendlich  ferne  Gerade  der  Dreieckebene  hat  in  diesem 

roordinatensysteine  die  Form:  «,  *,  r.  Die  unendlich  fernen  Punkte 
der  Dreieckseiten  sind: 


0 c — /j,  — c 0 a,  Ij — a O 

Ist  P = pa,  pb,  pt  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Dreieckebene  und 
treflen  seine  Ecktransversalen  AP  die  UC  in  /«,  so  haben  wir: 


P,t  = 0 pi,  Pc 

AP  = 

0 

Pc 

— pb 

= pa  0 Pc 

HP  = 

— Pc 

0 

Pa 

Pc  = Pa  Pb  0 

CP  = 

Pb- 

-Pa 

ü 

Es  sei  A'  ein  solcher  Punkt  der  Dreieckebeue,  dass 
yl'=  <p(n)  i()(c) 

<r(")i  ’/'(“)  seien  nach  /<  und  c symmetrische  Functionen  der  Seiten 
a;  ip(A)  ist  dann  nach  r und  «,  i/)(c)  nach  a und  h symmetrisch.  Nun 
ist 

A =1  U 0 
A' = cp(a)  i/(c) 

ytyl'  = ü tf»{e)  — »h(A) 

Die  Gleichungen  der  AA\  liü\  CC  sind  also: 

n a-c  ip(c)  iM'd 

a-c  ^(c)’  Xa  </'(«)’  n 

Diesen  Gleichungen  genügen  die  Werte: 

Xa  = Xh  = Xe  =‘l/'(c) 

Die  AA'  treffen  sich  somit  in  dem  Punkte; 


Z = i>(a)  ^(l>)  rf>(n). 
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I, 


Die  Glcidiunp  einer  Geraden  ® in  der  Ebene  des  Dreiecks  sei: 


rt,  r„  -|-  /<]  -)-  C|  a"c  = 0 


Normalen 

von 

einem 

Punkte 

1 

«rt  1 

1 

It 

i 

Ufc  = 

:0 

i Xe 

Uc  1 

Ua  = CTi 

-fh 

cosy  — 

Cj  cos  ß 

@ trelVe  ItC  in  d,.  Wir  erriebten  in  A^  auf  UC  ein  Lot.  Für  BC 
liaben  die  ««  die  Werte: 

1 — cos )'  - cos  ß 


Die  Normale  in  d,  auf  DC  ist  die  Gerade: 

/>!  cos  y -|-  Cj  cos  ß A,  r, 

Die  Normale  iu  /t,  auf  CA  schneidet  die,  welche  in  C\  auf  AB  ge- 
füllt wird,  in 

A'  = (p[a)  xpic) 

il>(a)  = (A, — CjCOStt  — n,C08)')(Cj  — a,  COS /?  — A,COSn) 

Die  AA'  treffen  sich  im  Punkte  ~ '<#'(«).  Derselbe  wird  also  auf 
folgende  Weise  construirt: 

Die  Gerade  & trifft  BC  iu  .4,.  Die  Normalen  in  auf  BC 
bilden  ein  Dreieck  A'B’C.  Die  AA'  schneiden  sich  in  Z. 


Denselben  Punkt  Z findet  man  auch,  wenn  man  zu  derajeuigea 
Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden,  nach  welchem  die  Normal™ 
von  den  Ecken  A auf  die  Gerade  @ hinzielen,  den  rcciproken  Punkt 
construirt. 


II. 


II  sei  der  Ilöhenschnitt  des  Dreiecks  ABC.  Wir  verlängern  AW 
über  A bis  A'  hinaus  so,  dass  AA'=  n ist.  Die  durch  A’  zu  den 
Gegenseiten  gezogenen  Parallelen  bilden  ein  dem  Urdreiecke  ähnliches 
Dreieck.  Die  Normalen  von  A'  auf  die  Seiten  BC  sind: 


2/^ 

\-a  — o'cosy  — a'cosß 


Sonach  ist: 

A'  ='2F-\-aa'  — ae'cosy  — aa'cosß 
Dio  durch  A'  zu  BC  gezogene  Parallele  hat  die  Form: 
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a^a'  b(2F-\-aa')  e(2/-+an') 

Die  durch  W,  C’  zu  CA,  AH  gezogenen  Parallelen  treffen  sich  in 

A"=  — /,c(2F-\-bb'-\-cc')  ca{‘2F-\-bb')  ab{2F-\-cc') 

Die  Coordinaten  von  A"  entsprechen  also  den  Bedingungen  der 
Functionen  cp,  ip.  Die  AA"  treffen  sich  in 


Für 


Z=  bc(2F-\-aa') 


a 


2cpF 

I 

a 


wo  cp  eine  numerische  C'onstante  bezeichnet,  wird  Z = bc,  der  Aehn- 
lichkeitspnukt  beider  Dreiecke  ist  der  Schwerpunkt  des  Urdreiecks. 
Setzt  mau 


= c'  = 

so  erhält  man; 


2(<P-1)F 
CI  b c 


(v— i)e, 


Z = bc(cpa  -\-h-\-c) 


cp  =0  gibt  den  Spieker’schcn  Punkt,  das  Inkreiscentrum  des  Mitteu- 
drciecks. 


Ist  F = ]),i  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks,  so 
treffen  sich  die  Geraden,  welche  die  Mitten  der  Strecken  AP  und  HC 
Ycrhiuden,  in  einem  Punkte.  Die  Form  desselben  ist: 

bci2aj)„  -\-bph-\;-cpc) 

Derselbe  Punkt  wird  erhalten,  wenn  wir  die  AH  über  A nach  Aussen 
um  die  P{a)  verlängern;  dann  ist 

” Eapa 

Tragen  wir  jedoch  die  «'  von  A nach  Innen  auf,  so  erhalten  wir: 

Z = hc(bpb  -{-  Cpc). 


III. 

./  sei  das  Tnkrciscentrnin  des  Dreiecks  AHC.  AJ  werde  Uber  A 
liis  A'  verlängert,  so  dass  AA' ^ a!  ist.  Die  Figur  gibt; 


36 
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Sonach  ist: 


^'=  2F+n'(Ä-l- c)sln  2 — on'sin  ^ — aa'sin  ^ 

Die  durch  A'  zu  liC  gezogene  Parallele  hat  die  Form: 
no,  i(2F'-|-«,)  c(2F-}-«|) 

o,  = o'(i-|-e)sin  ^ 


Die  durch  B’,  C'  zu  CA,  AB  parallel  gezogenen  Geraden  schneiden 
sich  in 

A"=  — bc(2F-\-ßi-\-y^)  ca(2F+jSj)  ni(2F+y,) 

Die  AA"  begegnen  sich  also  im  Punkte 


Setzen  wir 


so  ist 


Z = hc 


2F+  a'(Ä  + e)sin  g 


s^AJ ' 


ft 

smji 


2iltF 


(o-f-A-f  c)sinn 


Z = bc(q)a-j-l>~j-c),  ift 


LrJ?, 

<p 


IV. 

J sei  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC.  Wir  errichten  in 
Ja,  dem  Schnittpunkte  der  BC  mit  AJ,  eine  Normale  auf  BC  nnd 
tragen  auf  ihr  auf  der  das  Dreieck  enthaltenden  Seite  JaA’’=  a'  ab. 
Die  Figur  gibt: 

j,r,^  2^— a'(/>-f-c)cosy  ^ 2F-a'(i-|-c)cos/S 

^ (j)  „ , ^ ^ _P 

A'=a'(b-^c)  2F — n*(i-f-c) cos y 2F — a^(J -)-<•)  cos 5 
Die  AA'  treffen  BC  in 


Z„  = ü 2F — n'(Ä  + c)  cos  y 2F — <i'(A-f"^)cos|3 
Für 

, 2Fq> 

“ = iT-fc  “ “ 

bekommen  wir: 

Z«=0  i/)(Ä)  si)(c) 

’f'C«)  =■  (l+9>cosjS)(l-f-ipcosy) 

D'"  schneiden  sich  in 
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Z = (l  + qpcosß)(l-}-(;pcos>') 

Der  Pnnkt  Z wird  souach  auf  folgende  Weise  eonstruirt: 

J sei  das  Inkreiscentrnm  des  Dreiecks  ABC.  AJ  treffe  BC  in 
Ja-  Ja{h)  sei  die  Normale  von  Jn  auf  AC.  Man  mache  auf  der  in 
Ja  auf  BC  errichteten  Senkrechten  nach  Aussen  Uber  ./«  hinaus 
J„A' = (pJa{h).  Die  AA'  treffen  sich  in  Z. 

Für  Za  = (l4-9COS(S)(l  + <pcosy)  ist 

Z(roaß  — cos  y)zizc  = 0 
Die  Punkte  Z liegen  auf  dem  Kegelschnitte 

2^(cos  ß — cos  y)xwc  = 0, 

welcher  dem  Fundamentaldrciecke  umschrieben  ist  und  durch  den 
Höhensebnitt  dessellmn  geht.  Die  Punkte  Z liegen  also  auf  einer 
dem  ürdreieck  umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel.  Diese  geht 
durch  das  Inkreiscentrum  und  ist  die  konische  Polare  des  Punktes 
cos  (3  — cosy,  in  welchem  sich  die  llarmonikalen  des  Inkreiscentrums 
nud  Höhenschnittes  treffen. 


Die  Verbindungsgerade  zweier  Punkte  und  — g>  hat  die 

Form 


(1  — cos*«)  (cos  ß — cos  y) 
und  geht  durch  den  Punkt 

cos^+cosy  = (*  + c)  (a+i  — c)(fi-j-c—/j) 


Die  Geraden 

(+9>i  — (—9>,  +’!') 


schneiden  sich  im  Punkte 

1 + (pipcos^cosy 

Diese  Punkte  liegen  in  der  Geraden 

cos  «(cos  ß — cosy)  = a(i — — «*) 

Diese  verbindet  das  Inkreiscentrnm  mit  dem  IliHienschnitte  und  Ist 
die  Polare  des  Punktes  cos jJ-j- cosy  bezüglich  der  gleich8<;itigt;n  Hy- 
perbel. Die  Punkte  (-j-9),  — <p)  derselben  bilden  also  eine  Involution. 

Zu  bemerken  ist,  dass  für  a'=  tpa  die  Schwerpunkte  der  Drei- 
ecke A'B’C"  Zusammenfällen  und  zwar  in  dem  Schwerpunkte  de« 
JaJbJc,  dem  Punkto  (i-fc)  (2«-f  c-fc).  Dies  gibt  den  Satz: 

Wenn  man  in  den  Schnittpunkten  der  inneren  Winkelhalbirenden 
eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  Lote  errichtet  und  auf  diesen 

»»• 
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weder  nur  nach  Aussen  oder  nur  nacli  Innen  von  den  Fusspnnklea 
aus  Stücke  proportional  den  Droiecksi  iten  auftrügt;  so  bilden  die 
andern  Endpunkte  Dreiecke,  deren  Schwerpunkte  znsaminenfallen. 


V. 


Die  Construction  des  vorigen  Paragraphen  kann  verallgemeinert 
werden,  indem  wir  statt  des  Inkreisceutruins  einen  beliebigen  Sjm- 
metriepunkt  P des  Dreiecks  cinführen.  Trifft  AP  die  BC  in  Pa,  so 
ist 

io  = 0 pi,  pc 


Pa{/>)  = 


'2Fpb  ' 
/tpb-]-cpc’ 


Pa(c) 


2Fpc 

/fl)b-f  epc 


Wir  erriehten  in  Pa  auf  BC  ein  Lot  und  tragen  auf  der  das 
Dreieck  enthaltenden  Seite  die  Strecke  PuA'=  a,  auf.  Wir  ziehen 
nun  von  i’„  und  A'  auf  AC,  von  A'  auf  die  Gerade  io(A)  die  Nor- 
malen. In  dem  so  erhaltenen  rechtwinkligen  Dreiecke  bildet  die  eine 
Kathete 

Pa(b)-A'(b) 


mit  der  Hypotenuse  PaA’  den  Winkel  y.  Es  ist  also: 

P„(h)-A'(b)  = «'cosy 

2Fpb-a'(bpb-{-cpc)cosy  ^ 2 Fpe— a’{bjtb epc) cos ß 

ji  (i)  l,pb+^  ’ ^ ' 

A'=  a' {hpb-{- rjic)  2Fpb — 

Zu  einer  specielleu  Functionsform  der  p kann  für  A'  durch  entspre- 
chende Wahl  der  a'  die  Form 


<p(«)  d’(/')  ip(c) 

hergestellt  werden. 

Für  P = .S  = bc  wird 

A'=a'br  e{F — a'Acosy)  b(F — n'coos/3) 
Für  a'=  (fa  tretlen  sich  die  AA'  in 

Z = br{F — (pra  COS ß){F — (pab COS  y) 

(Watson,  Educ.  Times  XIX.) 

F 

Für  o'  =»  — wird 
a 

A' ~ a^bc  c'^a- cos  ß <i^A*cosy 
Die  jjmtruction  des  Punktes 
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Z = iVcos  a = hc{h*-\-c^ — a-) 

ist  also  folgende: 

In  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  zieht  man  auf  dieselben 
nach  Innen  Lote,  von  gleicher  Länge  mit  den  halben  Dreieekhöhen. 
Die  Verbindungsgeraden  der  Endpunkte  dieser  Lote  mit  den  Gegen- 
ecken  treffen  sich  in  Z. 


VI. 


Die  Ecktransversaleu  ylP  eines  beliebigen  Punktc‘S  /’  in  der  ElK-ne 
eines  Dreiecks  ABC  treffen  die  Seiten  BC  in  Die  Parallcb-n 
durch  Pa  zu  AB,  AC  schneiden  die  AC,  AB  in  Ah,  Ac.  Die  AhA' 
treflfen  die  BC  in  Punkten  S„  einer  Geraden. 

Die  Parallelen  durch  P«  zu  AB,  AC  sind  die  Geraden; 


Dann  ist: 


apc  hpe  f>Ph,  (‘pij  ‘7’f 

Ab  = !>ph  0 apc  Ae  = epe  apb  0 
Ab  .'Ic  = npbpr  q[>r*  l>pi,'‘ 


Die  Ab  Ae  treffen  BC  in 

Sa  = 0 bpi^  — cpe'‘ 

Der  zu  Sa  bezüglich  BC  vierte  harmonische  Punkt  Ut 

X„  = 0 //p6*  qpc* 


Die  AXa  begegnen  sich  in  X = ap-. 

Durch  Centralprojectiou  erhalten  wir: 

Trifft  eine  Gerade  @ die  BC  in  A,,  PaB,  die  AB  in  Ar,  PnC, 
lUo  .‘IC’  in  Ab',  so  schneiden  die  Ai» .de  BC  in  Punkten  einer  Geraden 


Die  Gleichung  der  @ sei; 

aiXa-\-h,Xb-\-C^re  = Ü 


Dann  ist; 


A,  = 0 c, 

it,  = - c,  U 

Cj  = ij  (ij 


— h,  PaB,  = a,pb  — c,pe 
bipe 


0 Sa 


■a,pe 

iO 


c,  ph 
-bl  Pb 


Jf,.=ü  hipb^  CiP* 

Die  AXa  schneiden  sich  in  X=tiipa^. 

Bestimmen  wir  für  eine  zweite  Gerade  die  AbAet 
Durchschnitt  A'  der  Geraden 
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— »iPbpr  Cipc^  h^pi,- 
— a.pbpe  ('iPc'^  l^iPb* 

die  Form: 

— pbpr{l>iC^  — ÄgC,)  ;>6*(ajA2  — ajAj)  ;)c*(cj  «*  — «*«i) 

Die  AA'  treffen  sich  in 


Z = p«*(Ct  «2  — C*  «l)  («»1  *2  — «2  ^'l) 

Bestimmen  wir  statt  für  eine  zweite  Gerade  für  einen  zweiten 
Punkt  Q = 5u  die  AbAc,  so  ist  der  Schnittpunkt  A'  der  beiden  Ge- 
raden 

— «tPbPc  ejJJc*  l’iPb^ 

— a^qbQc 

von  der  Form: 

f>iCi(pbqc-\-pcqb)  ciihiPbqb  C^OiPcqc 

Die  AA’  troffen  sich  im  Punkte  a^paqa. 

Sind  die  Punkte  P = pa,  Q = q„  und  ilie  Gerade  @ = <ij  ge- 
geben; so  wird  die  Construction  des  Punktes  Z=a^p„qa  lineal  auf 
folgende  Weise  ausgeführt: 

& trifft  BC  in  A^.  Die  Schnittpunkte  von  PaB^  mit  AB,  von 
Pa  C,  mit  AC  seien  Pue,  Pab-  Ebenso  construire  man  für  Q die  Punkte 
Qac,  Qab-  Die  Gerade  PabPac  schneidet  die  Qab  in  A'.  Die  AA'  be- 
gegnen sich  in  Z. 

Wien,  August  1879. 
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XXXIX. 

Surface  des  triangles 

dont  les  sommets  sont  les  ])ieds  des  bissectrices 
d’un  triangle  donne. 

Par 

Georges  Dostor. 

1.  P^ftnltions.  Soicnt  (Fig.  1.) 

BC  =a,  CAz=  b,  AB  = e 

les  trois  cötes  d’un  triangle  ABC,  dans  lequcl  uons  snpposons  le  cdte 

. a > * > c, 

de  Sorte  que  l’anglc 

.4  > .8  > C. 

Menons  les  bissectrices  AA',  BB',  CC  de  ces  anglcs;  olles  rcn- 
contrent  les  cöt6s  opposes  BC,  CA,  AB  aux  points 

A',  B',  C, 

que  nons  appellerons  les  pieds  des  bissectrices  intdri eures 
du  triangle. 

Tirons  aussi  les  bissectrices  AA",  BBC,  CC"  des  angles  exte- 
rieurs  n — .1,  n — B,  n — C du  triangle;  eiles  conpcnt  les  cötes 
opposes  BC,  CA,  AB  aux  points 

A",  BC,  C", 

que  nous  nommerons  les  pieds  des  bissectrices  extericures 
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Nous  nous  proposons  de  calculer,  en  fonction  des  cötes  o,  b,  c 
du  trianglc  ABC,  principalemeiit 

1®  la  snrface  du  triangle  A'B'C,  dont  les  sommets  sont  Ics 
pieds  des  bissectrices  intörieures  du  trianglc  ABC  (n®  18); 

2®  les  surfaccs  des  trois  triangles  A'B"C",  B'C'A",  C'A"B", 
dont  les  sommets  sout  les  pieds  d’unc  bisscctrice  intericurc  et  de 
deux  bissectrices  exterieures  (n®  17); 

3®  quebiues  relatious,  auxquelles  donue  lieu  la  nature  de  cos 
bissectrices  (n®“  5 et  8). 

Afin  de  simpliticr  Ic  langagc,  uous  poserons  les  bissectrices  in- 
t6rieures 

AA'  = o',  BB'  = ß',  CC  = / ; 
les  bissectrices  extdrieures 


AA"  - o",  BJf  = ß",  CC"  = /' ; 

et  les  distanccs  eutre  los  pieds  des  bissectrices  issues  du  lueim; 
sommet 

A'A"  = a,  B'B"  = ß,  CC"  ==  y. 

Atin  de  donncr  plus  de  clarte  i\  uotre  redaction,  uous  etablirous 
d’abord  quelques  propositions  fort  simples,  conuues,  mais  iudispeu- 
sables  pour  notre  sujet. 

2.  Ddterminons  la  positiou  du  point  de  rcncoutrc  de  chaque 
bisscctrice  extdrieure  avec  le  cöte  opposd. 


Nous  disons  que 


Chaque  bisscctrice  exterieurc  rencontro  le  prolon- 
gemeut  du  cotd  opposd  cn  nn  poiut,  qui  esf  situe  du 
cütc  du  plus  grand  des  deux  angles,  »lui,  dans  le  tri- 
angle, sont  adjacents  ü cc  cotd  prolongd. 


En  effet,  considerons  la  bisscctrice  AA"  de  Tauglc  exterieur 
n — A. 

Puisque  nous  avons  l’angle  B > C,  il  nous  viont 


et,  par  l’addition  de  aux  deux  merabres 

, A , ^ , A , B , C 

Jt  + 2+^>  ’*  + 2+2+2’ 
oa 
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Nous  CU  deduisons 
II  s’cnsait  que 

La  somme  des  deux  anglcs,  (|ue  forment,  avec  le  cöte  AB,  Ic 
prolongcment  du  cöte  BC  et  la  bissectricc  AA”  de  l’anglo  n — A, 
est  moindre  que  deux  anglcs  droits;  doiic  la  bissectricc  extörienre 
AA"  rencontre  Ic  cöte  BC  proloiigc  cn  uii  poiiit,  qui  est  plus  rap- 
proche  du  sonimet  B que  du  sommi  t C. 


3.  Segments  d^tenniu^s  par  les  bissectrices  iiit^rieures  sur  les 
eöWs  opposds.  La  bissectricc  AA'  determine  sur  le  cötd  oppose  BC 
les  deux  segmeuts  CA'  et  BA'.  Or  la  propriötc  connue  des  bissoc- 
triccs  donnc 

CA'  BA^ 

CA  “ BA  ' 

d’oü  il  vioiit 


On  cn  tiro 

(I) 


CA'  BA'  CA'-\-  BA'  <i 
h c b c h c 


flb  CfJ 

CA'=.,  . BA'  = -j- 
h-\-c  h-\-c 


On  trouve  de  meine,  pour  les  segmeuts  detcrmiucs  par  les  pieds 
des  deux  autres  bissectrices  sur  les  eötes  opposcs, 


(II) 

(III) 


AB'=^^,  C7i'= 

c-|-a  c-\-a 


BC'  = 


ca 

^+A’ 


AC' 


bc 

a + b' 


4.  Segments  dt^termin^s  par  les  bisseetriees  exWrieures  sur 
les  c6t^s  opposes.  Pnisciuc  l’ou  a,  pour  la  bissectricc  exterienre  AA", 


il  vient 


d’oii  Oll  tire 
(IV) 


CA^  _ BA" 

Za  ~ BA  ’ 

CA"  _ BA"  _ CÄ’—BA"  _ « 
b c b — c b — c’ 


CA" 


ca 

b — c 


On  tronve  de  meme  que 
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..  hc 

AB^'— . CBf'  = J 

a — e CI  — c 


UC"=^,. 

a — o a — o 


5.  Distunce  entre  les  pieds  des  bissectrie^s  issaes  d«  ntae 
sommet.  Nous  avons  ' 

A'A"  = BA'-j-JiA"  =■  CA"- CA'  -, 

rempla^;ons  BA'  ct  BA"  par  Icurs  valeurs  (I)  et  (IV),  ou  CA“  et  CA’ 
par  Icurs  valeurs  (IV)  et  (I);  il  nous  vient  l’expression 

r (/  ™ I ^ 

^ ^ c ' i — c b — c b -j-  c — c* 

Nuus  obteuons  üonc  les  valeurs 

I2abc 

“ = pzrp«’ 

P = oS*’ 

2abc 

6.  Relation  remarquable  entre  ees  dlstanees.  Preuons  les  in- 
verses des  valeurs  prec6dontes  (VII);  nous  avons  les  egalites 

1 _ b^—c^ 
a 2abc  ' 

1 c*  — a* 

~ß~ 

1 _ a*~b* 

y 2abc  ’ 

qu’il  suffit  d’ajoutcr,  pour  voir  que 

(VIII) 

7.  Longrueurs  des  blssectrlces.  Les  deux  triangles  ABA'  ct 
ABA"  nous  donnent 

AA'  sin  5 AA"  sinB 
““  ~~A'  ÄT*  T 


ou,  en  ayant  dgard  aux  valeurs  (I)  et  (IV), 
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, cosinlf  ^ casinS 

SÄ  — — ' ~ ' " ~2 1 


(l>+c)  Bin^ 


n 

(b  — c)cos2 


mais,  puisqnc 


A A 

asin£  = isia4  = 2isin2  coSg* 


CCS  cxprcssions  doviennent 


24c cos  i 


24c  sin ; 


44'  = 


44" 


4 + c ' 4 — c 

Les  longaours  des  bissectrices  interieures  sont  donc 

24ccos  ^ 

4+7^” 

(IX)  ^ „ -'•“'^^«1 

P I • 

c+a 

c 

'lab  cos  n" 

^ ~^b^' 
ct  collcs  des  bissectrices  exterieures  sont 

24c  sin  ^ 
b — c 


(X) 


ß"' 


2ca  sin  ^ 


/'  = 


c 

2o4sin  2 


a — 4 

Ces  valeurs  penvent  encorc  s’ecrire 

, 2]/bcp(p  — a)  „ l}/hc{p  — b)(p  — c) 
“ = ^ 4=^ ’ 


(XI) 


ß 


4 i 


, '2]/ cap{p  — b)  2Vco(p  — c)  (p  — a) 


c + a.  • 


fj"  = 


, 2Va4p(p  — c)  „ 2V'«4(p— g)(p  — 4), 


a+4  ’ 


a— 6 
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Dostor:  Surjacc  des  Iriangles  dont  Us  sonmets 


Oll  2p  rcprcsentc  Ic  pcrimetrc  n-\-b-\-c  du  trianglc  AliC. 

8.  Prmlult  des  deux  bissectriccs  issues  d’un  in^mo  somnifl. 
Los  jireiniercs  des  Ibrinules  (IX)  ct  (X),  etant  inultipliecs  entrc  cllc>. 


iious  donueiit 


4iVsin^cos^ 


iä  — c* 


» , y w 

ö*  — 

nous  eil  (irons,  eu  representant  par  S la  surfacc  du  triaugle  ABC, 


(XII) 


4Ac.S' 


ß'ß"- 


a 


4«^ 


7 7 


4aiS 

n*-h^' 


Ces  jiroduits  oxprimeiit  los  doubles  surfaecs  des  Iriangles  AA' A\ 
Hli' B'\  (:C‘C'\  (]ui  out  leurs  sommets  ä un  sommet  du  trianglc 
donuü  ct  aux  deux  pieds  des  bisscetrices  issucs  de  ce  sommet. 


Nous  avous  donc 


(Xlll) 


AA’A’  _ 2hc 
ABC  ~ \b-\-a)  ih  — c)' 

2,n 

ABC  (e -{- <»)  («  — c) 

CC’C^  _ 2ah 
'~AiiC  ~ (TH-l.)(a  — i)' 


Multipliüus  los  trois  exprcssious  (XII)  respectivemcnt  par  «,  — />. 
c ct  prenous  les  inverses  des  produits;  nous  obtenons  Ics  cgalites 

1 _/y*— e=* 

iitt’a"  4(iJcS  ’ 


1 _ e“  - «2 

hß'ß"  ~~  iaheS' 
1 

^7' 7"  ia/icS' 

qui,  etaut  ajontees,  fournissent  la  relatiou 


(XIV) 


1 _ 1 
un’«"  ~ bß'ß" 


= 0. 
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9.  Pradait  tr«ä»  %•*«<» ßäuf-'  ’itt-’zjiiuaty  n-' 

eiles  Ics  premicres  «i«  ntA::.!*  II  : i.-i^  .öiui.its  Ticv-'; 


iß’f  = 


(jui  reviont  ä 
(XV) 


:•  v — ''  i — • 7 — 

f — s z — '• 


i5  — ' ' — ■ j — ■ 


10.  Prodoit  des  trei»  kheeetriees  e\teriemre>.  Ea  Eah;r>je»T 
entre  elles  Ics  deoxieme«  des  ivIaüm:»  (U'.  ii  toas  Tt-cxliu 


qni  rovient  ä 
(XVI) 


e*  rt 

o P T = 

tf  Aff  ff 

o p r 


fyiiW  p — a'(  p — i>'p  — f) 


(h  — <•  (>i  — e'vu  — ?•) 


p{h  — c){a  — c)(a  — h) 
Nous  avons  donc,  en  di\-isant  (XV)  par  (XVI). 


(XVn) 


a'ß'y'  (b — c){a  — e){a  — h)  p 
a"^'y"  ~ (A-|-c)(c-j-„)(rtI|Iij  ‘ 2 ’ 


oü  r CSt  le  rayon  du  cerclc  inscrit  daus  Ic  trianglc  AliC. 

11.  Xombre  des  trlangles,  ayant  pour  sommets  les  pieils  des 
bissectrices.  Les  pieds  des  six  bisscctrices  d’uu  triaugle  AUC  peii- 
vent  6trc  pris,  trois  par  trois,  coninic  sommets  de  triaiigles.  Or  les 
combinaisons , trois  ä trois,  de  six  i>oiuts  differents  soiit  au  nombre 

G 5 4 

de  j 2~3  existc  20  friangles  aynnt  les  pieds 

des  six  bissectrices  pour  sommets. 

12.  Onatre  des  trinngles,  ayunt  |K>ur  Kumiiiels  los  pieds  des 
bis.secti'ices,  sc  reduisciit  ä nne  droitc  et  uiit  iiiie  surfaee  nulle. 


Eli  effet  011  sait  que  l'’  les  pieds  de  deux  bisscctrir(!s  iiiKTieures 
et  celui  de  la  bissectrico  extericure,  qui  est  issue  du  Iroisieme  som- 
met,  sont  en  liguc  droitc;  et  que  2"  les  jiieds  des  trois  bissectrices 
exterieures  sont  aussi  en  ligne  droite  *). 

Ainsi  les  qnatre  triangles 


ü’C’Ä',  C'A'Jf’,  A'li'C",  Ä'Jf'C" 
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13.  II  est  d’ailleurs  facile  de  demontrer  directcment  que 

Los  pieds  de  deux  bissectrices  iutdrienres  et  le 
pied  de  la  bissectrice  exterieurc,  qui  est  issue  du 
tr.oisi^me  sommct,  sont  situes  en  ligne  droit e. 

Pour  prouver,  par  exemple,  que  les  trois  points  2J',  C',  A" 
appartiennent  ü uue  raeme  droite,  calculons,  cn  fonctiou  des  cut^s 
a,  i,  c,  les  valeurs  des  deux  produits 

AB'.CA".BC  et  AC'.BX'.CB'. 


Les  valeurs  (II),  (IV)  et  (III)  nous  donnent 


ou 


AB’.  CA”.  BC 


bc  ah  ca 
c-\-a  h — c a-j-4 


AB'.  CA”.  BC 


a*4*c* 

^-T)(e+a)(a  + 5r 


On  trouvera  de  meine,  au  moyen  des  valeurs  (III),  (IV)  et  (II), 


que 


AC.  BA”.  CB’ 


hc  ca  ab  o*4*e* 

a-f-4  b — c c-\-a  (4 — c) (c -|- a) (a -j- 4>) 


Nos  deux  produits  sont  donc  dgaux;  par  suite  les  points  H',  C, 
A”  sont  Bur  nne  m6me  droite. 


14.  II  est  aussi  ais6  de  prouver  que 

Les  pieds  des  trois  bissectrices  exterieures  appar- 
tieunent  ä une  meme  droite. 

Car,  si,  dans  les  deux  produits 

AB”.CA”.BC”  et  AC”.BA”.CB" 

on  rcmplacc  les  facteurs  par  leurs  valeurs  (IV),  (V)  et  (VI),  on 
trouvera  qu’ils  se  chaugent  tous  les  deux  dans  la  meme  expression 

(4  — c)  (a  — c)  (a  — 4)’ 

ce  qui  dcmontre  que  les  trois  points  A”,  B”.,  C”  sont  situ6s  on  ligne 
droite. 

15.  Surfacc  des  six  triangrles  tcis  que  B'C'C”,  dont  les  sont- 
mets  sont  les  pieds  B’  et  C de  deux  bissectrices  Int^rieures  BB' 
et  CC  et  le  pIed  C”  d’iine  bissectrice  extdrieure  CC".  Nous 
avons  Ic  trianglo 

B'C'C”  = AB'C'+AB’C”, 

S 
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d'oü  B£>cs  TZU&.  €1  •fi’iäBni  p«r  5 -=  ABC, 

BC'C'  AB'C’  ABC" 

A ABC  + ABC  ■ 

M»is  ks  "TABustis  AB'C'  et  ABC.  ayant  uii  uiigl«  comtimii  A, 

sont  eatre  eas  ■;i:awie  Lea  prodoits 


AC’  ABT 


h^e* 

, I — 7-^T  ct  AC.AB 

(e+a)(a  + 6) 


ttc 


des  cöi^  q*i 


*:o!Bjir»iHient  Fangle  comniun,  c'c8t>i\-diro  qiio 


AJffC'  Ae 

ABC  ” (e-{-a)  (a_p,)' 

Le«  .itax  aizaq'.^  AB'C"  et  ABC,  ayant  iloux  angles  rii|i|iIA- 
menfaires  CACT  et  CAB.  sont  entre  eux  commo  los  proiluits 


Acr.ABr= 


h*c^ 


ct  AC.AB  — Ae 


(«  + “)  {a  — b) 

des  cütes,  qui  comprennent  ces  angles,  c’est-ä-dire  quc 


AB'C"  hc 

ABC  ~~  (e4-„)(n  — A)‘ 

Noos  avons  donc 


B C C"  bc  bc  '2abe 

A ‘ («■4‘o)  {«  — *)  (<■  + <•)(«* — **) 

Nons  obtenons  ainsi,  ponr  les  surface  de  nos  sli  triangles,  les 
expressions  snixantes: 


IB’C'C" 
C'A'A" 
A'B'ET 


'ia/^S 

(e-\-a)(q* — A*)’ 

aaAe.S 


C'B'lf 


■2ahcS 

(a4-A)(a*  — A*)’ 


A!C'C" 


2«AeS 

(A-f-e)(a*— Ä^’ 


B'A'X'  = 


iahcS 

(c  + a)(A*-c*)- 


Cest  riasgies  ont  poar  aouunet*  ie«  pieds  de  dem  bissectrices 
rectangulaires  et  ie  pied  de  rnne  des  dem  aotres  bisseetrices  in- 
tirienres. 


16.  SarfM«  4t*  six  tiinries.  tel>- 

le  pif4  iS'  € me  IdMeietrieie  iBt^^euie,  et  le* 
Ae  4««x  Maw«Ui«M  eaafrfearw-  B//"  H e/".  La 
donne 


B* 
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_ AB'C"  AB"C" 
S “ ABC  ABC  ' 


Nous  vouons  de  trouver  que  le  premier  rapport  du  sccond 
mcmbre  cst  egal  ä 


hc 


(c  + a)(a  — *)  ’ 


d’aillcurs  il  est  6vidont  quc 

Ajrc^  ’ AC”.  ABT Je . 

ABC  ~ AC.AB  ~ (a  — h){a  — c)' 


donc  il  nous  vient 

B'B"C"  _ hc _ hc 2ahc 

S («+ c)  (a  — h)'la  — h)  (a  — c)  (n  — h)  \it‘  — c*) 

Nous  obtenons  aiiisi  los  expressious  suivaiites: 


B'irc"  = 

2ahcS 

C'c"jr  = 

2ahcS 

(«  — i)(a*— c*)' 

(fl  — cj  (rt*  — h*y 

C'C"A"  = 

2ahcS 

A'A''C"  = 

2ahcB 

(h  — c)  (a*  — i*)’ 

(a—h)  (h*  — c^)' 

A'A"B"  = 

2ahcB 

Ti'  H"  A"  = 

2ahcS 

(a  — c)  {/A — c'^y 

Xi  Xj  A 

(h  — c)(a^—^)' 

Cos  six  triauglcs  out  cbacun  pour  sonimcts  Ics  picds  de  dem 
bissectriccs  rcctangulaires  et  lo  picd  de  l’une  des  deux  autres  bis- 
scrtrices  exterieures 


17.  Snrfaee  des  trols  triangles  A'B"C",  B'C"A'\  C'A”B“ . 
qnt  ont  ponr  soniiiiets  lo  pied  d'uiic  blssertrice  interienro  et  le,s  pieds 
des  deux  bisseetrices  exlörieures,  iioii  perpeiidicnlaires  ä la  preniiere. 
Proposons-nous  de  calciiler  la  surface  du  trianglc  A'B"C". 

Nous  avons  dvidemment  Ic  trianglc 

A'B"C"  z=  AB"C'-\-  BC"A'-\-  CA'B"~  ABC, 


et,  CU  divisant  par  .S  = ABC, 

A'ire"  Air'C"  BV"A'  CA'B" 

.S"'  ""  AUC  ' ABC'''  ABC 

Mais  Ics  deux  triauglcs  Alf'C"  et  ABC,  ayant  un  angle  egal  A. 
sont  entre  cux  commn  les  produifs  Alf'.At'"  et  AC.AB,  qui  com- 
prennent  cot  angle  fgal.  Il  nous  vient,  ]>ar  cousequent  et  en  vertn 
des  egalites  (V)  et  (VI), 
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Jj"  ■'  «• 

jjl-'  r c — » 

Lfä  iTMfW  e:  -tJ'  nie  noeL  m 

par  f«t?  3t:»E  £'im.  at  •‘prr.  bc  -gutn-«  ~ « 

i.rj.  IJ.  « 


-i3.  ijs.  i*' 
Oa  T'<JT3ai  Äf  "n»ärm»  irat 
' * 


» vaifTiri  nuis  ia  reüät'i  0'«  »"«v  oUh'nom 

r^satiC'i 

A’If’C^  if  ^ 


->  '— <•  fl  — 


)w  <■> 


- 


on 

A'If'C'^  irr  i —r  — »w  ■ — — (»i  “ i'^i* 
;:>  <-i,fl  — <•)(!»  — A) 

34ais  fl  ist  £>efle  it  ixr.  <*  tS«niÄnt,  que  K>  «niworrtfour  «hi 
membre  *e  rvsiö  i 2a?«'.  D aons  vient  donc 

A’£r<r^  _ 2,iV  _ 

s (A+‘')('' — '“H"  " *) 

Xoo5  oliteooM  ainsi  1‘txpivssion 


(XX) 

ot  par  ana](>gie 

(XXI)  ) 


.rrrr"  = 

h'C"A''  = 
C’A’’lf  = 


i.ihrS 

<•)  (a  — r)  (.1  — /•)' 
'2„tn-S. 

(c-Prt)  (il  — h)  \h  — «•)’ 
'lol^S 

(<I-l-/')(* — «’)("  '■) 


18.  Surface  du  trian^le  iiyuiit  |M»iir  Jtiuuuiolii  h».  |ih<d« 

des  trois  bissectriccs  Interieiires.  Nous  avoiis 

A‘I}‘C‘  --  .lilt’— (.t/(‘r*-f /(f’M'-f  (Vl'/i*), 

ct,  en  (livisant  par  S = AHC, 
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sont  cntro  eux  coiume  les  produits  AJS'.At  " cl  AC.ATi.  (jni  com- 
preuncut  cet  angle  conunuu.  Or,  cu  vertu  des  vgalites  (I)  et  (11) 
nous  avous 


An'.AC 


_ 

(c  + rt)(a-f  ’ 


et,  puisque  AC.AH  — hc,  il  nous  vicnt 


AIl'C  hc 

Alle  ~ (e+«)(a-p,)' 

On  verrait  de  meme  qne 

IIC'A'  ca 

Änc  “ l„'-^h)(h-fc)’ 

C^Ii' uh 

Alle  ~ (A-j_p){c -!_„)• 

Nous  obtonons  ainsi  l’egalite 

All‘e'lie'A‘_^eA‘li‘  Ae(i-}-c)  + (’/i(c-J-a)  + o/,(o-{-A) 

Alle  Alle  ' Alle  ‘ (i-f-r)(e -f«)  («  + //)  ■ 

Retranchant  ces  deux  quantites  Ogales  de  l’unite  et  observant  que 

— bc{h-\-c)  — cn(c-j-«) — ah{a-\-h)  «==  2ahc, 

nous  trouvons  entin,  en  vertu  de  l’öquation  (2),  que 


d’oü  nous  tirons 
(XXII) 


A'li'C-  'iahe 

S - (h-{-c)(c-{-a){a  + hy 

A.ß.C>  = 


pour  l’expression  de  la  surface  du  triangle,  dont  les  sommets  sont 
les  pieds  des  trois  bisscctrices  interieures. 


ly.  L’inspcctiou  directe  de  la  liguro  donue  immediatcnient 
A‘lH'C"—A‘ll‘C'  = Ii-(”A"—  e-A"ir. 

Nous  avons  donc  l’egalite 

A‘ii‘e‘  = A‘ii"e"—ii‘c"A"-\-c'A"ii”. 

Substituons  ä cos  termes  Ics  expressions  (XXII),  (XX)  et  (XXI). 
nous  obtenons  l’identit^ 

1 1 1 

(i+r)(c-{-rt)(a-|-Ä)  {li-\-c)(a — r){a—h)  (c-f-<i)(a — h){h — e) 

J ^ 

^(a-H.)(o-r)(A-r>* 
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sont  Us  j>hd»  des  bissectrices  ifun  Irianylt  doiin^. 
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ijui  rcviciit  ä 

(Ä  — c)  (a  — r)  (n  — h)  = (c-|-  (« "f" (*  — <")  — "!“'’)('*■{“ ^')  ("  — » 

-j-  (c + «)  (J>  + <^)  (rt  — *)■ 

Cpllo-ci  peut  encore  s’ecrire 

(XXni)  (h  -c)(c-  a)  (a  - i)  + (i  — c)  (<?+  a)  («  + b) 

+ (e-n)(a  + i)(/'  + c) 

-f  (a-Ä)(i  + <^)(e+</)  =0. 

20.  Dlstanies  du  centre  du  cerdc  iuscrit  aux  eentres  des  cer- 
eles  ex-inserils.  Soicut  O le  centre  du  ccrclo  iuscrit  dans  lo  trianglo 
ABC',  ()',  O",  (>'"  Ics  centres  des  cenles  ox-iuscrits,  qui  sont  coiu- 
pris  respcctivemciit  dans  les  angles  A,  B,  C.  Los  trois  points  A, 
O,  o'  sont  situ6s  cn  ligne  droite. 

11  est  facile  de  voir  qne  l’ou  a 

p — a = 40eos  . p — AO'cm  . 

d’oii  Ton  tire,  en  prenant  la  difference. 

p — (p  — fl)  — (AO' — AO)  cos t 
on 

a = OO'cos  2 • 

On  a donc  les  relations 

(XXIV)  OO' oo"=  — orr^—^- 

cos  2 2 2’ 


21.  Surfttce  des  triaugirs,  ajant  pour  sommets  le  centre  du 
eerclc  Iuscrit  et  les  eentres  de  deux  eerelcs  ex-inserits.  On  a la 
snrfaco  du  triangle 

0O''f/"  = ^ OO".  OO'".  sin0"00"', 


ou,  en  vertu  des  «igalites  (XXIV), 

, 8iu0"00"' 

oa'rr^  \hr  . — ^ 

cos  -y  cos  ^ 

Mais  il  est  aise  de  voir  qne 


l’auglo  ff  0fr  = ÄOC=  J 


fVoü 


4- 

a:* 

/ 
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Do  Sion  Sur/aee  dts  Irianylts  dout  hs  sommtis 


))ar  suite  il  vient 


cos 


>>  * 


(XXV) 


oiraf"  = \bc . 


B C 

cos  2 cos  ^ 


On  sait  que 


cos  2 


ce  qui  donne 


ß c 

cos  2 cos  2 


^ l/ Pj~" ^ 

r ?)(;'— /')(2>  — c)  s 


On  trouve  donc  que 

Jo 

et,  puisque 

abc 

2S 

oü  H est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  il  vient.  eu 
general, 


(XXVI) 


o(y"o'^ 


oo'cr^  = 2B(p-.y 


22.  Surface  du  triaufcle,  uyuut  puui*  soiiiiuets  les  cciitrcs  des 
cercles  ex-iiiscrits.  Le  triangle  0'0"0"'  est  la  somnie  des  Irois  tri- 
angles 

oo"<y",  ocy”o\  no'o". 

On  a,  j)ar  suite,  la  surface  du  triangle 

0'n"fy"^  2R{p~n-\-p  — b-yp  — r), 

o'ofrr^  = 2/fp. 


on 

(XXVII) 
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Aiusi  l’airc  du  trianglc,  qui  a ses  sommets  aux  ccu- 
tros  des  ccrclcs  ex-iuscrits,  est  egale  au  produit  du 
perimötre  du  trianglc  donue  4ÄC,  inultiplie  par  Ic  rayou 
du  ccrclc  circouscrit  ä ce  trianglc. 


23.  Determination  directe  de  l’expression  precedente.  Nous 
avons 

d’ou 

. A 

'2 
ou 


/)  — c = 40"sin2  f p — i -=  i40"'sin; 


2p  — f*  — ’ c (j4  A 0^^)siu  9 

A 


a = 0"cy"am  ; 
Ou  a douc,  en  general, 

(XXVIII)  0"0"'==  — 0"'0'  = * 


Sin 


'2  ®'“2 
La  surface  du  trianglc 

O' O" (f  = i O'  O".  O'  üf".  sinO" O'  (f 
CSt,  cn  vertu  des  valcurs  (XXVIII)  et  de 


B' 


sin  5 


siuO’V/0'"=  ■“  0 = cos 


(XXIX) 


0'(ro'”—  \ic  . 


CO«  2 

. B . C 
siUg  sm  2 


Mais  on  sait  que 

^ sin  - = l/ (P— (P  — “)  _ 

r Je  ’ 2 r ca 


COS; 


d’oü 


. C |/(p‘ 

s‘“2  = V ~ 


l^(p  — *), 

ah 


_ |/_ 1\ 

21  . l7~"r  (;>-«)(/>  — *)0>  — 


siu  2 8JU  2 


y2 

c)  “ S- 


Donc  il  vient,  par  la  Substitution  dans  (XXIX), 


ryo"o"=  = '2Rp, 
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Dostor:  Surfacf  tJes  triangles  doni  Iss  sommtl* 


comme  plus  haut. 


24.  Rapport  des  trlauples  4'Ä'C' et  0'0"0"'.  Divisons,  membre 
h membre,  les  6galites 

2abc  S 


A'B'C 


o'd'cf" 


(*+c)(c+«)(«+i) 

ahcp  _ 

‘ *2^’ 


nons  obtcuons  le  rapport 

/wv\  A'B'C  (*  + c — ff)  («+«  — h){a-\-h  — <•) 

' ^ Ö'&'Ö'"  ■ 2(/f-fc)(c-foK«  + *) 


25.  Rapimrt  des  tiiang-les  A'B"C"  et  00"(y".  Nons  avons 
(n®  17) 

A'B'C" 

ct  n®  (21) 


2abcS 

{b-\-c){a—c)(a  — b)’ 


oo"a"z= 


abc{p  — a)  _ 


•2S 


jiar  suite,  nous  obtenous,  en  divisaut. 


A'B'C" 

00"(y”  ~ (p  — a)(b-\-c){a~c){a—b)’ 


on 

/VVVTX  A'B'C  (a-\-i-\-c){a-\-b  — c)(a4-c — b) 
(AAAi;  - 2{b^c)(a-cU^bT^' 

On  trouvorait  de  meme  que 

B Ca"  {0'-\-b-\-c){b-\-c  — a)(a-\-b  — p) 


(XXXII) 


OCO' 


2(c-j-a)  (a  — b)  (b  — c) 


C'A'B' (« -|-/f-l-c) (Ä-(-c  — a)(c-f-fi  — b) 

OO'O"  ~ Y{ä^b){a  — c){b—J) 


26.  Snrfaee  des  qiiadrilutOres  OBO'C,  OCü"A,  OAO"B.  Lf 
quadrilatere  OBO'C  cst  la  somrae  des  dcux  triaugles  OBC  ct  O' BC 
dout  les  surfaces  out  pour  niesure  ’ 

iar,  iar', 

r'  dtaiit  le  rayoD  du  ccrcle  cx-inscrit,  qui  cst  situc  dans  Taiigle  A. 
Mais  ou  sait  quc 

„ . S ^ pr  ^ (p  — „y, 

<1  ou  on  tire  ’ 


Digitized  by  Go^le 


len  fileiln  des  bissectrices  iFuit  Iriaiujle  doH/it', 


423 


r 


p — a 


11  \1cnt  par  consequent 
OBO'C^ 
Nous  avous  donc 


g(&-}-c)S 

2p{p—a)' 


(XXXIII) 


OBO'C  = 
OCO"A”  = 
OAO"'B  = 


2a(Ä-|-c)6' 


(o+ft-J-c)(j+c  — o)  ’ 

2&(c+o)S 
(a-f-^'-|-c)  (c-j-«  — 

'lv{u  -j-  b)ti 

(g *4“  (?)  — (?) 


Si  iious  faisous  le  produit  de  ces  trois  surfaces,  uous  vcrrons  quo 

(XXXIV)  OBO'C.  OCO"A  . OA<f"B  = 

27.  Expression  de  la  surfuee  du  (riangrle  4'Ä'C",  dont  les  som- 
ni^ts  sont  los  pleds  4',  ß',  C"  des  trois  blssectrlees  int^rieare.s,  cn 
valcur  des  lousucurs  j3',  y'  de  ces  blssectrlees.  Nous  avons 
tronve  (XXII)  que  la  surface  de  ce  trianglc  cst 

A'B'C  - - • 

('(+^)(e+«)  («+*)’ 

inais  la  formulc  (XV)  uous  douue 


'hibcti  f^'ß'y' . 

(i  + c)(c  + a)(a+i)  ~ 4p 

il  uous  vieut  douc 

a'J'y' 

(XXXV)  A'B'C"  - i . 

Aiusi  la  surtace  du  triaugle  A’B'C  cst  egale  au  domi- 
produit  des  trois  bissectrices  iuterieurcs,  divise  par 
le  perimötre  du  triaugle  doune  ABC. 


Puisiiue  aS  = pc,  cette  forniule  revient  ä 


(XXXVI) 


A'B'C 


a'^y'z 
■ 4.S  ■ 


2t<.  E.xpressions  de  la  siirrace  des  triaiigics  A'B"C".i  B'C'A", 
C'A"B',  dont  les  soniuiels  sont  les  pieds  A',  B",  C"\  B',  C",  X'\ 
C',  4",  B" blRseetrlcp  Interieure  et  des  denx  bissectrices  ex» 
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üo.tor:  Sur/acc  ,le,  trim^jUs  donl  U. 

««el. 


A'ß’C‘ 


‘2abcS 


(*  + c)  c)(a^Tij  ' 

mais  les  valoars  (XI)  nons  donnent 

tt'ß’y  = 2abcS 

il  nous  vieut  donc,  en  göneral 

IA'ß'c"^  " 

Hp  — a)  ’ 

B'v"n" 

B C"A"~  ^ ^ 

c'A"ß’=  jy!.A^ 

Mp  — c)‘ 

Puisquc  S^(p-  a)r'  = ( „ _ ^ 

rovicnnont  anx  saivantes  ^ lorinulcs 


A'ß'C"= 


4S  ’ 


(XXXVUI) 


B'c" A!'= 

iS  ’ 

c'A"ff'=  ylAß'jZ 

iS  ■ 


29.  Les  egalites  (XXXVIl)  uous  domicnt 

. ^yV'  yV'iS" 

A' ff' c" + ffc''A"  + er  ff'  = 

mai8  nous  avons,  par  l’ögalite  (XXXV). 

«'/SV' 


A'B'C' 


par  suite  nous  trouvous  que 

(XXXIX)  „ Aßjl  , , y«"ß" 

ABC  A'ff'C"  B'C"A''  C'rff'' 

30.  Des  formales  (XXXVDI)  nous  tiions 
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r+r+r  _46^--„4- 


B'C'A"  C'Ä'B'\ 
■/iyV'  + yW'ß"  )’ 


ct,  conime  la  forniule  (XXXVIIj  uuus  doiiuc 


il  nous  vient  la  rclatiou 


r = 4S. 


A^'C^ 
a’ßy  ’ 


(XL) 


JK  A'src"  B’C'Ä'  , C’Ä'BT  A’B'C" 
s = u'ß'Y  + ^yv'  + 


ea  Observant  que 


r'-H-"+r"'-r  ==  4^K. 
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I)oslor;  Di^tamt's  mutuellcs  entrt  hs  pUds 


XL. 

Distances  iriutuelles  entro  les  piods  des  six 
bissectrices  d’im  triangle. 

Pur 

Georges  Dostor. 


1.  DistAiices  ciitre  les  pleds  des  bissectrices  interieures.  l.i's 
liiods  des  trois  bissectrices  iuterieures  sont  .1',  li‘,  C‘  (Fig.  1.). 
Posons 

B‘C‘  a\  VA‘  = h\  A‘B‘  = c*. 

Nous  uous  proposons  de  calculcr  rexpressiuu  de  »’  eii  luiiclioii 
des  cütc's 

Bü  = (/,  CA  = /-.  A B c 


du  triaugle  doune  ABC. 

Le  triangle  AB'C  uous  doune 

/PC"*  = 7l/P*-f  2 AB'  . 1C' . cos>d. 


Mais  nous  avons  tronv6  «lue 

hc  hl' 

AB-  = - , AC‘  = , ; 

c-\-a  a-\-h 

d'ailleurs  ou  sait  que 

— «* . 

cos-l  = ..i ) 

2hc 

])ar  suite  uotre  egalit6  revieut  ä 


,2—  I hc{A^—lA—c‘) 

“ («  + «)=*  + («  + '0='  + ■(<:  + «)  (a  + A)' 
>iui  peul  s’ecrire 
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n‘*  = ^ ^ ^;yii  [&c(n-{-&)^-|-*>’(H-")~+(a^—  P*)(H-")(n+i)3- 

Mettons  hc  en  evidcnce  dans  le  factenr  ontre  crochets;  ce  facteur 
denent 

kW  + 2<ii+i*+  + 2«. +«=*+  — c») 

-}-  (a*  — A*  — c^)  (a®+  oA  4-  ac), 
un 

Ac<3a*  4*  + -W  "!“("■  — («* + 4" 

c'cst-ä-dire 

a^ic  + a(«  4- A + c)  (2Ao  -f  —b^—c^. 

Puisiiuc 

2br-{-a^  — b^  — ,-^-  = (A  — cP 
= (a~\~h  — <‘)(*^4“"  — 

notre  facteur  entrc  crochets  est  doiic  egal  i\ 

fi[oAc4“  («4“^"}“  4 ('-'■f'"  — A)  (tt  4“  A — c)] 

= a\abc-\-^(p  — b)(p  — c)]. 

Nons  tronvous  ainsi  (juc 


oAc 


(c4-“)*(«4"*)' 


[nAc  + «7>(  — A)  ( p — c)l. 


Ou  sait  (jue 

«S'=* 

tiAc  = 4ÄS , 7>(  p — A)  (p—c)  = 

oü  S dösigne  la  surfacc  du  triaugle  AUC,  H Ic  rayoii  du  ccrclc  cir- 
conscrit,  r'  lo  rayon  du  cerclc  ox-iiisciit,  qui  est  compris  dans  l’an- 
glo  A. 

Nous  avons  donc  entin 


(I) 


4«Ac  <s' 

(c  4- ")*(«+'') 


i(«4--''"). 


et,  par  pcrinutatiou  circulaire. 


(II) 


. 4«Ac/S  , „ 

= (^ip(A4- +^'‘ 

- (4‘4-cp(c4-«)*^ 


ou  r"  ct  )•'"  sollt  les  rayoiis  dos  ccrcles  ex-iuscrits,  qui  se  trouveut 
compris  rcspectivemcnt  dans  les  aiiglcs  li  et  C. 
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Jjoslor:  Disinncrs  mulutHts  ritlre  /es  /<tec/» 


2.  Distaiiccs  eiitre  les  i»ipds  des  liisse<4rlces  exterieures.  1^-s 
piwls  de  CCS  trois  bisscctriccs  sont  Ä'.  li",  C";  ils  sc  trcuvcnt  sitaes 
en  lignc  droitc;  et,  puisiiue  le  cöte  fj  cst  compris  eiitre  a et  e,  k 
point  li"  cst  situ6  cntre  A"  et  C". 

Nous  poserons 

ir'C"=^n",  C"A"  ==//',  A''Ji"^r". 

Calculons  la  lougueur  de  la  droitc  B"C”. 

Par  le  triangle  AH"C"  nons  avons 


=.  AIi"^-\-  ÄC'”‘  — 2AB"  . AC".  cos^l; 


et  conune 


Aii't  Ar'"  I **4-e*  — n- 

A li  ' “ » A(y  = - 1 cos  A =“ • 

« — c a — h 11k 


cctto  egalite  rcvient  ii 


lAc* 


ou  i\ 


. h*r^  bc{a*  — — c*) 

(o — c)*  (a — i)-  ’ \a  — c)(a  — b) 


bc 


Le  facteur  eutro  crochets  egak' 


bc{a* — 2ab-\-!A-\-n^ — 2<ic-|- <;*-}-<(* — lA — c^)-j-(a^ — b* — c^)(a* — (lA — (k) 
= ttbc{^a — 24 — 2e)-}-a(o* — — c^(<i — b — c) 

— a*bc — a(4-|-e — a)(2bc-\-a’‘ — b- — c*) 


OU 


n^bc  — Ö<((  ])  — u)(p  — 4)  (/)  — c) 


La  valcur  de  sera  douc 


tu 

'•  — (“ *)a — 8( — «)  ( /)  — 4)  ( — c) I . 

Puisnuc 

(ji — «)(y>  — b)  (p  — c) 

il  uoub  vient  cutiu,  et  pai'  pcrniutatiou  circulaire, 
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(III) 


On  en  tirc 


AabcS  , ,,  ^ 

{a—h)'i(a  — c)-  ~~  ’ 


,/#a  \ahcH 


r''t  = (lt—2r) 


3.  Kenuu'que.  Au  moyen  do  ccs  valeurs,  on  peut  rocounaitro 
que  Ics  trois  points  A",  ü",  C"  sout  situes  cn  ligue  droito,  et  (jim!, 
si  l’on  a a'^h'^c,  le  point  //'  est  situt'  cntre  A"  et  C". 


En  effot,  posons 

AabcS(R  — 2r)  = P^. 
Nous  avons,  daus  nos  hypothöses, 

" (a — *)(a  — c)’ 


h"  = 


Kons  en  tirons 


(i  — c)(a— A)' 

P 

(a  — c)  {b  — r) 


#/  I jtf  tf 

— a -\-h  — r 


par  suite  il  vieut 
on 


(c — rt)(a — b)  («  — b){b — <■)  (b  — r)(r  u) 

P{b-c-\-c—n-{-a  — b) 

(b  — c)(c  — a)(n  — b)  *’ 


jft  !f  \ tt 

h S3ca  <»  -j-rt 


A"C’"=  A"ö"+/i"6’", 


CO  qui  prouvc  quo  les  trois  points  A",  li\  C"  sont  situ6s  on  ligm* 
droito,  et  qne  le  point  B"  so  trouvc  plac6  entrc  A"  et  f/'. 

4.  Distanco  entre  les  picds  et  de  deux  lilssecfrlces,  l’iine  hittf- 
rienre  et  Tantre  exttirienre.  Nous  supposons  que  oes  doiix  bissoo- 
trices  ne  partont  pas  dn  memo  sommet  du  trianglc  ABC. 


Posons 
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Do  stör;  Distanrrs  mutntllts  enlre  Irs  pitils 


A"U‘  = «/', 

^"C'  = «3"; 

1P'C‘  = Ä3", 

lf'A‘  = 

C”A‘  = c", 

C"B‘  e/'; 

ct  calculons  la  valcnr  de  A"B'  = a^'. 
Le  triangic  A"U‘C  iious  donnc 


A"D‘^  = CÄ'^ -{■  VW*  — 2CÄ'’  . C’/y'.cost'. 

Puisque 


VA 


tt 


an'  = 


uh 

c-j-n’ 


tosC  = 


'Zuh 


Jiofre  egalite  devient 

- \h  — r)=*  (r-|-o)-*^  (A — ’ 

UU 

«2"''=  fr  ^-7/)“ — [«Ä{c-f-«)*4-'»*(/'—e)*4-(c*—n*—i-)(r-f «){/'— e)]. 


Si  nous  developpoiis  Ic  facteur  outre  erochefs , uous  trouvcroiis 
qu’il  revient  ä 


— u^ — A*)( — 

= ai(3e*-f2ea— 2/«')+(«'“-H-*— e-)(ci»+m-Ar) 

= abc*-\-'2tihr{c-\-u — A)-{-c(n^-|-/'‘ — c*){c-(-(y — h) 

= ,,Ac=*+e(c-fn— //)(«'ä+2rtH-/.«— riä) 

==  (/Ar'*-j-e(e-}-« — — e), 

OU  i\ 

c[7i//e-|-87)(/)  — h)  (p — c)]. 

Nous  avons  doiic 


= ^ijr7)ä|/;:rr)2  C“''^ + p — ^■)  ( p — e)]. 


Si  l’ou  observc  quo 


rtfic  = 4W/S,  p{p — h)(p  — c) 
on  verra  cnfiii  que 


»'>r 


(IV) 


Auheti 


On  trouverait  de  inemc  que 


1 
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(V) 


(VI) 


On  eu  (16duit,  par  pcrnmtatioii  circulaire. 


pms 


(VII) 


\o1jcS 


(e-|“  ")*('* — 


(/;  + 2c"). 


Faisnns  Ic  produit  des  egalit6s  (IV)  ct  (V),  et  prenous  la  racine 
i’arrfc  des  dcux  membres  de  Tegalitt^  resultanto;  nous  tronvons  que 

<■  < = r-i  w, Ti  (^+ 

‘ (c+rt)(«  + /')('->— c)^^  ' 

Hivisons  cetto  relation  par  l’egalite  (I);  nous  obtenons  requatinn 

flj"  (f  + ")  ('irt^'^ 

«'*  (4  — cY  ’ 

de  laquollr  nous  tirons  la  relation  rcinarquablc 


(VIII) 


tf  ff 

«2  «3 


(4—  c)=!  (rt-f-/-'){«+<^/ 
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MUctHtn. 


XLI. 

Miscelleii. 


1. 

Kurze  Replik 

an  Herrn  Dr.  T.  Zebrawski,  Mitglied  der  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Krakau 
von 

Maximilian  Curtze, 

Oberlehrer  am  Künigl.  Gymnasium  zu  Thom, 
Correspondent  der  Akademie  zu  Padua. 

Im  neuesten  Hefte  des  Bullettino  Boucoin pagui  (Maggio 
1879,  S.  135 — 137)  hat  Herr  T.  Zebrawski,  Mitglied  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Krakau,  einige  Ausstellungen  au  cinom  Auf- 
sätze gemacht,  den  ich  im  Februarheft  desselben  Bullettino  vom  Jahre 
1871  unter  dem  Titel  veriiffenilicht  habe:  „Sur  l’or thographe 
du  nom  et  sur  la  patrie  de  Witelo  (Vitclliou)“;  er  liat  also 
acht  Jahre  gebraucht  um  dieselben  herauszutinden.  Ich  würde  ihm 
an  derselben  Stelle  antworten,  an  welcher  seine  Bemerkungen  alt- 
gedruckt  sind,  wenn  nicht  inzwischen  Verhältnisse  eingetretea  wären, 
wclclie  eine  Mitarbeiterschaft  am  Bullettino  für  mich  zur  Unmög- 
lichkeit machen,  und  so  erlaube  ich  mir  denn,  hier  meine  Gegen- 
bemerkungen zu  vcrötVentlicheu,  damit  es  nicht  scheinen  möge,  ijui 
tacet,  consentire  videtnr. 

Die  erste  Ausstellung  des  Ilerrii  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W. 
z.  K.,  dass  ich  den  Anfang  des  Vaticanmanuscriptea  Codex  Urbinas 
•JG5  iii  folgender  Weise  habe  abdrucken  lassen: 

„Veritatis  amatori  fratri  Woilhclmo  de  morbeka  voytelo“ 

'N, 
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obwohl  nach  einer  in  seinem  Besitze  befindlichen  Photographie  darin 
zn  lesen  sei  „Wilheliiio“  und  „w  ytelo‘*  fallt  nicht  auf  mich,  son- 
dern auf  denjenigen  zurück,  der  mir  die  fragliche  I.esart  übermittelte, 
das  ist  auf  den  Fürsten  Don  Balthasar  Boncompagni  selbst,  aus  dessen 
an  mich  gerichteten  Briefe  vom  18.  Februar  1869  dieselbe  entnommen 
ist.  Fürst  Boncompagni  steht  als  Haudscliriftenkenner  und  in  Bezug 
auf  E.xactbcit  von  Angaben  in  der  wissenschaftlichen  Welt  so  hoch, 
dass  gewiss  jeder  andere  als  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K., 
die  auf  seine  Autorität  hin  begangenen  Fehler  entschuldigen  würde. 

Wenn  aber  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  weiter  die 
Original-Lesarten  des  Namens  niclit  aus  den  Handschriften,  sondern 
aus  Conjecturen  entnehmen  will,  ohne  daran  zu  denken,  vielmehr 
absichtlich  verschweigend,  dass  Witelo  sich  ebensowohl  — 
und  zwar  an  erster  Stelle  — einen  Thüringer  nennt,  als  einen 
Polen,  so  muss  ich  ihm  dafür  die  Verantwortung  ganz  allein  über- 
lassen. Mag  der  Name  Witck  in  iiolnischen  Urkunden  noch  so  oft 
vurkoniinen,  wir  wissen  bestimmt,  dass  Witelo  als  Priester  im  Klo- 
ster Vigogne  im  Henuegau  gelebt  hat,  wo  gewöhnlich  polnische  Ur- 
kunden sich  nicht  finden  dürften,  und  wir  haben  als  sichere  Form 
des  Namens  aus  den  ältesten  Handscliriften  Witelo.  Wem  soll  man 
denn  glauben,  den  vorhandenen  Handschriften,  welche  uaturgemäss 
sänimtlicb  auf  die  Originalhandschrift  iles  Verfassers  zurückgeheu, 
von  denen  es  aber  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  schwer 
werden  sollte,  nachzuweisen,  dass  z.  B.  eine,  etwa  die  obigo  Vatican- 
bandsclirift,  die  Quelle  aller  gewesen,  der  Lesefehler  der  ersten  sich 
demgemäss  auf  alle  liberlrageu  hätte,  und  die  sämmtlich  das  Witelo 
an  entscheidender  Stelle  haben,  oder  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A. 
d.  W.  z.  K.,  der  genau  weiss,  dass  in  der  Originalhaudschrift  Wit  ek 
stand  — wahrscheinlich  bat  sie  ihm  selbst  Vorgelegen  — und  dass 
also  jene  Verwechselung  von  k und  lo  wirklich  stattfand.  Freilich 
meint  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  es  habe  dem  Priester 
schlecht  augestandeu  sich  mit  einem  Diminutivnamen  Witelo  von 
^\  ito  zu  benennen,  aber  Witelo  hängt  zwar  als  Dimiuntivnamc  mit 
Wito  zusammen,  kommt  jedoch  als  eigener  Taufname  und  selbst  als 
Name  von  Priestern  in  Thüringer  Urkunden  oft  genug  vor. 

Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  zieht  ferner  aus  den 
Worten  des  Witelo  (De  optica,  lib.  X.  § 74)  „in  nostra  terra, 
scilicet  Poloniao“  den  Schluss,  dass  Jemand,  der  so  sage,  not- 
wendig ein  Pole  habe  sein  müssen.  Nötig  ist  das  wohl,  absolut  ge- 
nommen, nicht,  besonders  im  Zusammenhänge  mit  don  wohlweislich 
verschwiegenen  Worten  „Witelo  filiusThuriiigorum  et  Polo- 
norum“;  das  habe  ich  von  jeher  zugestanden  und  ist  wohl  von 
niemand,  am  wenigsten  von  mir,  jemals  bezweifelt  worden,  dass  Wi- 
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telo  in  Polen  geboren  ist,  jedoch,  und  das  sagen  die  absichtlich  unter- 
drückten Worte  deutlich  genug,  von  einem  deutschen  Vater  und 
einer  polnischen  Mutter;  Polen  musste  er  also  als  terra  nostra. 
sein  Geburtsland,  neunen  ohne  deshalb  seine  Nationalität  als  Pole 
bestimmen  zu  wollen.  Ebenso  kann  heute  noch  jeder  deutsche  Unler- 
than,  der  in  Polen  von  deutschem  Vater  und  polnischer  Mutter,  ja 
selbst  vou  deutscher  Mutter,  geboren  ist,  uud^solcher  giebt  es  tausend- 
fach, von  Polen,  als  seinem  Gcburtslaude  sagen  „terra  nostra, 
scilicot  Poloniae“  und  wenn  ihn  deshalb  Herr  T.  Zobrawski, 
M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  zu  einem  Polen  machen  will,  so  mag  er  cs 
tun,  der  Iletreffendc  würde  aber  heute  wohl  lebhaft  protestireu. 

Für  den  Nachweis  einer  Stelle,  an  welcher  der  Name  Höret, 
nicht  Borek,  erwähnt  wird,  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W. 
z.  K.,  meinen  aufrichtigen  Dank.  Das  sind  also  die  vielen  Stel- 
len, von  welchen  die  Biographie  universelle  sagt:  „il  parle 
(nämlich  Witelo)  sonvent  de  Borek,  qui  cst  cncore  an- 
jourd’hui  un  petit  villago,  situ6  pri^s  de  Cracovic-  et 
precisöment  ä la  latitude  dessigu6o  de  bo  degres“, 
und  unglücklicher  Weise  liegt  das  von  Witelo  ein  einziges  mal 
erwähnte  B o r c t nicht  bei  Krakau,  sondern  bei  Breslau,  denn  W itelo 
sagt:  „et  buius  simile  accidit  iuxta  civitatera  Vratis- 
laviac  apud  nomus  villac  Boret“.  Das  Ganze  heisst  franzö- 
sische Gründlichkeit,  oder  hat  der  Origiualcodex  des  Herrn  T.  Ze- 
brawski, M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  auch  hier  etwa  C'racoviae  gelesen? 

Thorn,  3.  September  1879.  M.  Curtze. 


2. 

Bemerkung  über  trigonometrische  Reihen. 

Auf  S.  9;')  im  04.  Teil  dieser  Zeitschrift  versucht  Herr  Appell 
für  einen  von  mir  in  Borebardts  Journal  Bd.  72  bewiesenen  Satz 
einen  einfacheren  Beweis  zu  geben. 

Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dass,  wenn  für  jeden  einzelnen 
Wert  von  x in  einem  Intervalle  (ce  ...  ß): 

Lira(zr„co8na--|-Ä,.  sinicr)  ==  0 für  « = x , 
alsdann  a„  und  mit  wachsendem  n uuendlic.h  klein  werden. 

Herr  Appell  versteht  unter  H„  den  absolut  grössten  Wert  der 
Function  <inCosiia:-f-A„sinH.r  für  die  Werte  von  x im  gedachten  Inter- 
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valle  uud  sagt:  „cette  valenr  /#,  tend  e^rmeat  snr  0 quad  n 
augnieute  indefininu'iif\ 

Diese  Bobauptung  jcdocb,  auf  welche  sich  der  ganze  Beweis  des 
Herrn  Appell  stützt,  ist  eine  unzulässige  and  gleichbedeutend 
mit  der  Annahme,  dass  die  Function  n„cos<*r-|-*»‘ini»j-  für  alle 
Werte  von  x im  Intervalle  (n...ß)  in  gleichem  Grade  gegen  0 
couvergirt,  wenn  n in  das  Unendliche  wächst 

Dass  mit  llinzuziebuug  dieser  Annahme  der  B*?weis  de«  Satze« 
leicht  geführt  werden  kann,  ist  bereits  \on  Horm  Heine  in  Borchardts 
Journal  Bil.  71.  pag.  307.  gezeigt  worden. 

Uebrigens  habe  ich  eine  etwas  v ereinfachemle  Dar-tellnng  meines, 
auf  die  Annahme  der  Couvergenz  in  gleichem  Grade  sich  in  keiner 
Weise  stützenden  Beweises  in  den  Mathematischen  .\nnalen  Bd.  4. 
pag.  139.  gegeben.  Eine  noch  grössere  Vereinfachung  lässt  sich, 
meines  Erachtens,  hei  der  Natur  des  Gegenstandes  nicht  erreichen. 

Halle  a S.,  den  23.  Sept.  i?<71>.  G.  Cantor. 


3. 

Bemerkung'  Ober  trigonometrische  Reihen. 

Den  Gegenstand  iler  vorigen  Bemerkung  nehme  ich  noch  einmal 
auf  aus  Anlass  der  Aeiisserung  dos  Horm  Cantor,  der  Schluss,  wel- 
chen Herr  Appell  aus  dem  Verschwinden  der  P’unctioii 

.1„  = o„cos/ia--|-f'..sin»x  = 71„cos(hx-{-!'„) 

für  u ■ X hei  coustantem  x auf  das  Verschwinden  von  B,,  macht, 
sei  unzulässig;  mit  Bezugnahme  auf  die  zuletzt  ausgesprochene 
Ueborzc’ugnng,  dass  eine  grössere  Vereinfachung  des  Beweises  für  das 
Verschwinden  von  «r,,  und  als  die  in  der  letzt  citirtcu  .\rbcit  von 
ihm  gegebene  nicht  zu  erreichen  sei. 

Eine  leichte  Betrachtung  ergieht,  dass  in  Bezug  auf  eine  belie- 
bige Function  -iMfr),  deren  Ma.xinuiin  B„,  der  Schluss  nicht  richtig 
sein  würde,  zugleich  aber,  dass  nur  besondere  Eigentümlichkeiten  der 
Function  Ansnalnncn  von  der  gefolgerten  Sache  bewirken,  während 
das  Resultat  des  Schlusses  im  allgemeinen  zutrifl't.  Au  diese  All- 
gemeinheit war  natürlich  Appell  nicht  gebunden,  iiulein  er  die  Be- 
gründung als  leicht  zu  durchschauen  untcrliess;  er  konnte  sieh  an 
die  vorliegende  Function  halten. 

•28* 
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Vergegenwärtigt  man  sieb  letztere,  so  scheinen  der  Annahme, 
dass  sic  jene  Eigentümliclikeit  besitze,  Widersprüclie  im  UeberÜuss 
entgegen  zu  stehen,  wiihrond  die  Abstraction  von  vielen  Umständen, 
die  nichts  zur  Sache  beitragen,  einige  rcdactionelle  Schwierigkeiten 
verursacht.  Welcher  dann  der  beste  Weg  ist,  einen  Widerspruch 
uachzuweisen,  muss  dahingestellt  bleiben. 

Der  folgende  Versuch  macht  daher  keinen  Anspruch  auf  irgend 
welchen  Vorzug;  jeder  neue  wird  sich  wahrscheinlich  auf  andre  Punkte 
richten;  ich  habe  einen  Weg  gewählt,  welcher  direct  zur  Behauptung 
von  Appell  führt. 

Bezeichnet  c eine  beliebige  positive  Constante,  und  c — rf*  eine 
kleinere  desgleichen,  so  muss  es  nach  Voraussetzung  für  Jedes  x einen 
Wert  n = tix  geben,  derart  dass  für  n 3>  «x 

Au<c  — fP 

wird.  Für  ein  beliebiges  n unterscheiden  sich  die  r,  jenachdem 
Mjt  <;[  H oder  wj  ^ >1 

ist.  Beide  Classen  können  nur  in  abwechselnden  Intervallen  existiren, 
und  zwar  gehören  die  Greuzpunkte  stets  zur  letztem  Classc;  aus  die- 
sem Gruude  ist  ein  Eiiizclwcrt  erstcrer  Classe  nicht  möglich. 

Die  Siunine  der  lutervalle  letzterer  Classe  sei  = a„.  Sic  kann 
sich  bei  wachsendem  u nur  vermiudern  oder  gleich  bleiben,  folglich 
muss  sic  für  « = » einen  Grenzwert  haben,  der  entweder  null  oder 
positiv  ist.  Der  Fall  lim.  (»„  = 0 schliesst  auch  den  Fall  ia„  = 0 
für  endliches  « in  sich,  welcher  dem  Zutreffen  unserer  Thesis  ent- 
spricht, den  wir  jedoch  nicht  ausschlicssen  wollen. 

Der  Fall  lim.  w„  = y — « >■  0 widerspricht  der  Voraussetzung. 
Sollte  dies,  sofern  w„  für  » ==  x aus  unendlich  vielen  Teilen  besteht, 
nicht  sofort  deutlich  sein,  so  denke  man  für  jedes  » alle  Bestand- 
teile zusammengeschobeu  und  die  untere  Grenze  nach  « gerückt. 
Diese  eindeutige  Bewegung  muss  auch  ßnaliter  ein  eindeutiges  Ke- 
sultat  haben,  d.  h.  cs  muss  jede  Grösse  zwischen  or  und  y Grenzwert 
eines  oder  mehrerer  x sein,  und  allen  diesen  x entspricht  kein  «x. 
gegen  die  Voraussetzung. 

Es  bleibt  nur  der  Fall  übrig: 

lim.  o)„  = 0 (1) 

Demgemäss  kann  man  für  hinreichend  grosses  « setzen: 
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UDtcr  R einen  Rechten  verstanden.  Sei 

' = “k+T-?  (-2K<».<2h) 

dann  gehören  zur  Classe  »x  ^ » alle  x,  für  welche 

A„  = i3„coS'&„  ^ c — </“  (2) 


daher  ist  die  Länge  des  stetig  zusammenhängenden  Intervalls,  wenn 
man 


setzt, 


Uh  cos  rjn  = C — fP 


(3) 


oder,  wenn  JJ„  c—  tP  ist,  =0.  Die  Anzahl  dieser  gleichen  Inter- 
valle wird  bestimmt  durch 

MO  ^ 4IR-|-  — r„  ^ nß 

ist  also  bis  anf  einen  echten  Bmch 

~ " 4R 

ihre  Summe,  welche  nicht  grösser  als  das  Gcsammtintervall  sein  kann, 

ß — n = ^ ß — a 

2K  < if.^2  ^ 

woraus : 

‘ d„”i7„<öV2  (4) 

also  nach  (2); 

Ah  > itnCOs(/>y  2) 

Nachdem  hiermit  ersichtlich  ist,  dass  Zt,,  nicht  ins  unendliche  wachsen 
kann,  dass  also  zu  setzen  gestattet  ist 

B„  <1  «*  (e  coust.)  (5) 

bestimmen  wir  nun  näher 

dann  ergiebt  die  Ungl.  (4): 


e 
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woraus  folgt: 


und  nach  (5) : 

Dazu  addirt,  uach  (3), 


1 — cos  r]„  •<  J •< 
— cos»/,,)  <;  d- 


B„  cos  r]„  = c — (P 
J)h  <C.c 


Hiermit  ist  die  Richtigkeit  von  AppoH’s  Schluss  bewiesen.  Es 
folgt  dann  weiter,  dass  auch  für  jedes  r 

< c (7) 

wird;  auch  ist  umgekehrt  (G)  Folge  von  (7),  weil  Bn  Spccialwert  von 
A„  ist,  wie  es  von  Cantor  ausgesprochen  ward. 

Wir  brauchen  nun  bloss  7i  so  gross  zu  nehmen,  dass  für  u'gcud 
eine  ganze  Zahl  Ic 

4AH  (^)R 

« H 


wird;  dann  folgt  sofort: 


O»  <C  C)  <C  c 


weil,  nach  Substitution  der  2 Mittelglieder  für  a-,  yl„  bzhw.  in  a„  und 
l)„  übergeht. 


In  Betreff  der  von  Herrn  Caiitor  am  Schlüsse  kund  gegebeucu 
Meiuung  will  ich  auf  eine  Vergleichung,  welcher  Beweis  der  ein- 
fachere sei,  nicht  eingeben,  wol  aber  Gewicht  darauf  legen,  dass  der 
Appcirscbe  Weg  überhaupt  ein  möglicher  ist,  was  Herr  Cantor  offen- 
bar bezweifelt,  da  er  nur  Vereinfachung  in  der  von  ihm  eingeschla- 
geucu  Richtung  in  Betracht  zieht.  Die  Menge  d«r  in  den  fraglichen 
Schluss  eingeschalteten  Zwischenglieder  ist  nur  eine  scheinbare.  Die 
Vorbetrachtungeu  bis  zur  Aufstellung  der  Gl.  (1)  enthalten  nur,  was 
sich  von  Anfang  überschauen  Hess;  die  dann  folgende  Rechnung  ist 
eine  blosse  Ausführung  des  leicht  ersichtlichen  Umstandes,  dass  die 
B,t  die  kleinere  Constante  c — tP  nur  unendlich  wenig,  nümlich  um 
die  Höhe  eines  sich  unendlich  verengenden  Segments,  übersteigen 
können,  und  enthält  nicht  den  geringsten  Kunstgriff,  so  dass  sich  das 
Gesammte  als  Interpretation  des  angefochtenen  Schlusses  auffasseii 
lässt.  R.  Hoppe. 
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4. 

Schwerpunkt  eines  Vielecks. 

Die  folgende  coustructivc  Auffindung  des  Schwerpunkts  eines 
beliebig  gegebenen  Vielecks  beruht  auf  einer  einfachen  Methode  den 
Schwerpunkt  des  Vierecks  /u  finden,  welche  mir  nicht  so  bokaunt  zu 
sein  scheint,  als  ich  früher  glaubte  annehmen  zu  dürfen,  weil  sie  sich 
so  leicht  darbietet, 

A.  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Seien  A und  U die  Schwerpunkte  der  2 Dreiecke,  in  welche 
eine  Diagonale  das  gegebene  Viereck  teilt.  Die  Gerade  AB  schneide 
die  Diagonale  in  C.  Man  trage  C'Ä  auf  AB  nach  BE-  dann  ist  E 
der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Den  Beweis  werden  Schüler  leicht  finden. 

B.  Schwerpunkt  des  «ecks. 

Mau  teile  das  gegebene  «eck  durch  Diagonalen  von  einer  Ecke 
ans  in  Dreiecke,  nach  der  Folge  des  Augrenzens  A„  Aj,  ...  A„_2, 
mit  den  Schwerpunkten  M^,  ...  Hieraus  ergeben  sich 

nach  obiger  Methode  die  Schwerpunkte  A^,  . . . Nn-3  der  Vier- 
ecke /tj,  y^o,  . . . yy„_a,  welche  durch  Anfügung  der  successiTcn  Drei- 
ecke (Bk  = At-f-A*+i)  entstehen.  Zieht  man  nun  die  Geraden 
• 

ity,  Ag,  ^.^Ag,  . . . 3/",i_4A„— 3 

3/.,A'„  A/^iVg,  . . . M.,-2E„-4 

und  schneiden  sich  die  Uber  einander  geschriebenen  in  P„  ... 
so  sind  letztere  die  Schwerpunkte  der  P'ünfecke  Cj,  Cg,  ...  C„_4,  wo 
Ct  = At-f--^it+i  + '^*+2-  2?ieht  man  ferner  die  Geraden 

A/jV'g,  3^/3,  . . . 3/„— 4 

M^P^,  34Cg,  ...  3/„-2C,.-5 

so  geben  die  Durchschnitte  der  über  einander  stehenden  Q„  Qg,  ... 
<y„_ö  die  Schwerpunkte  der  Sechsecke  O, , Dg,  ...  D„_5,  wo 
Dk  — Ai-|-^H+i-|-A*+2-|-A*+s.  So  kann  man  fortfahren  bis  zum 
»eck. 

Zur  Constructiou  sind  erforderlich  die  Halbirung  von  « — 1 Ge- 
raden. nämlich  der  .\nfaugs-  und  Eudscite  und  den  a — 3 Diagonalen, 
ferner  2(«  — 2)  Verbindungen  für  die  Dreiecke,  « — 3 für  die  Vier- 
ecke. 2(»  — 4),  2(«  — ö),  ...  2.1  bzhw.  für  die  Fünfecke,  Sechsecke, 
u.  s.  w.,  zusammen  mit  den  Diagonalen  (» — 1)(»  — 2)  Verbindungen, 
ausserdem  n — 3 Abtragungen  von  Linien.  R.  Hoppe. 
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5. 

Planimetrische  Uebungrsaufg^be. 

Von  ,2  gegebenen  Punkten  nnsserlialb  eines  gegebenen  Kreises 
2 gleiche  Secanten  zu  ziehen,  deren  Endpunkte  einen  gegebenen  Bo- 
gen begrenzen. 

Die  Formulirnng  der  Aufgabe  enthält  2 unnötige  Beschränkungen, 
welche  zur  Fixirung  der  Vorstellungen  dienen  sollen,  weil  sonst  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Lagen  übermässig  gross  sein  würde,  die 
sich  aber  leicht  heben  lassen,  wenn  man  die  Aufgabe  in  voller  All- 
gemeinheit anffassen  will. 

Die  Aufgabe  eignet  sich  besonders  für  trigonometrische  I.üsnng 
mit  nachfolgender  Construction,  namentlich  da  sich  bei  ersterer  durch 
angemessene  Einführung  jede  Irrationalität  vermeiden  lässt. 

Seien  A,  U die  2 gegebenen  Punkte,  C der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  AM,  BN  die  gesuchten  Secanten.  Bekanut  sind 

CM  ■=  C'A’  = r,  CA  — r,,  CB  = r^, 

Wkl.  MCN  = «,  Wkl.  ACB  = ß 

Man  setze,  für  den  Fall  wo  sich  die  Secanten  nicht  schneiden, 

= 2y,  Wkl.  ACM  = x — y 
u cos  y = (r,  — »•*)  cos  A ; it  sin  y =•  (rj  -j-  r^)  sin  A 

dann  wird  x bestimmt  durch 

2rcos(a: — A)  = « (1) 

Hierbei  ist  vorausgesetzt  »•,  ^ r«.  Schneiden  sich  die  Secanten , so 
ist  a als  negativ  zu  betrachten. 

Zur  Construction  verlängere  mau  AC  über  C hinaus  und  trage 
CB  von  C aus  nach  beiden  Seiten  auf  die  Gerade,  so  dass 

AD  = r, — r*;  AL'==rj-|-r, 

wird.  Nun  mache  man 

Wkl.  CAF=y 

und  ziehe  die  Lote  DF,  KG  auf  AE  und  AG  auf  AF,  wodurch  sich 
die  Schnittpunkte  F,  G bestimmen.  Daun  beschreibe  man  2 Kreise, 
deren  Durchmesser  AF  und  AG-,  diese  schneiden  sich  in  //.  Jetzt  ist 

AH=u 

und  bildet  mit  AC  den  Winkel  A.  Nachdem  u und  A bekannt  sind, 
construirt  man  x nach  Gl.  (1)  und  trägt  x — y au  C’A,  x+y  an  CU, 
um  als  zweite  Schenkel  CM  und  CW  zu  finden.  R.  HoppC; ^ 
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6. 

Rationales  Dreieck,  dessen  Selten  auf  einander  folgende 
^nzc  Zahlen  sind. 

Sind  die  Seiten  eines  Dreiecks 

= II  — 1,  »I,  li-j-l 

und  n ganze  Zahl,  so  ist  der  Inhalt 

/I  = — 4) 

rational,  wenn 

— 4 = 3wi* 


und  m rational  ist.  Es  folgt  dann: 

^ = Jmu 

Ungerade  h können  wir  sogleich  aussehliesscn,  denn  für  den  Modul  4 
würde 

«-  — 4 = 1;  3m.*  = 3 

sein.  Sei  also 

n = 2p  \ m = 2q 


dann  wird  die  Bedingungsgleichung; 

— = 1 
/I  = 3pq 


(1) 


und 

ist  immer  ganze  Zahl. 

Setzt  man  für  jede  ganze  Zahl  k 

;)|k+l  = 2pit-\-3qk-,  <zt+l  ^ pk-\-"2qic  (2) 

so  wird 

;)-*+!  — 3<2*t+i  = p^k  — 3>/t 

und  pt+i,  ijt+i  eine  Lösung  von  (1),  wenn  pk,  qk  eine  solche  ist 
Aus  (2)  erhält  man; 

pk^■\  — 2pk  — 3f/t  = 0 

3qk  — 3;n-i  — 6</*  = 0 
woraus  durch  Addition: 

;)*+!— 4/j*  + f‘-i  = 0;  2i+i  — + ^ 

Demnach  sind  pk  und  qk  Lösungen  derselben  Gleichung.  Nun  ist 

4 = (24- V 3)4- (2— y 3)  = iJ4-y34-2^:^ 


— pk  — 2qk 


Ü 


- 2qk -f-  2pk-i  4- 4<n_i  ■=  0 
pk  — 2fk-i — 3</i-i  = 0 
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Dies  substituirt  giebt: 

P*+ 1 — (i  + V 3)}u-  «=  2^  ys 

oder: 

— (2+y3);)i}(2  + y3)*  = l;,i_(2  + y3)pt-i!(2  + y'3}^> 

Setzt  mau  für  k nach  einander  1,  2, ...  k und  addirt,  so  erhält  man: 

li>*+ 1 — (2  + y 3)pk  1(2  + y 3)‘  = />!  — (2  -|-  y 3);>o 

Hiervon  machen  wir  Anwendung  auf  die  p und  die  g,  indem  wir  zn- 
erst  = 2;  = 1,  nacliher  ;ji  = 1;  Pu  = 0 setzen.  Nach  Division 

durch  (2-}-V'3)-*  kommt: 

pt+i(2+y3)-'’  — /Jt(2-f- V3)  -*+i  = — y3(2-f- v'3)-2* 
gjr+i{2-j-V3)-*  — gt(2  + y3)-‘+'  = (2+y3)-‘^ 

Dies  summirt  von  k = 0 bis  k — 1 giebt: 

;>*(2+V3)-*+i-/,o(2+y3)  =-(2+  y'3) 

</t(2+V3)-‘+i-g„(2+y3)  = (2  + y3)i~Ä?;^- 

-V  o 

oder,  weil  /»o  = 5o  ■=  ü: 

(2+y3)*+(2-v'3)* 

P>‘  = 2 

(2+y3)*-(2-v'3)‘ 

2?3  : 

Hiernach  haben  wir  folgende  einfach  unendliche  liuihe  von  J.,0£ungeu: 
n = (24-y3)‘-)-(2  — y3)‘ 
j = y3(2+V3)^^*-(2-y3F*^ 

k = U,  1,  2,  ... 

Die  kleinsten  Zahlen  daraus  sind: 


k j Seiten  j Inhalt 


0 ' 

3 ; 

■1  • 

ö 

2.3 

1 

13 

14 

lö 

2-'.  3 . 7 

2 ' 

öl 

Ö2 

Ö3  1 

1 2.32.5.13 

3 

193  ' 

194 

195  1 

1 2».3.7.97 

4 

723  1 

724 

725 

2.3.19.181 

^ 1 

2701 

2702 

' 2703 

' 22.32.7.13.193 

6 ! 

, 100Ö3  1 

lOOS-1 

10085 

2.3.11.71.2521 
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Es  bleibt  zu  beweiscu,  dass  cs  andere  Lösungen  nicht  giebt. 
Durch  Elimination  von  qt,  dann  von  jn  zwischen  den  Gl.  (2)  und 
Substitution  von  4-  — 1 für  4 findet  man : 

pt-l  = 2pk  — 'dqt ; qk  = -pk-\-  2qk 


Nach  Gl.  (1)  ist,  wenn  p und  q nicht  negativ  sein  sollen, 

p>  qV‘A 


WäTC  aber  p ^ 2q, 


so  wäre 


P*—Sq-  = 1 ^ 

folglich  ist  der  Fall  nur  möglich  für  </  = ü und  q = 1.  Demnach 
liat  man: 

iU-i  = (2  — y 3);J1  -|-  y 3( pk  — y 3f/)  > Ü 
pk-l  = pk  + (/>l  — 2qk)  — qk  <C  Pt 
qk-\  = — pt-{-2qk  > U für  qk  > 1 
qk-l  = qk  — (pk  — qk)  <[  qk 


■\Viederliolt  man  also  die  Rcduction,  so  bilden  pk-[,  ...  und 
qk,  qk-l,  ...  zwei  beständig  abnelimendo  Reihen,  und  muss  schliess- 
lich “1  werden,  so  dass  ihm  y>  = 2 entspricht.  Folglich  geluii 
durch  die  aufsteigende  Ableitung  alle  Lösungen  ans  p = 2,  ry  = 1 
hervor. 


Bemerkung.  Soll  die  SeitendifVerenz  nicht  notwendig  = 1 sein, 
soudem  die  Seiten  überhaupt  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
so  geht  Gl.  (1)  über  in 

p^ — 3<y^  = r® 

und  lässt  sich  zerlegen  in 

p(p  + r)  = 3Ary  ; k(p  — r)  = pq 

woraus : 

r ~ — 

Man  erhält  also  die  doppelt  unendliche  Reihe  von  Lösungen 

p =■  3A--yy- 

init  der  entsprechenden  Scitendifferenz 

>•  = 3A-  — p“ 

wo  A und  fl  alle  relativen  Primzahlen  zu  durchlaufen  haben.  Die 
Sciteu  sind  dann: 

3(A=+u2),  2(3A>=-fp*),  !)A*+p^ 

und  der  Inhalt: 

J = i|Afi{3A=*+p'') 

R.  Hoppe. 

V 
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lieber  einige  prineipielle  Punkte  der  Infiiiitcsimaltheorie. 

Gegen  die  in  T.  LV.  p.  49.  aufgestelltcu  Principien  der  lu&ui- 
tcsimaltheorio  ist  zwar  von  keiner  Seite  ein  Einwand  erhoben  worden, 
doch  deuten  manche  erhaltene  Aeusserungen  darauf,  dass  es  noch 
Hintertüren  giebt  um  auf  den  alten  unklaren  Standpunkt  wieder  ein- 
zulenken. Das  folgende  hat  den  Zweck  solche  Hintertüren  zu  ver- 
scbliesscu. 

Manche,  die  der  .gegebenen  Deliuitiou  der  üncndlichkleinen  und 
Unendlichgrossen  sofort  beistiinmen,  wie  denn  auch  dieselbe  schon 
vorher  gegolten  hat,  wenn  gleich  häutig  die  wesentliche  Bestimmung 
als  Variable  zu  beachten  vergessen  ward,  wollen  eine,  wie  sic  meinen, 
unerhebliche  Verbesserung  im  Ausdruck  anbringen.  Statt  zu  sagen: 
Eine  Variabele,  die  über  jede  Constaute  hinaus  wachsen  kann,  ist 
unendlich  gross  — soll  cs  heissen:  kann  unendlich  gross  werden, 
oder:  wenn  sie  über  jede  Constante  hinaus  wächst,  wird  sie  unend- 
lich gross. 

Diese  Abänderung  ist  nun,  wie  ich  erklären  muss,  gar  nicht  un- 
erheblich; sie  wirft  die  ganze  Theorie  über  den  Haufen  und  löscht 
das  angozündetc  Licht  aus. 

Wenn  eine  Variabele  unendlich  gross  wird,  was  wird  sie  dann? 
Der  Sinn  des  Prädicats  bleibt  bei  einer  solchen  Fonnulirung  uiidetinin. 
Sagen  wir  nicht,  was  unendlich  gross  (oder  klein)  ist,  so  haben  wir 
wieder  einen  rätselhaften  llegrift',  nml  die  ganzen  Schwierigkeiten, 
au  deren  Lösung  man  Jahrhunderte  lang  verzweifelte,  stellen  sich 
wieder  ein. 

Zunächst  ist  ein  unüberlegter  Eiuwand  abzuweisen,  welcher  die 
Abänderung  motiviren  soll.  Man  sagt,  es  sei  gegen  den  Sprach- 
gebrauch und  darum  unverständlich,  dass  ein  dauerndes  Seiu  durch 
ein  Können  detinirt  würde.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall.  In  der  Ma- 
thematik und  auch  sonst  werden  Fähigkeiten  Sachen  als  dauernde 
Eigenschaften  zugeschrieben,  die  also  durch  ein  Können  defiuirt  sind. 
Variabel  ist,  was  variiren  kann,  nicht  bloss  während  cs  variirt 

In  der  Tat  kann  mau  bei  dem  Begriff  variabeler  Grössen  stehen 
bleiben  und  die  unendlichen  Grössen  als  blosse  Specialitätcn  derselben 
betrachten.  Variabel  kann  eine  Grösse  seiu  ohne  Grenzen,  ohne  obere, 
ohne  untere  Grenze,  zwischen  2 Grenzen.  Der  zweite  Fall  ist  ohne 
weiteres  der  der  Unendlichgrossen,  der  dritte,  nur  angewandt  auf  den 
absoluten  Wert,  der  Fall  der  Uuendlichklciuen. 
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Dass  hiermit  das  Gebiet  der  Unendlichen  ganz  den  gewöhnlichen, 
bekannten  Begriffen  untergeordnet  wird,  und  der  letzte  Anschein  des 
Transcendentaleu  schwindet,  leuchtet  ein-,  desgleichen,  dass  dies  nicht 
der  Fall  wäre,  wenn  man  jene  verilnderte  Fonnulirung  der  Definition 
unterschieben  wollte. 

Während  aber  so  das  Unendliche  seines  Nimbus  gänzlich  beraubt 
wird,  macht  es  leicht  den  Eindruck,  als  könnten  wir  damit  keinen 
Schritt  weiter  gelangt  sein,  als  wäre  eine  Fruchtbarkeit  des  Begriffs, 
eine  Auweuduug,  die  uns  das  grosse  Gebiet  der  hohem  Analysis  er- 
schliesst,  undenkbar.  Es  entsteht  also  die  Frage:  Welche  Folgen  hat 
die  Aussonderung  dieses  Teilbegriffs,  dass  wir  ihn  als  wesentlich  neues 
Element  der  Mathematik  mit  dem  besonderu  Namen  unendliche  Grösse 
belegen  können  ? 

Diese  Frage  beantwortet  mit  einem  Schlage  vollständig  der  a.  a.  0. 
so  beuaimto  Hauptsatz  der  Infinitesimaltheorie:  Zwei  Constante 
sind  einander  gleich,  wenn  sie  von  einer  Variabein  un- 
endlich wenig  diffcrircu.  Ihm  zufolge  geht  die  Gleichheit 
zweier  Grössen  wirklich  aus  dem  blossen  Nichtvorhaudeusein  zweier 
untern  Grenzen  von  Variationen  hervor,  eine  Schlussweise  die  der 
Mathematik  ein  neues  Organ  verleiht  und  durch  dasselbe  ein  neues, 
unbegrenztes  Gebiet  aufschlicsst. 

So  ist  die  Fruchtbarkeit  der  Einführung  der  unendlichen  Grössen 
als  blosser  Variabeln  mit  Negirung  der  eineu  Variationsgrenzo  uach- 
gewieseu,  noch  che  die  Theorie  principicll  ihre  Gestalt  gewonnen  hat. 
Es  bleibt  noch  ein  Punkt  uachzuholeu,  der  Manchen  hedcnklich  machen 
kann,  nämlich  die  Möglichkeit  widersi)rechcuder  Bestimmung. 

Niemand  nennt  es  einen  Mangel  der  Theorie  der  Gleichungen, 
dass  sich  widersprechende  Gleichungen  aufstclleu  lassen.  Wider- 
sprechen sich  2 Gleichungen,  so  ist  entweder  die  eine  oder  die  andre 
unzulässig,  oder  drittens,  wenn  beide  für  eine  Aufgabe  notwendig  sind, 
so  giebt  cs  keine  Lö.sung.  Dasselbe  gilt  von  Ungleichungen.  Sei  nun 
X unendlich  gross,  habe  also  keine  obere  Grenze  der  Variation,  durch 
eine  hinzukommeude  Gleichung  oder  Ungleichung  werde  aber  eine 
obere  Grenze  bewirkt.  Dann  findet  der  herbeigeführte  Widerspruch 
seine  Erledigung  in  einer  der  genannten  3 Weisen;  dennoch  würden 
Verwickelungen  entstehen,  wenn  man  nicht  fcstsetzte,  dass,  wenn  ciu- 
mal  X = » feststehende  Bestimmung  sein  soll,*? das  Zeichen  x für 
keine  gleichwc'rtigc  Variable  gebraucht  werden  darf,  deren  Begrenzung 
Vorbehalten  bleibt.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Gebrauch  besonderer 
Zeichen  für  die  unendlichen  Grossen,  welcher  Unkundige  leicht  zu 
dem  Hisverstäudniss  verleitet,  als  lägen  die  Uucudlichen  ausserhalb 
des  Gebietes  der  Eudlicheu. 
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Es  fragt  sich  ferner:  Kann  die  Eiiifülirung  zweier  uncmllkhen 
Grössen  einen  Widerspruch  ergehen?  Nach  bisheriger  Begriffä- 
bestiininung,  d.  i.  a.  a.  0.  Definition  I.,  ist  dies  niclit  denkbar,  l)a- 

durcli  dass  r keine  obere  Grenze  haben  soll,  wird  der  Variabcln  ^ 

t 

keine  Grenze  gesetzt,  uiitliiu  wäre  cs  zulftssig  zu  setzen: 

1 

a-  = * : - = X 

’ X 

Hieraus  erhellt,  dass  Definition  I.  nicht  ansreicht,  und  Definition  11 . 
obwol  sie  anscheinend  nichts  neues  sagt,  eine  wesentliche  läcstimuinng 
hinzufügt.  Um  letztere  analog  durch  Xicbtvorhandeusein  einer  obem 
Grenze  auszudrüeken,  müsste  man  sagen: 

Mehrere  Variabein  sind  unendlich  gros.s,  wenn  keine  obere  Grenze 
ihres  gleichzeitigen  Variirens  existirt. 

Sollten  hiernach  x und  - nncndlich  gross  sein,  so  müsste  fUr 
jedes  constanto  c zugleich 

r ]>  c und  ^ c 

iC 

gemacht  werden  können.  Da  dies  schon  für  c = 1 unmöglich  ist,  so 
ist  der  Widerspruch  ersichtlich. 

Im  Falle  eines  solchen  Widcrsi)ruchs  unterliegt  es,  wie  oben 
bemerkt,  der  freien  Wahl,  welche  der  verschiedenen  Bestiraraungcu 
man  festhält,  und  welche  dann  conscfpienterweise  unzulässig  ist. 
Hierdurch  erklärt  sich  der  Ausdruck  „als  unendlich  gro.ss  betrach- 
ten“, welchen  man  leicht  dabin  misdeutet,  als  wolle  mau  nicht  be- 
stimmt aussprechen,  oh  eine  Grösse  unendlich  gross  sei  oder  nicht. 
Man  betrachtet  x als  unendlich  gross,  wenn  man  im  voraus  fcst- 
setzt,  dass  jede  der  Annahme  widersiu'cchende  spätere  Hestiminung 
die  unzulässige  sein  soll. 

Dies  kann  wieder  nur  dann  geschehen,  wenn  mau  hei  Jeder  llo- 
lation  zwischen  x und  andern  Variahein  x als  Unabhängige,  ilio 
übrigen  als  Functionen  betrachtet.  Als  solche  heisst  dann  x unab- 
hängig unendlich  gross. 

Ist  nun  fix)  gegebene  Function  der  unabhängigen  Unendlicli- 
grosscii  X,  so  handelt  es  sich  in  der  Praxis  der  Analysis  darum,  ans 
der  Eigenschaft  von  x auf  die  von  /(x)  Schlüsse  zu  machen.  Es  ent- 
steht die  Frage:  Folgt  aus  x.  — x und  der  Bestimmung  von/',  ob 
/(x)  = X ist?  Nach  bisheriger  Definition  ist  dies  nicht  der  Fall; 
denn  aus  x>e  lässt  sich  nicht  immer  entscheiden,  oh  gleichzeitn; 
/W  f sei.  Z.  B.  kann  man  nach  Belieben 
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c und  tg*  > c oder  c 
machen.  Obgleich  also  die  Annahme 

»•  = X , tga:  =>  X 

keinen  Widerspruch  enthält,  so  muss  doch  nach  Einführung  von  x 
als  unabhä7igiger  Unendlichgrosseu  die  Gleichung  tg*  = x durch 
Definition  für  falsch  erklärt  werden.  Diese  neue  Definition,  wie  sic 
der  Praxis  der  l'iuictionenrechuung  entspricht,  lautet  bekanntlich: 

Eine  I’uuction  /(x)  einer  unabhängigen  Uuendliehgrossen  x heisst 
unendlich  gross,  wenn  es  für  jede  (,'oustante  c eine  Constantc  « giebt, 
derart  dass,  für  jedes  * > n,  f{x)  ';>  e wird. 

Kürzer  ausgedrückt  kann  die  Bedingung  heissen:  — wenn,  für 
jedes  hinreichend  grosse  a-,  _fx  c ist. 

Sie  steht  zur  anfänglichen  Definition  in  dem  Verhältniss,  dass 
jene  für  den  genannten  Hauptsatz  der  Infinitesimalrechnung  ausreicht, 
die  neue  aber  durch  die  Forderung  notwendig  wird,  dass  das  Prädicat 
unendlich  gross  der  Function  ohne  Recurs  an  das  Argument  zukommo, 
dass  wir  also  schlechthin  von  unendlich  grossen  Functionen  unabhän- 
giger Uneiullichgrossen  sprechen  können. 

Die  Anwendung  des  Vorstehenden  auf  die  Unendlichkleinen  ist 
leicht.  INur  um  nicht  die  Beziehung  auf  den  absoluten  Wert  so  oft 
ansdrüclcen  zu  müssen,  habe  ich  alles  bloss  an  den  Unendlichgrossen 
durchgeführt. 

R.  Hoppe. 


8. 


Beitrag  zur  8phUrik. 


Sind  in  einem  sphärischen  Dreieck  gegeben  die  Differenzen  der 
Winkel  und  der  gegenüberliegenden  Seiten,  also 


a — (I  = A\  ß — i = y — c 


SO  setze  man: 


ü 
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Äfiicelten. 


tüp  = 

Dann  wird: 


‘iß), 

siiiA 


<g 


ts<y 


(-“)  ..  '«(9 


I 

« =;H- 


sin  A 


'1+Z-, 


tffr  = — ' , 
Sin  A 


’■+ 


C 


oder : 


e — 


) — 


C 

2 


of,  = 180“  — a u.  8.  w. 
n^  = 180“  — « U.  8.  W. 


Ich  fand  dic8C  Auiiö.'ung  aus  der  Transformation  zweiter  Ord- 
nung der  sphärischen  Dreiecke. 


Ist  niimlich  ein  sphärisclies  Dreieck  gegeben  mit  den  Elementen 
<1,  li,  c-,  a,  ß,  y;  so  existirt  stets  ein  zweites  sphärisches  Dreieck  mit 
den  Elementen  cj-,  «j,  ß„  y,,  wo 

JT-j-n  — “ a rr-f-i  — ß n 4-  c — y 

= 2 ; ß,  = ^ ; y,  = 2 


Zu  hemerkeu  ist  uocli,  dass  das  transformirO'  Dreieck  dasselbe 
bleibt,  wenn  man  statt  des  Grunddreiecks  das  Supplementardreieck 
setzt. 

Meissei. 
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Litterarischer  Bericht 

UCLUI, 


Technik. 

Die  Telegraphen -Technik  der  Praxis  im  ganzen  Umfange  zum 
Gebrauch  fUr  den  Unterricht,  für  Bau-  und  Maschinen -lugenieure, 
Telegraphen-  nnd  Eisenbahn-Techniker,  Mechaniker,  Militär-Ingenieure 
und  für  die  der  Militär-Telegraphie  nahestehenden  Personen  bearbeitet 
von  A.  Merling,  Kaiserl.  Provinzial  - Telegraphen  - Director  z.  D. 
(Oberregierungsrath),  ordentl.  Lehrer  der  clectrischen  Telegraphie  am 
Königlichen  Polytechuikum  zu  Hannover.  Mit  einer  Karte  zu  Seite  13, 
zwei  lithographirten  Tafeln  und  530  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten. Hannover  1879.  Carl  Meyer.  764  S. 

Das  Buch  besteht  aus  .3  Teilen-,  der  erste  handelt  von  der  Triebkraft, 
der  zweite  von  den  Tclegraphenliuien  und  Leitungen,  der  dritte  von  den 
Telegraphenapparaten.  Die  Theorie  wird  im  Allgemeinen  als  bekannt 
vorausgesetzt.  Neben  den  Erinncrnngen  an  die  notwendigsten  Theorien 
werden  olle  Zweige  der  praktischen  Telegraphie  in  gleichmässigcr 
Ausdehnung  und  in  streng  systematischer  Ordnung  sowie  gehöriger 
Begründung  vom  praktischen  Standpunkte  in  solcher  Weise  behan- 
delt, dass  dasselbe  ein  vollkommen  geschlossenes  Ganze  bildet,  dessen 
Umfang  aus  nachstehendem  Programm  der  Vorträge  über  elektrische 
Telegraphie  am  Polytechnikum  im  allgemeinen  zu  erkennen  ist.  Haupt- 
richtnng;  Einführung  in  das  Wesen  aller  praktischen  Fragen  zur 
Bildung  eines  selbständigen  Urteils  über  die  zweckmässigsten  Ein- 
richtungen. Allgemeines:  Einleitung.  Bedingungen  und  Gesetze  der 
Entstehung  des  galvanischen  Stromes  und  seiner  Wirkung.  Verhalten 
der  offenen  und  geschlossenen  Säule.  Elektrochemie.  Anforderung 
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der  Praxis.  P>mittelung  der  zweckmässigsfon  Construction  nnd  Combi- 
iiation  der  Batterie  für  den  Telegranhenbetriob  Bestiramiiiig  und 
Gesetze  der  elektromotorischen  Kräfte  und  Stromstärken  und  specielle 
Betrachtungen  Uher  praktische  Comhinationen.  Prinoip,  Construction 
und  Gesetze  der  Elektroinagnete.  Praktische  Messinstrumente  und 
deren  Construction  und  allseitiger  Gchraucli.  Gesetze  der  Laduugs- 
und  Inductionserscheinungen  und  deren  Nutzen  in  der  Praxis.  Linien 
und  Leitungen:  Entwicklung  sämmtliclier  Constriictionen,  Forderung 
<ler  Praxis,  Constructionsprinci])icn  und  Berechnung  der  Festigkeit 
und  des  Widerstandes  der  verbundenen  und  der  einzelnen  Teile, 
Feststellung  der  zweckinässigsteu  Constructioneii  nnd  Abmessungen. 
Bauausführung  im  ganzen  Umfange,  Verhältniss  der  Bahn-  und  Strassen- 
Verwaltungen  zur  Telegraphie,  Schutz  der  Telegraphen-Anlagen,  Un- 
terhaltung und  Reparatur,  abweichende  Constructionen  und  Bau  im 
Kriege.  Stationen:  Einrichtung,  Unterhaltung,  Verbindungen  für  ge- 
bräuchliche Correspondenzarten;  Entwicklungsgeschichte  der  Appa- 
rate; Constrnctionsi)rincipien  der  namhaftesten  Apparate  älterer  und 
neuerer  Zeit.  Praktische  Forderungen.  Specielle  Anwendung  nnd 
Behandlung.  Ambulante  Stationen  und  transportable  Einrichtungen. 
Entwerfen  ttdegraphischer  t'umbinationeu  für  gegebene  Bedingungen. 
Ursache,  Ermittelung  und  Beseitigung  von  Betriebsstörungen.  Be- 
handlung der  Betriebsmittel  im  Kriege.  Kleine  Telegraphie:  Sicher- 
heitsdienst für  Eisenbahnen  und  für  die  Schifffahrt,  Signaldienst, 
Semaphoren,  Telephonie,  Zeitballstafioneu,  Einrichtungen  kleiner Ver- 
hindangeu  zu  verschiedenen  Zwecken.  H. 


Neuere  Apparate  für  Naturwissenschaftliche  Schulen  und  For- 
schung. Gesammelt  von  M.  Th.  Edelmann,  Privatdocent  an  der 
technischen  Hochschule  und  Inhaber  des  physical-mechanischen  In- 
stituts in  München.  I.  Lieferung.  Mit  10  lithographirten  Tafeln. 
Stuttgart  1879.  Meyer  u.  Zeller.  96  S. 


Die  Instrumente,  welche  hier  einzeln  beschrieben  werden,  sind 
folgende.  Scalen-  und  Ablesefcrnruhre,  Magnetometer  uut  constanten 
Ablenkungswinkeln.  Neues  Hygrometer.  Absolutes  Galvanometer. 
V.  Beetz’s  Vibrations-Uhronoskop.  Apparat  zur  Zeitbestimmung  des 
freien  Falles.  Transportables  Maguetometer.  Wober’s  Bitilargalva- 
nometer.  Spcctrallampe.  v.  Beetz’s  Vorlesuugs-Elektroskop.  See- 
Sonde.  V.  Beclz’s  Vorlesungsgal vanometer.  luclinometer.  Compen- 
sationsgalvanometer.  Dieselben  sind,  wo  es  nicht  anders  angegeben 
ist,  vom  Verfasser  construirt  Die  meisten  sind  abgebildet.  H. 
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Elasticität,  Akustik  und  Optik. 

Untcrsnchnngcn  ttber  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Stabes. 
Von  Dr.  L.  Pochhammer,  ord.  Professor  der  Mathematik  a.  d. 
Universität  Kiel.  Kiel  1879.  Paul  Toeche.  184  S. 

Die  vorliegende  Bearbeitung  dieses  viel  behandelten  Gegenstan- 
des gehört  zn  denjenigen,  welche  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht, 
die  Unveränderlichkeit  des  Querschnitts  und  seiner  normalen  Stellung 
znr  Oberfläche  zur  Voraussetzung  machen,  wodurch  alle  Deformation 
anf  Längendehnung  redncirt  wird,  sondern  die  Elasticitätsgesetze 
nach  allen  Dimensionen  in  Anwendung  bringen.  Es  zeigt  sich  als- 
dann nnd  erhält  somit  seine  Begründung,  dass  in  der  Tat  jene  (Na- 
rier’sche)  Voraussetzung  in  erster  Näherung  richtig  ist.  -Als  Vor- 
gänger nennt  der  Verfasser  de  Saint-Venaut  und  Kirchhoff.  Während 
indes  diese  die  äussern  Kräfte  nur  auf  die  Endflächen  des  Stahes 
wirken  Hessen,  nimmt  er  auch  solche  an,  die  auf  die  Mantelfläche 
wirken.  Ausserdem  ist  eiue  geringe  Variation  der  Dicke  des  Stabes 
nicht  ansgcschlossen.  Die  Dicke  wird  als  klein  1.  Ordnung  gegen  die 
Länge  betrachtet,  alle  Bestandteile  der  Ausdrücke  in  Ordnungen 
gesondert,  und  die  Approximation  der  Lösung  in  der  Weise  voll- 
zogen, dass  die  Gleichungen  von  jeder  Ordnung  für  sich  erfüllt  wer- 
den. Der  Untersuchung  geht  als  Einleitung  eine  ausführliche  £r- 
urterung  der  Priucipien  der  Elasticitätstheorie  voraus.  In  4 Ab- 
schnitten werden  alsdann  behandelt:  die  angenäherten  Differential- 
glcichungen  für  das  Gleichgewicht  des  cyliudrischen  Stabes-,  das 
Gleichgewicht  des  cylindrischen  vollen  Stabes  mit  kreisförmigem 
Querschnitt;  der  Hohlcylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt;  die 
angenäherten  Differentialgleichungen  für  gewisse  Fälle  des  ursprüng- 
lich gekrümmten  Stabes.  H. 


Zur  Lere  von  den  Klängen  der  Konsonanten.  Von  Prof.  Dr. 

G.  Michaelis.  Berlin  1879.  Barthel  u.  Co.  63  S. 

Die  Bestimmung  der  Tonhöhe  der  Laute,  welche  von  der  Vibra- 
tion  der  Stimmbänder  unberührt  besteht,  ist  eins  der  Mittel,  wodurch 
man  versuchen  kann  die  Laute  in  ihrer  Eigenheit  objectiv  zu  fixiren; 
und  so  wird  sie  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  aufgefasst,  welche 
aich  durchaus  nicht  auf  den  angekündigten  Gegenstand  beschränkt, 
aondem  von  der  Frage  der  objectiven  Unterscheidung  der  Laute  im 
ganzen  bandelt  Jene  Tonhöhe  mag  ein  secundär  begleitendes  Acci- 
dens  sein,  von  welchem  bei  festgestaltetcr  Theorie  nicht  die  Rede 
sein  würde;  jetzt  aber,  wo  die  Untersuchung  noch  sehr  neu  und  zu 
keinem  sichern  Resultate  gelangt  ist,  lässt  sich  ihre  Zuziehung  nicht 
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abweisen.  Die  Tonhöben  der  Consonanten , welche  sich  aus  den  Be- 
obachtungen verschiedener  genannter  Autoren  und  des  Verfassers  er- 
geben haben,  sind  in  zwiefacher  Hinsicht  nicht  ganz  feststehend: 
einesteils  variiren  sie  innerhalb  eines  Infervalls  von  1,  2,  3 halben 
Tönen,  andernteils  ist  oft  schwer  zu  entscheiden,  in  welcher  Octavc 
der  Ton  liegt.  Die  Vorgänger  in  der  Untersuchung,  deren  Beobach- 
tungen und  Ansichten,  und  zwar  zum  Teil  recht  ausführlich,  erörtert 
werden,  sind  Holder,  v.  Kempclen,  Brücke,  Merkel,  E.  Sievers, 
0.  Wolf,  G.  Engel,  Kräuter,  v.  Raumer,  G.  A.  Bürger,  Mai 
Müller,  Heyse,  Radlof,  Schleicher,  Wilmanns,  Wackemagel, 
Rumpelt,  Weinhold,  Hippauf,  Wolke,  W.  Menzel,  de  Vrics,  Scherer, 
Henzo,  Benecke,  Trautmann  u.  A.  Vor  dem  eigentlichen  Gegenstände 
wird  noch  einiges  über  die  Eigentöne  derVocale  nach  Hclmhoitz  und 
Merkel  gesagt,  aber  auch  hier  die  Organstellung  als  erstes,  die  Ton- 
höhe als  zweites  Merkmal  behandelt.  Erstem  betreffend  werden  die 
Vocale  in  ein-  und  zweitönige  geschieden,  jenachdem  der  Mundraum 
ungeteilt  oder  durch  Erhebung  der  Zunge  in  2 Räume  geteilt  ist. 
Warum  fehlt  aber  hier  die  ergänzende  Unterscheidung,  nämlich  ob 
der  Ansgang  verengt  ist  oder  nicht,  wodurch  sich  auf  einfache  Weise 
die  3 Vocalreihen  ergeben?  Wir  haben  dann  durch  Corabination  4 
Gestalten  der  Mundhöhle,  die  genau  den  Extremen  der  Vocale  ent- 
sprechen: Trichter  o,  Flasche  (ohne  Hals)  it,  Flasche  mit  Tricbter- 
ansatz  »,  zweibauchigo  Flasche  ii.  Unter  den  Consonanten,  zu  denen 
die  Schrift  nun  übergeht,  werden  zunächst  die  stimmlosen  Spiranten 
vorausgcnomnien , und  die  Tabelle  der  Resultate  der  vom  Verfasser 
angestellten  Prüfung  der  Tonhöhe  durch  Vergleichung  mit  3 musika- 
lischen Instrumenten  mitgetoilt.  Die  Si)irantcn  werden  in  eine  grössere 
Anzahl  von  Abstufungen  geschieden,  als  es  zu  geschehen  pflegt;  sie 
sind  in  frühem  Schriften  erklärt  und  durch  Bezeichnung  fixirt  und 
werden  hier  als  bekannt  vorausgesetzt.  Die  nun  folgende  Explication 
und  Kritik  der  Ansichten  der  einzelnen  Autoren  nimmt  indes  selten 
Bezug  auf  die  Tonhöhe,  bctrifl’t  \ielinchr  fast  allein  die  Stellung  und 
Anwendung  der  Organe.  Bei  der  grossen  jMannichfalligkeit  der  be- 
rührten Gegenstände,  die,  auch  w o sic  auf  den  Unterschied  der  Zeiten 
und  Länder  cingchen,  dein  physikalischen  Gesichtspunkt  ein  mittel- 
bares Interesse  bieten,  müssen  wir  uns  doch  hier  auf  Hervorhebung 
gewisser  priucipiellcr  Punkte  beschränken.  Gleich  von  Anfang  tritt 
die  Tendenz  hervor  die  Teiluahnic  der  Stimmbänder  bei  der  Unter- 
scheidung der  Laute  in  erste  Linie  zu  stellen.  Da  die  daraus  her- 
vorgeheuden  Lehren  mit  den  vulgären  und  von  frühem  Gelehrten 
geteilten  Ansichten  in  schroffem  Widerspruche  stehen,  so  durfte  man 
wol  eingehendere  Rcchtfei  tigung , vor  allem  aber  unzweideutige  Auf- 
stellung der  Behauptungen  und  ihrer  Cousequenzen  erwarten.  Nach 
gegenwärtiger  Darstellung  scheint  die  neue  Ansicht,  bloss  weil  sie  die 
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neuere  ist,  den  Vorzug  zu  bcauspruclicn ; die  alte  wird  als  abgetan 
betrachtet.  Nach  unmittelbarer  Erfahrung  und  Beobachtung  werden 
bei  intonirtcr  und  nicht  iutonirter  Rede  alle  Laute  mit  gleichem  Ge- 
brauch der  Organe,  soweit  wir  davon  Bowus.stscin  haben,  ausgespro- 
chen und  als  dieselben  Laute  gehört  In  Betreff  der  Vocalc  ist  dies 
auch  unbestritten.  Sollte  es  bei  den  Consonanten  nicht  der  Fall 
sein,  so  musste  cs  entschiedcu  geläugnet  werden,  und  selbst  daun 
Hess  die  neue  Lehre  noch  in  sehr  vielen  Punkten  Zweifel,  wie  sic 
gemeint  sei.  Es  ist  sehr  wol  annehmbar,  da.ss  manche  feinere  Unter- 
schiede, die  bei  lutonatiou  gehört  werden,  bei  stimmloser  Rede  ver- 
schwinden; doch  dies  würde  noch  durchaus  nicht  berechtigen  die  In- 
tonation zum  massgebenden  Merkmal  des  unterschiedlichen  Lautbe- 
griffes zn  machen,  um  so  weniger  als  das  Verschwinden  des  Unter- 
schiedes gar  nicht  von  Allen  eiiigeräumt  wird,  namentlich  aber,  weil 
eine  solche  Distinguirung  des  Begriffs  unvereinbar  i.st  mit  der  tat- 
sächlichen Absicht  eines  Jeden  beim  Leisesprechen  in  gleichen  Sinne 
verstanden  zu  werden  wie  beim  Lautsprechen.  Manche  erklären 
zwischen  Tennis  und  Media  ohne  Intonation  keinen  Unterschied  zu 
hören.  Zunächst  ist  noch  ein  doppelter  Grund  eines  möglicherweise 
vernehmbaren  Unterschieds  vorhanden;  die  graduell  verschiedene 
Lnftcompression  und  die  Verschiedenheit  der  Berührungsstelle  des 
\ erschlussorgans.  Ausserdem  beruht  die  behauptete  lutonationsfähig- 
keit  der  Mediä  wol  kaum  auf  etwas  anderm,  als  auf  einem  nebenbei 
tönenden  Nasal,  der  offenbar  nicht  zum  Laute  gehört.  Näher  als 
dieses  Beisi)icl  liegt  der  Beobachtung  der  Unterschied  zwischen  w 
und  f,  die,  wenn  man  nur  auf  das  Gefühl  des  Ortes  der  Luftreibuug 
achtet,  dadurch  allein  so  deutlich  getrennt  sind,  dass  man  sie  nicht 
verwechseln  kann,  indem  beim  v die  Reibung  zwischen  beiden  Lip- 
pen, beim  J zwischen  Zähnen  und  Unterlippe  empfunden  wird.  Letz- 
tere dämpft  augenblicklich  die  Vibration  der  Stimmbänder,  so  dass 
dieselbe  nur  durch  dauernd  angestrengtt!  Erregung  erhalten  werden 
kann,  was  beim  Lippeuverschluss  nicht  der  l'’all  ist.  Wir  sprechen 
aus  diesem  Grunde  bei  iutonirter  Rode  das  f stimmlos,  hören  aber 
auch  bei  nicht  iutonirter  Rede  beide  Laute  so  entfernt  verschieden 
als  irgend  zwei  andre.  Dem  gegenüber  behauptet  nun  der  Verfasser, 
das  le  werde  nur  hinter  Consonautcii  sch,  z u.  s.  w.  bilabial,  im  An- 
laut und  zwiseben  Vocalcn,  ganz  gleich  dem  /■,  labiodental  gesprochen; 
den  wesentlichen  Unterschied  mache  die  Intonation.  Da  sich  die 
vorausgehende  Darlegung  fremder  Ansichten  nur  auf  zwei  andre 
Fragen,  die  Unterscheidung  des  / und  v,  dann  des  v und  romani- 
schen V bezieht,  so  ist  daraus  nicht  zu  ersehen,  in  wie  weit  seine 
Ansicht  über  f und  w von  Andern  geteilt  wird.  Warum  wir  den 
Versuch  einer  solchen  Erklärung  von  vorn  herein  als  verfehlt  be- 
trachten müssen,  ist  obeu  ausgesprochen.  Noch  ist  dabei  zu  be- 
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ai;hten,  dass  wir  zwar  das  / auch  bei  Berühning  der  Lippen  sprechen 
können ; dann  aber  findet  zwischen  den  Zähnen  und  dem  heraugezogc- 
nen  nntern  Teile  der  Unterlippe  eine  überwiegende  Reibung  statt, 
gegen  welche  die  Reibung  am  Lippenrand  unmerklich  wird.  Viel- 
leicht entspricht  dieser  Fall  dem  dritten  Laute,  welchen  der  Verfasser 
dem  w und  / zuschrcibt,  und  den  er  den  labiointerdentalen  nennt. 
Vielleicht  auch  erklärt  sich  daraus  die  Behauptung  Einiger,  der 
gleiche  Laut  mit  dem  f könne  mit  den  blossen  Lippen  gesprochen 
werden,  und  zwar  als  eine  Täuschung:  die  Lippen  berühren  sich  ohne 
zum  f Laut  mitzuwirken.  Zum  Schluss  werden  die  Tonhöhen  einiger 
Cousonanten  nach  Wolf  und  Kräuter  angegeben,  im  letzten  Abschnitt 
die  tönenden  Spiranten,  die  Verschlusslaute,  die  Liquidä  und  Nasalen 
kurz  behandelt.  H. 


Physik. 

On  the  eqnilibrinm  of  heterogoneous  substancos.  Second  pari. 
By  J.  Willard  Gibbs,  Professor  of  mathematical  physics  in  Yale 
College,  New  Haven,  Connecticut.  (Transactions  of  the  Connecticut 
Academy  of  Arts  and  Scieuce.s.  Vol.  III.  Part  2.).  182  S. 

Der  erste  Teil  ist  im  243.  litt.  Bericht  S.  34.  35.  besprocheu. 
Der  gegenwärtige  zweite  ist  dessen  Fortsetzung.  Seine  Gegenstände 
sind:  Die  Bedingungen  des  iuueru  und  äusseru  Gleichgewichts  für 
feste  Körper  in  Berührung  mit  Flüssigkeiten  mit  Rücksicht  auf  alle 
möglichen  Spannungszustände  der  erstem.  Fundamentalgleichungen 
für  feste  Körper.  Körper^welche  Flüssigkeiten  absorbiren.  Einfluss 
von  Unstetigkeitsflächen  auf  das  Gleichgewicht  heterogener  Massen. 
Theorie  der  Capillarität.  Fundamentalgleichungen  für  Unstetigkeits- 
flächen. Deren  experimentelle  Bestimmung.  Ihre  Stabilität.  Die 
Möglichkeit  der  Bildung  einer  Flüssigkeit  von  verschiedener  Phase 
innerhalb  einer  horaogenenJFlüssigkeit  oder  zwischen  2 verschiedenen 
homogenen  Flüssigkeiten.  Substitution  von  Druckkräften  für  Poten- 
tiale in  Fundamentalgleichungen  für  Oberflächen.  Thermische  und 
mechanische  Relationen  bei  der  Ausdehnung  einer  Uustetigkeitsflächo. 
Undurchdringliche  Häutchen.  Die  Bedingungen  des  innern  Gleich- 
gewichts für  ein  System  heterogener  flüssiger  Massen  ohne  Vernach- 
lässigung des  Einflusses  der  Unstetigkeitsflächen  oder  der  Schwere. 
Möglichkeit  der  Bildung  neuer  Uustetigkeitsflächen,  wo  mehrere  Un- 
stotigkeitsflächeu  sich  treflen.  Bedingungen  der  Stabilität  für  Flüssig- 
keiten in  Bezug  auf  die  Bildung  einer  ueueu  Phase  in  der  Durch- 
schnittslinic  dreier  Unstetigkeitsflächen,  ferner  wo  die  Scheitel  von 


V. 
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Nouvclle  Corrcspondanco  Mathematique  redigec  'par  Eugene 
Catalau,  ancien  elevc  d’Ecolo  Polj'tcchnique , Doctcur  es  Sciences, 
Profcsscur  ä l’Univcrsitc  de  Liege,  etc.  avec  la  collaboration  de  MM. 
Mansiou,  Laisaut,  Brocard,  Neuberg  et  Edouard  Lncai. 
Tome  cinquiemc.  Li6go  1879.  E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  6 Hefte  an  Abhandlungen  ist  folgender: 

II.  Brocard:  Ueber  die  Frequenz  und  Totalität  der  Primzah- 
len. --  S.  Rcalis:  Note  über  einige  unbestimmte  Gleichungen 
(Schluss).  — E.  Lucas:  I' ragen  aus  der  elementaren  Geometrie.  — 
A.  Lai  saut:  Ueber  den  Polarplauimeter  von  Amsler.  — P.  Man- 
sion:  Elementarer  Beweis  der  Stirling’schen  Formel,  nach  J.  W. 
L.  Glaishcr.  — C.  Le  Paige:  Ueber  die  Multiplication  der  Deter- 
minanten. — H.  Van  Aubel:  Ueber  die  Curven  3.  Grades.  — 
P.  Mansiou:  Bemerkungen  über  die  arithmetischen  Sätze  von  For- 
mat — E.  Catalan:  Einige  Identitäten.  — Bombled:  Ueber  die 
Reihe  l-}-2Px-\-3fx* -I-  ...  — Desboves:  Auflösung  gewisser  un- 
bestimmter Gleichungen  von  höherm  als  2.  Grade.  — S.  Realis: 
Eine  Frage  unbestimmter  Analytik.  — E.  Catalan:  Ueber  eine 
Reibe  ungerader  Zahlen.  — G.  de  Longchamps:  Ueber  die  Con- 
choidalen.  — S.  Realis:  Arithmetische  Sätze.  — Jamet:  Ueber  di© 
Geometrie  der  Kugel.  — Laisant  und  Beaujeux:  Einige  Con- 
sequenzen  der  Sätze  von  Fermat  und  Wilson.  — E.  Lucas:  Auf- 
gaben über  die  Normalen  der  Ellipse.  — E.  Lucas:  Ueber  die 
biquadratische  unbestimmte  Analytik.  — G.  Dostor:  Schwerpunkt 
der  Fläche  eines  beliebigen  Vierecks.  — G.  Oltramare:  Trans- 
formation der  linearen  Formen  der  Primzahlen  in  quadratische  (Aus- 
zug). H. 


Bulletins  de  rAcademio  Royale  des  Sciences,  des  lettres  et  des 
bcanx-arts  de  Belgique.  2”’*  sörie.  Bruxelles.  F.  Hayez. 

Der  Inhalt  der  letzten  15  Bände,  beginnend  1871  mit  dem  40. 
Jahrgang  und  dem  31.  Bande,  au  mathematischen  Abhandlungen  ist 
folgender. 


31.  Catalau:  Ueber  die  Riccati’sche  Gleichung. 

32.  De  TU  ly:  Note  über  das  Rollen  der  Walzen  und  Räder 
auf  unterstützender  Ebene. 

33.  Orloff:  Ueber  die  rcciprokeu  Differentialgleichungen.  — 
Gilbert:  Ueber  die  Anwendung  der  Imaginären  in  der  Untersuchung 
der  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung.  — Folie:  Ueber  die 


Digitized  by  Google 


LitUrarudter  Brridtt  CCLIIL 


9 


Bercchnang  der  mitüem  Dichtigkeit  der*  Erde  nach  Beobacbtangeo 
von  Airy.  — Mecrens:  Die  Stimmgabel  nnd  die  vereinfachte  moai- 
kaliscfae  Notation.  — Gilbert:  Ueber  einen  von  Catalan  erhobenen 
Einwand. 

34.  Mausion:  Note  über  die  singnlaren  LOtongen.  — Cata- 
lan: Note  aber  eine  Formel  von  Botesn.  — Saltel:  Ueber  einige 
geometrische  Fragen. 

35.  De  Tilly:  Note  über  die  Formel.,  welche  die  Somme  der 
hyperbolischen  Logarithmen  der  x — 1 ersten  Zahlen  in  convergenter 
Reihe  darstellt.  — Saltel:  Sfttze  betreffend  die  Corren  4.  Ordnung 
mit  3 Doppelpunkten,  deren  2 die  circularen  Punkte  sind,  nnd  die 
Elasticitätsfläche.  — De  Tilly:  Note  über  die  gleitenden  momenta- 
nen Axeu  und  die  Centralaxen  in  einem  festen  Körper.  — Saltel: 
lieber  die  osenlirende  Kugel  nnd  Ober  die  Flächen  mit  vielfachen 
Funkten.  — Gilbert:  Berichtigung  in  Betreff  einer  froheren  Ab- 
handlung; „Ueber  die  Existenz  der  Derivirten  bei  den  stetigen 
Functionen.“ 


36.  Gilbert:  Untersuchungen  über  die  Entwickelung  der  Func- 
tion r.  — Genocchi:  Brief  an  .\d.  Quetclet,  Secretär  der  Akademie, 
aber  verschiedene  mathematische  Fragen.  — Gilbert:  Bemerkungen 
Ober  2 Noten  von  Genocchi  bezflglich  auf  die  Entwickelung  der 
Function  logFx.  — De  Tilly;  Note  über  die  mechanische  Aehn- 
lichkeit  in  der  Bewegung  der  festen  Körper  Oberhaupt  und  insbeson- 
dere in  der  Bewegung  der  von  gezogenen  Geschützen  geworfenen 
Geschosse.  — Mansion:  Note  über  Saltel’s  argnesianische  Trans- 
formationen. — Folie:  Note  Ober  einige  geometrische  Sätze. 


37.  Catalan:  Bemerkungen  über  die  Cnrven-  nnd  Flächen- 
theorie. — Folie:  Erweiterung  der  dem  Pascal’schen  analogen  Sätze 
auf  Curven,  die  auf  beliebige  Flächen  gezeichnet  sind. 


38.  Saltel:  Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Bestimmung 
der  Ordnung  eines  geometrischen  Ortes  ohne  Rechnung.  — Folie: 
Einige  neue  Sätze  über  die  doppelt  gekrümmten  Cnrven  3.  Grades. 

— Do  Tilly:  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  Binet’schcn  Formel. 

— Simons:  Einige  Betrachtungen  über  das  Malfatti’sche  Problem. 

— Mansion:  Beweis  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  linearen 
Differentialgleichungen.  — Folie:  Einige  neue  Sätze  über  die  dop- 
pelt gekrümmten  Curven  4.  Ordnung.  — Plateau:  Ueber  eine  arith- 
metische Belustigung.  — Catalan:  Note  Uber  das  Malfatti’sche 
Problem. 


39.  Reinemund:  Ueber  die  Gleichung  der  Epicykloide. 
Ho  uze  au:  Fragmente  über  die  numerische  Rechnung. 
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■40.  Saltcl:  Uobcr  die  rSestimmung  der  Singularitäten  der 

Sclniittcurvc  zweier  Flächeu,  die  ft  Punkto  gemein  haben 

— Rcinemund;  Sätze  über  die  regelmässigen  Vielecke  und  Sum- 
mation einiger  trigonometrischer  Reihen. 


41.  Folie.  Note  über  die  Transformation  der  Coordiuaten  und 
über  die  Vorzeichen  der  Winkel  und  Distanzen  in  der  analytischen 
Geometrie.  — Saltcl:  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Desargues. 
— Namur:  Logarithmentafeln  zu  12  Decimalen  bis  434  Millionen. 
Nebst  Einleitung  von  Mansion.  — Le  Paige:  Note  über  die  Glei- 
chung ry"-{-lcy'—y  = U. 

42.  Saltol:  Neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Ordnung  eines 
geometrischen  Ortes  definirt  durch  algebraische  Gleichungen.  — An- 
wendung des  Zerlegungsgesetzes.  — lieber  die  Formel,  welche  die 
Anzahl  der  Kegelschnitte  eines  Systems  angiebt,  das  einer  fünften 
Bedingung  genügt.  — Le  Paige:  Note  Uber  die  Transformation  der 
l'oordinatcn  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes. 


43.  Plateau:  Einige  Beispiele  merkwürdiger  ünstetigkeitcu  in 
der  Analysis.  — Saltel:  Anwendungen  der  Methode  der  analj'tischen 
Correspondenz  und  der  Zerlegung  auf  gewisse  doppelt  gekrümmte 
Ciirvcn,  namentlich  auf  die  Bestimmung  der  Singularitäten  des  Ortes 
der  Mittelpunkte  der  osculirenden  Kugeln  einer  gegebenen  Curvc.  — 
lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Curven.  — Mansion:  Note  über  die  homogenen  Differentialglei- 
chungen und  über  die  Clairaut’schc  Gleichung.  — Le  Paige:  Be- 
merkung über  die  Theorie  der  iteriodischeu  Ketteuhrüche.  — 
Ghysens:  Ueber  die  polaren  Subnormaleu  und  die  Krümmungs- 
radien der  ebenen  Linien.  — Boset:  Sätze  betreffend  die  Brenn- 
pnukto  der  Kegelschnitte.  — Folie:  Ueber  die  Evolution,  oder 
neuer  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  und  Flächen 
2.  Grades,  und  dessen  Erweiterung  auf  höhere  Curven  und  Flächen. 


44.  Lagrange:  Vom  Einfluss  der  Gestalt  der  Körper  auf  ihre 
Anziehung.  — Le  Paige:  Ueber  einige  Punkte  der  hohem  Geo- 
metrie. — Ueber  einige  Eigenschaften  der  simultanen  quadratischen 
Invarianten  zweier  binärer  h'ormou.  — Note  über  Erweiterung  der 
Theorie  der  Involution  und  Homographie.  — Mansion:  Note  über 
eine  Differentialgleichung  von  Jacobi.  — Ghysens:  Ueber  die  Be- 
stimmung der  Volumina  und  Areale.  — Catalan:  Ein  neues  Wahr- 
scheinlichkcitsprincip.  — Folie:  Erweiterung  des  Begriffs  des  an- 
harmonischeu  Verhältnisses. 

45.  Ghysens:  Ueber  einige  geometrische  Formeln  und  deren 


Digitized  by  Google 


Litterarücher  Bericht  CCLIII. 


11 


Anwcudung  auf  algebraische  Curvcu.  — Catalan:  Bemerkungen  über 
die  Theorie  der  kleiusteu  Quadrate.  — Le  Paige:  Ueber  einige  An- 
wendungen der  Theorie  der  algebraischen  Formen  anf  die  Geometrie. 
— Saltel;  Note  über  die  neuen  Entwicklungen,  zu  welchen  die  An- 
wendung der  Methode  der  analytischen  Correspondenz  führt.  — 
Sautreaux:  Beweis  zweier,  dem  PascaPscheu  planimctrisehcn  Satz 
analoger  stcreomctrischer  Sätze.  H. 


Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  V.  Amsterdam  1879. 
Weytingh  cn  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

H.  Onnon:  Bemerkungen  betreffend  die  wesentlichen  Gleichungen 
der  ebenen  Curven  (Forts.).  — D.  J.  A.  Samot:  Princip  der  Lebeus- 
vcrsichcrungs Wissenschaft.  — F.  J.  van  den  Berg:  Beitrag  zur 
Lösung  einer  Frage  aus  der  Zahlenlehre.  — H.  Karaerlingh 
Onnes:  Ueber  die  relative  Bewegung.  — A.  W.  Gravclaar;  Die 
Grundformeln  der  Goniometrie.  — P.  C.  F.  Fr  owein:  Eine  be- 
kannte Formel  von  Clausius.  — G.  Scheuten:  Einiges  Uber  die 
Anzahl  der  Ziffern  in  den  Repeteiideu.  — C.  L.  Landre:  Ein  Wort 
über  die  Einhüllende  eines  Systems  krummer  Linien.  — D.  Bierens 
de  Haan:  Entwickelung  gleichnamiger  Potenzen. 

Ausserdem  erhält  dieser  Band  ein  Verzeiehiiiss  von  mathemati- 
schen Journal-Artikeln  nach  Gegenständen  geordnet  (leider  mit  sehr 
vielen  Druckfehlern).  H. 
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CXLVII. 


Geschichte  der  Mathematik  and  Pbjrslk. 

Abhaudlungeu  z.  Gesell,  d.  Mathematik.  2.  lUt.  Leijizig,  Tcub- 
uer.  5 Mk. 

Günther,  S. , Studien  z.  Gosch,  d.  mathemat.  u.  physik.  Geo- 
graphie. Halle,  Nobert.  12  Mk. 


Lehrbücher,  Sammlnngen  and  Tabellen. 

Baltzer,  R.,  d.  Elemente  d.  Mathematik.  1.  Bd.  6.  Afl.  Lciji- 
zig,  Hirzel.  4 Mk. 

Dränert,  Sammlg.  arithmet.  Aufgaben.  Altcuburg,  Pierer.  2 Mk. 
Hcilermann,  H.  & J.  Diekmann,  Lehr-  u.  Uebungsb.  f.  d. 
Unterricht  in  d.  Algebra.  2.  Thl.  Essen,  Bädeker.  1 Mk.  20  Pf. 
Logarithmen  n.  Antilogarithmon.  Heidelberg,  Köster.  80  Pf. 

Ri  bi,  D. , Anfgaben  üb.  d.  Eiern,  d.  Algebra.  4.  Ilft.  4.  Afl. 
Bern,  Dalp.  50  Pf. 

Weisbach,  J.,  Taf.  d.  vielf.  Sinus  u.  Cosinus.  3.  Asg.  Berlin, 
Weidmann.  1 Mk. 


Arithmetik,  Aigebra  und  reine  Analysis. 

Winckler,  A.,  ältere  u.  neuere  Methoden  linearer  Differential- 
gleich.  durch  ciuf.  best  Integrale  aufzul.  Wien,  Holder.  2 Mk.  20  Pf. 


Geometrie. 

Engl  er,  W.,  d.  Geometrie  in  d.  Fortbildungsschulen.  Leipzig, 
L.  Senf.  2 Mk.  50  Pf. 
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Kantor,  S. , metr.  Formeln  f.  d.  Kegclscbnittbttscbel  m.  4 re- 
ellen Grundpnnkten.  Wien,  Gcrold’s  S.  30  Pf. 

Leeeekamp,  A.,  d.  Elemente  d.  ebenen  Geometrie.  Cassel, 
Bacraeister.  1 Mk.  80  Pf. 

Pcscbka,  G.  A.  V.,  element.  Beweis  d.  Poblke’scben  Funda- 
mentalsatzes d.  Axonometrie.  Wien,  Gcrold’s  S.  60  Pf. 

Reim,  II.,  Wie  müssen  zwei  projcct.  Pnnktfcldcr  auf  einander 
gelegt  werden,  damit  entspreeb.  congmente  Polygone  cyklisch  zn- 
sammen  fallen?  Breslau,  Koebner.  1 Mk. 

Reye,  Tb.,  syntbet.  Geom.  d.  Kugel  n.  lin.  Kngelsyst.  Leipzig, 
Tenbner.  2 Mk.  40  Pf. 

Schüler,  W.  F.,  n.  Theorie  d.  Imag.  in  d.  Functionsreebng. 
n.  d.  analyt.  Geometrie.  4.  München,  Tb.  Ackermann.  4 Mk. 

Simon,  M.  u.  A.  Miliuowski,  d.  Kegelschnitte.  2.  Abth. 
Berlin,  Calvary  & Co.  1 Mk.  50  Pf. 

Speicker,  Th.,  Lehrbuch  d.  ebenen  Geometrie  m.  Uebnngsaufg. 
14.  Afl.  Potsdam,  Stein.  2 Mk.  50  Pf. 

Villicns,  F.,  d.  Formenlehre  u.  Geometrie  in  Verbindung  m. 
d.  Gcometralzeichu.  1.  u.  2.  Abth.  Wien,  Seidel  & S.  2 Mk. 

Praktische  Geometrie,  UeodSsie. 

Baur,  F.,  Lchrb.  d.  niederen  Geodäsie.  3.  Afl.  Wien,  Brau- 
müller. 10  Mk. 

Cboura,  J.,  Lehrb.  d.  Geometralzeichnens.  2.  ßd.  Darst.  Geo- 
metrie. 3.  Tbl.  Wien,  Seidel  & S.  3 Mk. 

Verhandlungen  der  v.  4.  bis  8.  Septbr.  1878  in  Hamburg  verein, 
perman.  Commission  d.  europ.  Gradmessung,  red.  v.  G.  Brubns  u. 
A.  Hirsch.  Berlin,  G.  Reimer.  8 Mk. 

Mechanik. 

Huber,  Pb.,  Mechanik.  4.  Afl.  Stuttgart,  Engelhorn.  6 Mk. 
Koppe,  H.,  d.  Jacob.  Multiplicator  f.  d.  Differentialgleich,  d. 
Mechanik.  Jena,  Neuenhahn.  1 Mk.  50  Pf. 

Sch  wir  ku  8,  G.,  üb.  d.  Differentialgleichgn.  d.  rel.  Bewegg.  e. 
schweren  Punktes  auf  e.  rotir.  Curve.  Berlin,  Mayer  & M.  1 Mk. 

Technik. 

Goodevc,  T.  M.,  u.  C.  P.  B.  Shelley,  d.  Messmaschine  v. 
Whitworth.  In  dtschr.  Bearbeitg.  v.  M.  Schröter.  Jena,  Costenoble. 
4 Mk. 

Prüsker,  A.,  d.  Tangontometer.  Wien,  Lehmann  W.  1 Mk. 
CO  Pf. 
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Kosenkrauz,  P.  H.,  d.  Indicator  u.  s.  Auwendg.  3.  Aä.  Ber- 
lin, Gärtner.  4 Mk. 


Astronomie  nnd  Meteorologie. 

Diesterwcg’s,  A.,  itopul.  Himmelsk.  u.  astronom.  Geographie. 
Hrsg.  V.  F.  u.  C.  Strübing.  10.  AH.  1.  Lfg.  Berlin,  Eiislin.  1 Mk. 

Drechsler,  A.,  Ergehn,  v.  funfzigjähr.  Beobacht,  d.  Witterung 
zu  Dresden.  Dresden,  Baeusch.  10  Mk. 

Friesenhof,  Frhr.  v.,  d.  Wetterlehre.  Wien,  Faesy  <t  Fr 
L»  Mk.  40  Pf. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Nicolaus  Coppernicus  aus  Thorn  Uber  die  Kreisbewegungen 
der  Weltkürper.  Uebersetzt  und  mit  Anmerkungen  von  Dr.  C.  L. 
Menzzer.  Durchgesehen  und  mit  einem  Vorwort  von  Dr.  Moritz 
Cantor.  Herausgegeben  von  dem  Coppernicus-Verein  für  Wissen- 
schaft und  Kunst  zu  Thom.  Thorn  1879.  Ernst  Lambeck.  429  S. 

Bei  Gelegenheit  der  vierten  Säeularfeier  der  Geburt  von  Copper- 
nicus  ist  diese  erste  deutsche  Uebersetzung  seines  Hauptwerks:  „De 
revolutionibus  orbium  caclestium“  — von  dem  genannten  Verein  ver- 
anstaltet worden.  Was  durch  die  Ausgabe  geleistet  ist,  bat  die  Vor- 
rede eher  noch  zu  schwach  betont  als  übertrieben.  W^enn  dieselbe 
sagt:  „Man  erwarte  von  uns  keine  Auseinandersetzung  des  Zustandes 
der  Sternkunde,  wie  er  vor,  wie  er  nach  Coppeniicus  sich  zeigte. 
Wir  mahnen  nur  an  die  Notwendigkeit,  dieser  Veränderung  eingedenk 
zu  sein.  Wir  fordern  unsere  Leser  auf  sich  selbst  die  Frage  zu 
beantworten,  ob  ohne  Coppemicus  ein  Kepler,  ein  Galilei,  ein  Newton, 
ein  Laplace,  ein  Gauss  möglich  gewesen  wären“  — so  entspricht  dies 
der  Vorstellung,  als  Hesse  sich  der  zu  einer  Zeit  stattfindendo  Zu- 
stand der  Astronomie  in  einen  Gedanken  znsammenfassen , den  man 
sich  nur  zu  vergegenwärtigen  hätte,  und  den  eine  Vorrede  hätte  dar- 
legen können.  Durch  das  Werk  selbst,  dessen  Verständniss  die 
Uebersetzung  sehr  erleichtert,  ist  die  Epoche  in  der  Entwickelung 
der  Wissenschaft  in  reichster  Entfaltung  vor  Augen  gestellt;  keine 
Geschichte  vermöchte  sie  so  deutlich  zu  charakterisiren , als  sie  der 
Leser  hier  charakterisirt  vorfindet.  So  leicht  es  auch  ist  anzugeben, 
dass  Coppemicus  die  Bewegung  der  Gestirne  durch  eine  dreifache 
T*ii  Lxrv.  u»n  2.  2 
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Bewegung  der  Erde,  die  Präcession  durch  eine  Bewegung  der  Erdaie 
erklärte  (d.  h.  objectivirte),  und  welcher  Art  diese  Bewegung  war, 
so  bleiben  noch  soviel  Fragen  übrig,  zu  denen  er  sich  ohne  Kcnnt- 
uiss  der  Mechanik  auf  die  verschiedenste  Art  verhalten  konnte,  dass 
ziemlicli  das  ganze  Buch  dazu  gehört  darüber  Auskunft  zu  geben. 
Dem  Buche  geht  im  Original,  hier  in  deutscher  Sprache,  voraus  eine 
anonyme  Vorrede  an  den  Leser  über  die  Hypothesen  dieses  Werkes; 
dann  ein  Brief  von  Jsicolaus  Schonberg,  Cardinal  von  Capna,  an 
Nicolaus  Coperuicus,  aus  Uom,  worin  er  diesen  ermuntert,  das  seit 
vielen  Jahren  fertige  Werk  zu  verööeutlichcn ; daun  die  Vorrede  von 
Nicolaus  Coperuicus  zu  den  Büchern  der  Kreisbewegung  an  den 
Heiligsten  Herrn,  Papst  Paul  III.,  eine  Widmungsschrift,  in  welcher 
er  seine  Motive  aussitricht:  er  habe  gezweifclt,  ob  cs  nicht  ratsamer 
sei,  gleich  Pythagoras  seine  Lehre  als  Oeheimuiss  im  engem  Kreise 
seiner  Bekannten  zu  behalten,  bis  er  sich  auf  Zureden  des  Cardinais 
Schouberg  und  des  Bischofs  Tidemanu  Giesc  zur  Veröffentlichung  ent- 
schlossen habe;  dem  Papste  gegenüber  habe  er  sich  vielmehr  zu 
rechtfertigen,  dass  er  von  den  Lehren  der  Mathematiker  abgewicben 
sei,  diese  habe  er  verlassen  müssen,  weil  sie  unter  einander  nicht 
Ubcrcinstimmtcu,  und  aus  keiner  ihrer  Annahmen  etwas  Gewisses 
festzustclleu  vermöchten,  was  unzweifelhaft  den  Erscheinungen  ent- 
spräche. Am  Schlüsse  hinzugefügt  sind  die  Anmerkungen  von  Meuz- 
zer,  welche  sehr  reichhaltige  littei-arischc  Nachrichten  bezüglich  anf 
Stellen  des  Werks  geben.  Hauptsächlich  die  zweite  dieser  Anmer- 
kungen, welche  eine  Acusserung  von  A.  v.  Humboldt  citirt,  giebt  An- 
lass zu  coustatiren,  dass  Copperuicus  nicht  beteiligt  ist  an  einer 
heutzutage  sehr  verbreiteten  Unklarheit,  die  sich  auch  in  Humbddt’s 
Worten  verrät,  welche  nämlich  in  der  veränderten  Weltanschanung 
einen  Glaubcuswcchscl , die  Vertauschung  eines  Dogmas  mit  einem 
neuen  Dogma  sielrt.  Es  wird  wol  niemand  bestreiten,  obwol  es  oft 
ausser  Augen  gesetzt  wird,  dass  jeder  Punkt  im  Raume  und  jede 
Richtung  für  sich  gleich,  alle  Bewegung  nur  relativ  ist,  dass  der 
Mathematiker  volle  Freiheit  hat  sein  Coordinatensystem  zu  legen 
wie  er  will,  dass  cs  sich  dabei  nie  um  eine  Wahrheit  handelt,  son- 
dern der  Erfolg  der  Rechnung  stets  allein  den  Vorzug  ansmacht, 
und  dass  ohne  Hypothese  keine  Theorie,  kein  mathematischer  Satz 
möglich  ist.  In  Bezug  auf  die  Theorie  des  Coppernicus,  welche  rein 
kinematisch  ist,  d.  h.  das  Kraftwirkuugsgesetz  unberührt  lässt,  tritt 
dies  besonders  deutlich  hervor.  Säinmtliche  Aeusserungen  des  Cop- 
perniens,  so  wol  im  Buche  wie  in  der  Widmungsschrift,  entsprechen 
dem  Bewusstsein  dieser  Relativität  und  sind  fern  von  jeder  Ein- 
mischung eines  Glaubens  an  eine  absolute,  einzig  wahre  Basis  der 
Himmelskincmatik.  Er  sagt  z.  B.,  cs  sei  angemessener,  die  Ekliptik 
als  das  Grössere  zur  Basis  der  veränderlichen  Stellung  des  Aeijualors 
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als  des  Eloinern  r.a  nehmen  als  umgekehrt,  ist  sich  demnach  der 
Freiheit  das  eine  wie  das  andre  zu  tun  bewusst.  Hierdurch  unter- 
scheidet er  sich  als  ein  Manu  der  exacten  Wissenschaft  von  dem  in 
der  Gewohnheit  befangenen  Laien,  der  nachdem  er  die  neue  Lehre 
an^jenommen  bat,  nur  die  Objecte  wechselt  und  in  der  neuen  An- 
schannng  ebenso  befangen  bleibt;  aber  nicht  bloss  vom  Laien,  son- 
dern anch  vom  gleichdenkeuden  Volksbelehrer  und  kosmischen  Phan- 
tasten. Anders  urteilt  Humboldt  Uber  Coppernicus ; er  will  ihn 
durchaus  zum  Verkünder  eines  neuen  Dogmas  machen.  Er  tadelt 
an  der  anonymen  Vorrede  (als  deren  Verfasser  Andreas  Osiander 
genannt  wird),  dass  sie  die  Aufstellung  der  planctarischen  Bewegung 
der  Erde  zu  einer  Hypothese  herabwürdigt,  was  im  Widerspruche 
mit  deu  Worten  der  Zueignung  an  den  Papst  stehen  soll.  Es  ist 
geniss  richtig,  dass  die  Tendenz  der  Vorrede  war,  Coppernicus  und 
sein  Werk  vor  pricstcrlicher  Verfolgung  zu  bewahren,  und  zwar  nicht 
nur,  weil  einer  der  letzten  Siitze  an  diese  Absicht  erinnert,  sondern 
auch  weil  der  betonte  Gegensatz  zwischen  Hypothese  und  Wahrheit 
keinen  kldren  Siun  haben  würde,  wenn  nicht  letztere  auf  die  Kirchen- 
lehre hindeutetc.  Allein  denselben  Gegensatz  macht  nun  Humboldt 
selbst:  Coppernicus  soll  die  Unbeweglichkeit  der  Sonne  nicht  als 
Hypothese,  sondern  als  Wahrheit,  d.  i.  als  Glaubenssatz  gelehrt  haben, 
so  dass  dann  seine  Lehre  wirklich  (wie  heutzutage  viele  logisch  be- 
schränkte Köpfe  meinen),  wo  nicht  mit  einer  Kirchcnlchre,  doch  mit 
einem  von  den  Kirchenlehrern  geteilten  Glauben  im  Couflict  gewesen 
wäre.  Wie  Humboldt  so  etwas  aus  den  au  den  Papst  gerichteten 
Worten  herauslesen  konnte,  ist  schwer  zu  begreifen.  Factisch  hat 
anch  Pani  III.  keine  Ketzerei  darin  gefunden,  sondern  erst  spätere 
Päpste.  Was  die  Vorrede  sagt,  insbesondere  über  die  Tätigkeitsweise 
des  astronomischen  Forschers,  ist  zutreffend,  wenn  auch  einiges  wenige 
mehr  populär  als  exact  ausgedrückt  ist;  dass  der  Satz:  „wenn  er  die 
wahren  Ursachen  nicht  finden  kann“  — eigentlich  lauten  müsste: 
„weil  von  wahren  Ursachen  nicht  die  Kode  sein  kann“  — ist  ohne 
Belang,  zumal  weil  nachher  deren  Entdeckung  als  Sache  des  Pro- 
pheten, nicht  des  Forschers  bezeichnet  und  dadurch  die  frühere 
Aeussemng  corrigirt  wird.  Wenn  Coppernicus  nie  von  „Hypothesen“ 
gesprochen  hat,  so  gilt  das  gleiche  auch  von  „Wahrheit“.  Jede 
seiner  Aensserungen  ist  objectiv  und  enthält  nur,  was  er  weiss,  nicht 
was  er  glaubt.  Möchten  doch  diejenigen,  welche  die  Unbeweglichkeit 
der  Sonne  als  eine  geglaubte  Wahrheit  ansehen  und  dem  Coppernicus 
vindiciren,  einmal  beachten,  welches  falsche  Dogma  sie  damit  auf- 
stelleu  und  demselben  zuschrciben,  wie  sie  innerhalb  des  zur  Sonne 
gehörigen  Körpersystems  die  Gesetze  der  Mechanik  umstosseu  und 
ausserhalb  desselben  die  Möglichkeit  weitergehender  dynamischer 
Untersuchung  abschneideu.  Sofern  ein  der  Mechanik  des  W'eltalls 
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genügender  mbender  Punkt  ganz  unbekannt  ist,  sind  die  helio- 
centrische,  geocentrisebo  und  an  den  Horizont  gebundene  Betrach- 
tungsbasis in  gleichem  Falle:  jede  dient  ihrem  besondem  Zwecke, 
die  erste  zur  vorläufigen,  nachher  zu  corrigirendeii  Berechnung  der 
Planetenbcwegung,  die  letzte  zur  Atiffassung  der  heimischen  Vorgänge 
und,  was  sie  weseutlich  voraus  hat,  zur  Plrhaltung  der  unbedingt 
erforderlichen  Verbindung  mit  den  Tatsachen  der  Sinnlichkeit,  die 
wir  nur  zeitweilig  unterbrechen,  nie  aufgeben  können.  Demgemäss 
ist  auch  die  übliche  Ausdrucksweise  der  Astronomen  grösstenteils  der 
skopoccntrischeu,  statt  wie  man  erwarten  sollte  der  heliocentrischen 
Anschauung  entnommen ; eius  ist  nicht  weniger  corrcct  als  das  andre, 
nur  die  Praxis  ist  massgebend.  Was  jenen  Verteidigern  des  Abso- 
luten in  der  Natur  vorschwebt,  ist  die  Anticijjation  einer  einheitlichen 
umfassenden  Naturerklärnng,  welche  in  der  Tat  deu  Trieb  des  wahren 
Forschers  belebt  wesentliche,  nicht  rückgängig  zu  machende  Schritte 
in  der  Pirklärung  zu  tun,  während  vielleicht  das  Interesse  mancher 
Experimentatoren  nicht  über  zeitweilige  Verwertung  empirischer  Dnrch- 
schnittsrcsultate  hinausgeht.  Dass  Uoppornicus  mit  seiner  Aufstellung 
die  Ueberzeuguug  von  einem  unabänderlichen  Fortschritt  verband, 
wird  niemand  bezweifeln,  und  läugnet  auch  jene  Vorrede  nicht  Der 
Verkehrtheit  aber  dies  subjective  Element  in  die  Wissenschaft  ein- 
zumischen hat  er  sich  nicht  schuldig  gemacht.  Hoppe. 


Al  Käfi  fil  Hisäb  (Genügendes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Muhamraed  Ben  Alhuscin  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Ilerzoglich- 
Gothaischen  Schlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adol f Hochheim,  Professor.  II.  Mit  in  den  Text  eingedruck- 
ten Holzschnitten.  Halle  a.  S.  1879.  Louis  Nebert.  4".  29  S. 

Was  den  ersten  Teil  und  das  Ganze  überhaupt  betrifft,  ist  im 
219.  litt.  Bericht  p.  2.  gesagt.  Es  bleibt  nur  die  Fortsetzung  des 
Inhalts  hinzuzufügen.  Aufgaben  über  das  Verhältniss  (handeln  von 
Addition  der  Brüche,  approximativer  Verhältnissbestiramung  n.  s.  w.). 
Das  Verhältniss  zu  accordirenden  Zahlen  (Vielfachen  von  Primzahlen). 
Mnltiplication  einfacher  und  nicht  einfacher  Brüche  (die  Factoreu 
werden  erst  zu  einfachen  Brüchen  gemacht).  Die  Division  (von 
Brüchen).  Mnltiplication  und  Division  der  Grade  und  ihrer  Teile 
(Minuten,  Secunden,  Tertien).  Ausziehung  der  Wurzel  (Regeln  ganz 
nach  heutigem  Verfahren,  auch  in  Betreff  der  Brüche).  Die  Propor- 
tionen. Die  Geschäftsrechnung  (Regeldetri).  Messung.  Dieses  Ca- 
pitel  ist  besonders  reicbhaltig ; es  wird  darin  die  Inhaltsbercchnung 
einer  Anzahl  der  einfachem  Formen  von  geraden  Linien  und  Kreis- 
‘ '^jfgn  begrenzter  ebener  P'lächen,  sowie  die  Längeuberechnung  der 
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RccLtocksiliagonale  und  des  Kreises,  erstero  nach  Pytliagorilischoni 
Lehrsatz,  letztere  durch  die  Verhältnisszahl  in  Regeln  ohne  IJc- 
gründung  angegeben.  Bei  Begrenzung  durch  Kreisbogen  recurrirt 
die  Regel  auf  deren  bekannte  Länge  und  ist  theoretisch  genau. 

II. 

Feest-Gave  van  het  wiskundig  Genootschap  te  Amsterdam 
onder  de  Zinspreuk:  „Een  onvermoeide  Arbeid  Komt  Alles  te  Boven“ 
ter  Gelegenheid  der  Viering  van  zijn  honderdjarig  Bestaun.  Haarlem 
1879.  Job.  Enschede  en  Zonen.  Fol.  5C  S. 

Zur  Feier  ihres  hundertjährigen  Bestehens  hat  die  genannte 
Amsterdamer  mathematische  Gesellschaft  zwei  aufgefundeue  seltene 
Werke  aufs  neue  drucken  lassen.  Das  eine,  gedruckt  1399  zu  Leiden, 
war  ganz  unbekannt.  Es  ist  iler  Bericht  einer  Commission  bestehend 
aus  J.  van  Ilout  (Secretär  der  Stadt,  wolbckaunt  in  der  Geschichte), 
8.  F.  van  Merweii  (gleich  dem  Erstem  Professor  der  Mathematik 
au  der  Ingenieur-Schule,  welche  vom  Prinzen  Moritz  nach  dem  Pro- 
jcct  von  Simon-Stevin  mit  der  Leidener  Universität  verbunden  ward), 
Ludolf  van  Ce  ulen  (bekannt  durch  seine  Arbeiten  über  die  ap- 
proximative Rcctificatiou  des  Kreises),  M.  Mintens  (Schullehrer) 
und  Jan  Pie  ter  sz.  Dou  (Feldmesser  von  grossem  Rufe).  Es  han- 
delt vom  jährlich  und  täglich  discontirten  Werte  der  Hypotheken, 
erst  nach  gewölmlicheu,  dann  nach  zusammengesetzten  Zinsen.  Es 
tiuden  sich  daiün  mehrere  interessante  Bemerkungen,  unter  andern 
von  Simon  Stevin  über  die  Rechnung  mit  Decimalbrüchen.  Die  zweite 
Schrift  ist  nicht  weniger  bemerkenswert.  Es  ist  ein  Bericht  des  ge- 
lehrten Staatsrats  Jo  hau  de  Witt  über  die  Ausgabe  lebenslänglicher 
Ueuteu  von  Seiten  der  Generalstaateu.  Diesen  Bericht  findet  man 
zwar  abgedruckt  in  den  Resolutionen  der  Generalstaaten;  allein  die 
davon  genommenen  30  Abzüge  waren  in  kurzem  so  selten,  dass  selbst 
die  gelehrten  Zeitgenossen  sich  keine  Exemplare  verschaffen  konnten. 
Es  enthält  die  Discussiou  einiger  Gesetze  dt'r  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, soweit  sie  für  die  genannte  Anwendung  notwendig  sind, 
und  den  ersten,  obwol  ziemlich  rohen  Entwurf  eines  Sterblicbkeits- 
gosetzes.  Die  Herren  Johannes  Enschede  u.  Söhne,  Eigentümer  der 
alten  hollänilischen  Typen,  haben  Lettern  gleich  denen  in  den  Origi- 
nalen hcrgestellt,  so  dass  der  Neudruck  fast  als  Facsimile  erscheint. 
Der  Vorsitzende  der  Gesellschaft,  Dr.  D.  Bierens  de  Haan,  (aus  des- 
sen Begleitschrift  Leiden,  März  1879.  das  Vorstehende  entnommen 
ist,)  hat  alle  Mühe  darauf  verwandt  den  Text  unter  bibliographischem 
Gesichtspunkt,  also  mit  unveränderter  Beibehaltung  der  sehr  wenigen 
und  unbedeutenden  Druckfehler,  treu  wiederzugebeu. 
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Hullettino  di  bibliografia  e di  storia  delle  scicnze  matcmatiche  e 
tisicbo  pubblicato  da  B.  Boncompagni,  Socio  ordinario  dcU’  Acca- 
demia  Pontificia  de’  Nuovi  Lincei,  Socio  corrispondento  dell’  Acca- 
dcmia  dolle  scieuze  dcll'  Istitnto  di  Bologna^  delle  R.  Accademie  delle 
scicnze  di  Torino,  o di  scienzc,  letterc  e arti  di  Modena  e Socio 
ordinario  dclla  R.  Accadcmia  delle  scicnze  di  Berlino.  Tomo  XII. 
Roma  1879.  Tipografia  delle  scicnze  raatcmatiche  e fisichc. 

Der  Inhalt  der  3 ersten  Hefte  ist  folgender. 

Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die  Werke  von  Pros- 
docimo  de’  Beldomandi,  Padnanisebem  Mathematiker  des  15.  Jahr- 
hunderts. 

Ein  Publicationsverzcichniss  ist  im  2.  Hefte.  H. 


Deux  lettres  inddites  de  Joseph -Louis  Lagrangc  tirecs  do  la 
bibliotheque  royale  de  Berlin  (coUcction  Meusebach,  portefeuille 
Nr.  21.  et  Collection  Radowitz,  Nr.  4952.)  et  publieos  par  B.  Bon- 
compagni. Berlin  1878.  Impr.  de  Gustav  Schade. 

Lettcra  inedita  di  Giuseppe  Luigi  Lagrangc  tratta  dalla  biblioteca 
nniversitaria  di  Bologna  (correspondenza  Canterzani,  MSS.  N.  2096. 
scatola  IV.)  e pubblicata  da  B.  Boncompagni.  Firenze  1879. 
Calcograha  o litograiia  Acbillc  Paris. 

Intorno  duo  lottere  del  Lagrangc  pubblicate  da  B.  Boncom- 
pagni (estr.  dagli  Atti  dclla  Reale  Accademia  delle  Scienze  di  Torino. 
Vol.  XIV.  Adun.  d.  23  febbr.  1879.). 

Wir  geben  zum  Schluss  den  Wortlaut  der  3 photolithographirten 
Briefe,  vorher  den  Bericht  über  die  Schrift,  mit  welcher  Gonocchi 
die  üebcrreichuug  der  vom  I'ürsten  Boncompagni  an  die  Turincr 
Akademie  gesandten  erstem  2 Briefe  des  Begründers  der  Akademie 
begleitet,  sofern  sic  einige  nähere  Nachrichten  über  dieselben  ent- 
halten. 


„ . . . Einer  der  Briefe  ist  unterschrieben  L.  G.  und  hat  das 
Datum  Paris  25  Schneemonat  Jahr  IX.  aber  keine  Adresse,  der  andre 
aus  Berlin,  unterschrieben  De  la  Grangc,  ist  adressirt  an  Laplace. 
Im  ersten  dankt  L.  dem,  welchen  er  mein  lieber  Correspondent  nennt, 
für  die  Zusendung  eines  Bandes  von  der  Petersburger  Akademie  mit 
der  Erklärung,  dass  er  den  Preis  bezahlt  und  gebeten  hat  ihn  von 
Hand  zu  Hand  zu  befördern.  Er  dankt  ihm  ferner  für  verschiedene 
Geschenke,  besonders  für  das  Werk  von  Deuina  über  Piemont,  und 
fügt  hinzu:  Ich  bitte  mich  seinem  Andenken  und  seiner  Freundschaft 
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zu  empfehlen.  Damit  verbunden  ist  der  Dank  seiner  Frau  für  den 
schönen  Roman,  welchen  er  ihr  geschickt  hat,  eins  der  besten  Er- 
zeugnisse von  Frau  de  Genlis,  und  die  Ankündigung  eines  kleinen 
Geschenks,  welches  sie  als  Austausch  der  P'rau  de  la  Garde  hat 
schicken  wollen.  Der  letztere  Umstand  brachte  Genocchi  auf  den 
Gedanken,  jener  Correspondeut  von  L.  möchte  ein  Berliner  Buch- 
händler oder  Buchdrucker  de  la  Garde  sein,  eine  Vermutung  die 
noch  bestärkt  ward  durch  die  Bemerkung,  dass  das  Werk  von  Dcnina 
betitelt  Geschichte  Piemonts  und  der  ttbrigeu  Staaten  des  Königs 
von  Sardinien,  übersetzt  ins  Deutsche  von  Friedrich  Strass  aus  ita- 
lienischem Manuscript,  zu  Berlin  in  3 Bänden  von  1H(X)  bis  1805 
gedruckt  ward  bei  F.  T.  La  Garde.  Es  muss  bemerkt  werden,  dass 
Doniua  1782  nach  Berlin  gieug,  bis  1804  in  Deutschland  blieb,  dann 
sich  nach  Paris  begab  und  den  5.  Deceraber  1814  daselbst  starb ; 
ferner  dass  der  Roman  der  Frau  de  Genlis  betitelt  „Les  meres  riva- 
les  ou  la  Calomuie“  1800  zu  Paris  uud  Berlin  in  mehrern  Ausgaben 
gedruckt  ward.  Dadurch  wird  cs  wahrscheinlich,  dass  sich  der  Brief 
von  L.  auf  diese  beiden  Werke  bezieht.  Noch  andre  Argumente  für 
die  genannte  Adresse  wurden  dem  Fürsten  Boucompagni  vom  Secrc- 
tär  der  Berliner  Königlichen  Bibliothek,  Dr.  Jnlins  Jochens,  angezeigt: 
1)  Die  Schriftzüge  eines  anthographen  Briefes  von  Lagarde,  der  sich 
auf  jener  Bibliothek  betindet,  sind  gleich  denen  eines  bekannten  Ma- 
nuscripts,  welches  dem  Briefe  von  Lagrange  voransgeht,  und  worin 
der  Autor  versichert  den  21.  März  1801  geantwortet  zu  haben;  auch 
die  Dinte  ist  dieselbe.  2)  In  den  Archiven  der  Berliner  Akademie 
finden  sich  Anzeigen,  aus  denen  erhellt,  dass  Lagarde  von  Herrn 
Formey  und  andern  Akademikern  verschiedene  Anfträge  erhielt. 
Ueberdies  beweist  ein  von  Herrn  Jochens  dem  Fürsten  Boncompagni 
mitgeteiltcs  officiellcs  Document,  dass  der  genannte  Lagarde  hicss 
Franz  Theodor  De  La  Garde  und  den  3.  Juli  1824  in  Charlottenburg 
starb.  L.  bat  ferner  um  üeberseuduug  einer  Geschichte  der  Mathe- 
matik von  Kestcuer.  Ohne  Zweifel  meinte  er  die  von  A.  G.  Kaestner, 
gedruckt  zu  Göttiugeu  in  4 Bauden  von  1796  bis  1800.  lieber  die 
von  Montucla  gab  er  folgendes  Urteil:  „Ich  habe  keine  zu  gute  Vor- 
stellung vom  2.  Teile  der  Geschichte  von  M.,  welche  unter  der  Presse 
ist.  Ich  glaube,  dass  der  Gegenstand  die  Kräfte  des  .Verfassers  über- 
steigt; ich  spreche  von  dem  Teile,  welcher  vom  Fortschritt  der  Ma- 
thematik im  eben  vergangenen  Jahrhundert  handelt;  denn  der  bereits 
bekannte  Teil  lässt  wie  mir  scheint  wenig  zu  wünschen  übrig.  Das 
Manuscript  ist  glaube  ich  geschlossen,  wenigstens  weiss  ich  von  nie- 
mandem der  mit  der  Fortsetzung  beaufü'agt  wäre.  Lalande  besorgt 
den  Druck,  aber  er  ist  nicht  im  Stande  das  Fehlende  zu  ergänzen.“ 
In  demselben  Briefe  erfreute  sich  L.  der  Ankunft  eines  Herrn 
de  Lucchesini,  welcher  ihm  Nachrichten  von  Berlin  gebracht  und 
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manche  teuere  Erinuernngen  erneuert  hatte:  er  hatte  sich  erboten 
sein  Paket  durch  einen  seiner  Conrriero  zu  befördern.  Dieser  muss 
der  berühmte  Diplomat  sein,  Marchese  Girolamo  Lncchesini,  geboren 
1752  zu  Lncca,  gestorben  den  19.  October  1825  zu  Florenz,  welcher 
Preusson  als  Bevollmächtigter  Minister  diente  und  sich  1801  und  18(i2 
in  Paris  befand  um  mit  dem  Ersten  Consul  einen  Vertrag  zu  ver- 
handeln. Der  andre,  an  Laplace  gerichtete,  Brief  hat  kein  Datnm. 
Darauf  steht  eine  kleine  Anmerkung  von  Humboldt,  welcher  erklärt 
den  Brief  zum  Geschenk  von  der  Marquise  de  Laplace  (Paris,  Januar 
1848)  empfangen  zu  haben.  Lagrange  sagte  darin,  er  habe  die  Ab- 
handlung von  Laplace  „Sur  Ics  approximations“  erhalten,  und  sende 
ihm  den  zum  Druck  in  diesem  Jahre  fertigen  2.  Teil  einer  eigenen 
Arbeit,  deren  1.  Teil  Laplace  bereits  empfangen  hatte.  Der  Fürst 
Boncompagni  denkt,  dass  jene  Abhandlung  von  Laplace  diejenige  sei, 
welche  auf  den  Seiten  1 bis  88  des  Bandes  Histoire  de  l’Academic 
Royale  des  Sciences,  annde  1782,  enthalten  und  1785  zn  Paris  ge- 
druckt ist,  und  zwar  mit  dem  Titel  „Memoire  sur  les  approximations 
des  fomiules  qui  sont  fonctions  de  tres-grands  nombres“;  und  dass 
die  Arbeit  von  Lagrange  sei  die  Theorie  des  variations  secnlaires 
des  61emcnts  des  planstes,  publicirt  in  den  Nouveanx  M6raoires  de 
l’Acad6mie  Royale  des  Sciences,  1.  Teil  ann6e  1781  (Berlin  1783), 
2.  Teil  ann6e  1782  (Berlin  1784).  Das  ist  nur  Genocchi’s  Meinung; 
es  würde  daraus  hervorgeheu,  dass  der  Brief  von  Lagrange  an  La- 
placo  von  keinem  frühem  Jahre  als  1782  und  wahrscheinlich  von 
1784  ist.  In  einem  Postscriptum  liest  man : Ich  füge  zn  diesem  Paket 
die  3 Bände  des  deutschen  W erkes  von  Susmilch  über  die  Sterblich- 
keiten. Dieses  Werk  ist  von  Johann  Peter  Süssmilch,  geboren  1708 
zu  Berlin,  gestorben  den  17.  März  1767,  und  zwar  betitelt:  Die  gö*t- 
liche  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechts, 
ward  gedruckt  in  den  Jahren  1742,  1761,  1765  und  1775,  cs  sind 
darin  berechnet  die  Sterblichkeiten,  das  Verhältniss  der  Eben  und 
Geburten  zur  Bevölkerung,  die  Unterschiede  der  Sterblichkeit  in  den 
grossen  Städten,  Marktflecken  und  auf  dem  Lande  (s.  Biographie  uni- 
verscllc).  Süssmilch  wird  von  Laplace  erwähnt  in  seiner  Theorie 
analytique  des  probabilites  (2.  Ausg.  Paris  1814.  Introduction , pag. 
cm.)  unter  andern  Gelehrten,  welcbe  eine  grosse  Anzahl  wertvoller 
Angaben  über  Bevölkerung,  Geburten,  Eben  und  Sterblichkeit  zu- 
sammeugestellt  haben.  Lacroix  hat  die  Sterblichkcitstafclu  für  Wien 
und  Berlin,  zusamraengestellt  von  Süssmilch,  citirt  in  seinem  Traitc 
ölementaire  du  calcul  des  probabilites  (Paris  1816,  p.  177).  Genocchi 
schliesst  seine  Mitteilung  mit  der  Ankündigung,  dass  der  Fürst  Bon- 
compagni ein  Facsimile  des  ganzen  Manuscripts  hat  ausführen  lassen, 
welches  sich  in  der  Bibliothek  des  Herzogs  von  Genua  befindet  und 
die  Principicu  der  höhern  Analysis,  dictirt  von  Lagrange  au  dea 
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königlichen  Artillcricscbulon,  enthält,  nnd  das  nach  Erlangung  der 
notwendigen  Zustinnnung  zur  Publication  mittelst  der  zu  Rom  iu 
seinem  Besitz  befindlichen  Presse  bestimmt  ist  H. 

Paris  lo  IS  Janv.  ISOl 
Paris  ce  25  nivose  on  9. 

Lagrange 

Monsienr  rop.  Ic  S1  mars  1801 

J’ai  re(n,  mon  eher  Correspundaut,  avcc  antant  de  plaisir  qnc 
de  recounaissauco  votre  derniero  lettre  et  lo  paqnot  quo  Duprat  m’a 
cuvoye  de  votre  part.  Je  Ini  ai  remis  anssitot  les  28fE  du  prix  dn 
Tolnmc  X*"*  de  Petersbourg.  Jo  vuus  pric  instammeut  de  uo  pas 
uegligor  de  me  faire  passer  les  suivants  ä mesurc  qn’ils  paraitront, 
ainsi  qnc  ccux  de  Berlin  dont  le  dernier,  que  j’ai,  est  celni  de 
1794—95  qni  a paru  cn  1799.  Jo  vous  remercie  des  differens  ca- 
dcaux  que  vous  avez  bien  voulu  me  faire  et  en  particnlier  de  l’ou- 
vrage  de  Denina  sur  lo  Piemont  «jue  je  lis  avec  d’autant  plus  de 
plaisir  que  je  me  suis  depnis  quehiue  tems  un  pen  adoune  ä l’histoire. 

Je  vous  pric  de  me  rappeller  ä son  Souvenir  et  ä son  amiti6.  Ma 
femmo  joint  scs  remercimens  aux  miens  ponr  le  beau  roman  que 
VOUS  lui  avez  envoy^;  c’est  en  effet  nne  des  meilleures  productious 
de  M"*  de  Genlis;  il  est  gdn^ralemont  estimö  ici,  et  ou  cn  a d4ijä 
fait  nne  ou  deux  4ditions.  Elle  a vonln  profiter  d’un  envoi  que 
Fuchs  avait  ä vous  faire  ponr  envoyer  ä son  tour  une  bagatellc  k 
M*"*  de  la  Garde,  c’est  un  boniiet  d’hiver  en  turban  suivant  la 
demi^re  mode;  j’esperc  qne  la  boite  arrivera  en  bon  etat  et  avant 
le  printems.  Elle  a du  partir  il  y a d^jä  qnelqnes  jonrs.  J’ai  mis 
dans  la  memo  boite  un  petit  paqnet  cachete  qui  m’a  £t^  remis  par 
Touin  k qui  je  l’avait  demand6  coutenaut  des  grains  da  chanvre  de 
la  Chine  avec  nne  petite  instructiou  sur  la  mani^re  de  les  semer; 
je  n’ai  pu  les  avoir  plutot;  mais  dies  vous  seraient  parvenus  plns 
promptement  si  la  boite  n’ätait  pas  ete  partie  lorsqne  M.  Lucchesini 
m’offrit  de  vous  faire  passer  mon  paquet  par  un  de  ses  courriers. 

Je  profiterai  de  ses  bont6s  pour  un  autre  envoi.  Je  n’ai  pas  nne 
trop  bonne  id^e  de  la  seconde  partie  de  l’Histoire  de  Montncla  qni 
est  SOUS  presse.  Je  crois  qne  la  matiere  etait  au  dessns  des  forces 
de  l’antcur;  je  parle  de  la  partie  qui  traitc  du  progr^s  des  math^- 
matiqnes  dans  le  siöcle  qui  vient  de  s’dconler;  car  ponr  la  partie 
d6jä  connu,  il  mc  scmble  eile  laisse  bien  peu  k souhaiter.  Le  ma- 
nnscrit  est  je  crois  aebev^,  du  moiiis  je  ne  sache  personne  qni  soit 
Charge  de  le  continner.  Lalande  a soin  de  l’impression-,  mais  il  n’est 
pas  en  etat  de  snpplecr  cc  qui  jicut  manquer.  Il  me  semblo  avoir 
ln  qaolquo  part  ({uc  Kestener  avait  doune  une  histoire  des  mathema- 
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tiques.  Si  vous  on  connaisscz  une  de  lui,  je  vous  serais  infinimfnt 
oblig6  de  mc  la  faire  parvenir  i votre  commoditc.  L’arrivde  de 
M.  Lucchesini  m’a  fait  un  bien  grand  plaisir.  II  m’a  doune  des  nou- 
velles  de  tont  ce  qui  m’inU^resso  ä Berlin  et  a rcuouvclle  des  Souve- 
nirs qui  me  sont  bien  cliers.  J’espöre  quo  nous  pouvons  nous  voir 
plns  süuvent  lorsqne  les  affaires  lui  permctti'ont  plus  de  loisir;  mais 
cet  avautage  ne  diminuera  jamais  rien  du  prix  que  j’attacbc  ä la 
corrcspondance  dont  vous  m’honorez,  et  que  je  vous  prie  de  vouloir 
bien  me  continuer.  Jo  vous  offre  de  inon  cote  rhommagc  sincero 
des  Sentiments  par  lesquels  jo  vous  suis  attache  ainsi  que  le  d^sir 
de  trouver  des  occasions  de  vous  en  donner  des  preuves. 

L.  G. 


Lettre  de  M.  de  la  Grange  2t  M.  Laplace  ecrite  de  Berlin. 
Elle  m’a  die  dunncc  par  Mad.  la  Marquise  de  Laplarc 
(2t  Paris,  Janv.  1843) 

A.  Uumboldt. 

Jo  viens  de  recevoir,  mon  eher  et  illustre  ConfrSre,  votre  Me- 
moire sur  les  approximations ; jo  n’ai  pu  encore  Ic  liro,  mais  il  mc 
parait  bien  profond  commo  tont  ce  quo  vous  faites,  et  je  me  proposo 
de  l’dtudier  k loisir.  Jo  vonlais  me  dispenser  de  vous  euvoyer  ce 
quo  j’ai  fait  imprimer  cette  anndo,  comme  ne  contenant  rien  de 
piquant  pour  vous;  mais  puisque  vous  avez  re^u  la  premiferc  partie 
de  ce  travail  je  crois  devoir  vous  en  presenter  aussi  la  seconde. 
Je  ne  vous  offrirai  d6sormais  que  ce  que  j’aurai  de  moius  indigne 
de  votre  attention.  Agrdez  en  mdme  temps  les  assurances  de  tous 
los  sentimens  que  je  vous  ai  vouds  et  avec  lesquels  jo  serai  tonte 
ma  vie 

Votre  trds  bumblc 

Jo  joins  ä ce  paquet  les  trois  et  tres  obeissant  serv. 

volunios  de  l’ouvrage  allemand  de  la  Grange 

de  Susmilch  sur  les  mortalitds,  dont 
M.  Brak  n’avait  pu  se  charger. 


Monsieur 

L’adoption  quo  Votre  illustre  Acaddmic  a daigud  faire  de  raoi 
cst  une  faveur  qui  me  pdndtrc  autant  qu’clle  m’houore,  et  dont  je 
suis  d’autant  plus  reconuaissant  que  jo  uo  l’ai  poiut  sollicifc.  Je 
vous  prie,  Monsieur,  de  vouloir  bien  temoigiicr  ä cette  celebre  Com- 
pagnie combicu  je  suis  sensible  k la  distinction  dattcusc  qu’elle  vicut 
de  m’avouer  et  combien  je  ddsiro  de  pouvoii'  m’en  rendre  digne.  Si 
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je  ponvais  me  flauer  qu’cllo  voalüt  bien  recevoir  avec  indnigeuce 
quelqn’un  de  mes  faibles  travaux,  jo  me  ferais  un  devoir  de  lui  cn 
faire  hominage ; cn  attendant  je  la  supplic  d’agreer  celui  des  vifs  et 
profonds  sentiments,  dont  mou  amo  cst  remplio  dans  cc  moment,  et 
qni  Bont  au  dessus  de  tons  les  termes  quo  jo  pourrais  employor  pour 
Ics  exprimer.  Je  suis  enchante  d’avoir  fait  la  connaissanee  d’unc 
personne  de  votro  merito,  et  je  tacherai  de  mon  cotd  de  la  cultiver 
comme  une  de  celles  qui  peuvent  ra’honorer  lo  plus,  et  que  jo  dois 
dtre  le  plus  jaloux  de  couserver.  Jo  vous  demande  commo  la  graco 
la  plus  flatteuse  de  me  procurer  des  occasions  do  vous  servir,  et  do 
vous  donncr  des  preuves  de  la  haute  cstimo  et  de  l’extreme  cousi- 
d^ration  avec  laquellc  j’ai  l’honncur  d’etro 
Monsieur 

k Berlin  cc  6 Votre  tr5s  bumble  et  tr6s 

avril  1773.  oboissant  servitcur 

de  la  Grango. 

Auf  dem  abgebildctcn  Couvert  stobt: 

'A  Monsieur 

Monsieur  Canterzani  Secrefairo  de  l’Acaddmie  de 
rinstitut  do  Bologne 

k Bologne. 
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Das  Räfliscl  von  tlor  St^liworkraft.  Kritik  der  liisherigcn  I.ösungeu 
des  Gravitationsprobleins  mul  Versiicli  einer  neuen  auf  rein  moclia- 
nisclier  Grundlage.  Von  Dr.  C.  Isen  krähe,  Gymnasial-Oberlehrer. 
Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  Brannschweig  1879. 
Vieweg  und  Sohn.  214  S. 

Zu  welcher  Classc  von  Schriften  das  vorliegende  Buch  gehört,  ist 
durch  den  Titel,  welcher  die  Schwerkraft  ein  Rätsel  nennt,  deutlich 
gesagt.  Die  gleiche  Aufrichtigkeit  charakterisirt  das  Ganze.  Der 
Verfasser  glaubt  durch  die  Autorität  einer  genügenden  Anzahl  von 
Vorgängern,  Zöllner,  Schramm  u.  A.,  zu  deren  Vermehrung  er  jedoch 
auch  metaphysische  Acusserungen  von  Mathematikern,  die  auf  frucht- 
barerem Felde  gewirkt  haben,  herbeizieht,  jeder  Mystification  Uber- 
hoben zu  sein,  um  seine  Arbeit  als  eine  ernst  wissenschaftliche  prä- 
sentiren  zu  können.  Er  selbst  bekennt  sich  zu  den  Grundsätzen,  die 
sein  eignes  Erzeugniss  verurteilen  würden,  wenn  er  nur  bei  seiner 
Kritik  ebenso  au  sich  wie  an  Andre  gedacht  hätte.  Eine  Wahrheit, 
welche  von  vielen  ausser  Acht  gelassen  und  äusserst  selten  gehört 
wird,  findet  sich  hier  auf  Seite  138  ausgesprochen.  „ . • . Um  die 
Berechtigung  dieser  Bemerkung  zu  beurtheilen,  müssen  wir  uns  zu- 
erst über  die  Berechtigung  und  die  Grenzen  dos  Warumfragens 
überhaupt  verständigen. 

„Das  Princip  der  Causalität  verlangt  von  der  cxacten  Natur- 
forschnng,  dass  sie  von  allen  Veränderungen,  welche  in  den  Reichen 
der  Natur  Vorkommen,  Gründe  anfsuche.  Setzt  sich  ein  ruhiger 
T«ii  i.xiv.  lun  s.  .a 
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Körper  in  Rewcpung,  ein  bewegter  in  Ruhe,  oder  ist  die  Geschwin- 
digkeit ties  letzteren  nur  irgendwie  inconstaiit;  iindert  sieh  die  Fonn 
oder  F'arbc  eines  Körpers,  andern  sich  seine  Beziehungen  zu  aiidern 
— in  allen  diesen  Fällen  hat  die  Natiirfnrschung  sieh  die  Frage: 
„Warum?“  vorzulegen. 

„Haben  wir  es  aber  mit  einem  eonstanten  Sein,  mit  einem 
stets  sich  gleichbleibenden  Object  zu  thnn,  dann  hat  die  Naturfoi-schnng 
zum  Warumfragen  keiuc  Veranlassung  mehr.  Hier  noch,  wo  von 
einer  Veränderung  keine  Rede  mehr  ist,  nach  Gründen  der  Uii- 
veründerlichkcit  sjjüren  zu  wollen,  hat  keinen  naturwisscDschatt- 
lichen,  hat,  wie  mir  seheinf,  überhaupt  gar  keinen  wissenschaftlichen 
Sinn  mehr.“ 

Das  sagt  derselbe  Schriftsteller,  der  die  völlig  constante  Schwer- 
kraft ein  Rätsel  nennt,  sie  zu  erklären  strebt  und  zu  diesem  Zwecke 
ein  ganzes  Buch  schreibt,  das  wie  er  meint  erst  annähernd  ilic  grosse 
Frage  lösen  soll.  -\n  ein  Misverständniss  ist  hier  nicht  zu  denken. 
Dass  etwa  nur  von  eonstanten  Grössen,  nicht  von  eonstanten  Gesetzen 
die  Rede  sei,  ist  nach  dem  Vorhergehenden  unmöglich;  denn  gerade 
ein  aufgestelltes  Gesotz  bringt  den  Verfasser  zu  obiger  Aeussernug. 
Auch  ist  im  Grunde  beides  dieselbe  Sache. 

Wir  können  übrigens  gar  mancherlei  Sinn  des  Warum  für  ein 
dauerndes  Sein  zulassen;  nur  .sollte,  eben  weil  er  verschieden  sein 
oder  auch  vielleicht  ganz  fehlen  kann,  niemand  die  Frage  anfwerfen. 
wenn  er  doch  über  den  Sinn  keine  Rechenschaft  zu  geben  vermag. 
Die  Frage  nach  dem  Natnrzwcck  ist  nicht  an  sich  ohne  wissenschaft- 
lichen Sinn,  cs  genügt  zu  sagen,  dass  es  ihr  an  Ilaltpuuktcn  fehlt  um 
wissenschaftlich  untersucht  zu  werden.  Achnlich  ist  der  Fall,  wo  die 
ganze  Succession  von  Factis  unbekannt  ist,  welche  die  zu  erklärende 
Veränderung  enthält,  und  wir  nur  ein  anscheinend  glcichmässig  dau- 
erndes Resultat  vor  uns  haben,  das  die  Frage  anregt,  z,  B.  die  Be- 
wegung der  grossen  Planeten  mit  kleiner  Kxceiitricität,  kleiner  Nei- 
gung und  sämmtlichc  in  gleichem  Sinne  umlaufend,  ferner  die  an- 
scheinend uiwcränderlichen  Tier-  und  PHanzeugattungen  u.  s.  w.  Auch 
solche  Fragen  rufen  kosmische  Phantasien  hervor,  denen  man  wissen- 
schaftliche Bedeutung  nicht  zuerkenuen  wird.  Beide  Fälle  liegen 
offenbar  der  gegenwärtigen  Schrift  fern,  ln  näherer  Beziehung  z« 
ihr  steht  aber  der  dritte  Fall,  wo  ein  dauerndes  Gesetz  in  der  Theorie 
bisher  gegolten  hat,  das  jedoeh  zu  complicirt  oder  nicht  umfasst'ml 
genug  erscheint.  Hier  ist  zwar  die  Frage  nach  einem  Grunde  uiclit 
der  coiTccto  Ausdnick,  doch  lässt  sie  sich  immer  befriedigend  infer- 
in-etiren  als  die  Frage  nach  einem  einfacheren  oder  allgemeineren 
Wäre  dies  bei  der  Schwerkraft  (Altraction  ponderaltolcr 
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Massfu)  der  Fall,  wäre  ihr  Uosetz  zu  coiiijilieirt  oder  vou  zu  bc- 
schräukter  Gültigkeit,  dauu  iiiöclitc  der  Verfasser  noch  Keelit  haben, 
wenn  er  eiu  einfacheres,  eiu  weiter  reichendes  Eleineut  substituirte. 
Aber  kann  wol  jemand  ein  einfacheres,  allgemeineres  Gesetz  suchen 
wollen  als  das  der  Newton’schcn  Attractlon?  Im  Buche  steht  hiervon 
nichts;  der  Verfasser  nimmt  die  Erklärung  eines  constanten  Seins 
von  unübertrefflicher  Einfachheit  zum  Ziele  ohne  zu  sagen,  was  daran 
noch  erklärt  werden  soll.  Er  selbst  also  reflcctirt  nicht  auf  jene  noch 
denkbare  Ilechtfcrtigung.  Es  kann  sich  nun  noch  fragen,  ob  viel- 
leicht sein  factisches  Zuwerkegehon  der  Tendenz  der  Vereinfachung 
oder-  Verallgemeinerung  entsj)richt.  ln  der  Tat  substituirt  er  der 
Altractiou  ein  anderes  Element,  den  Stoss.  Bekanntlich  ist  aber  der 
Stoss,  nicht  nur  unter  dcu  wirklich  vorkommenden,  sondern  auch 
unter  idealisirteu  Bedingungen  ein  äusserst  coinplicirter  Vorgang.  Au 
diu  Stelle  des  Einfachen  wird  also  ein  nicht  eben  leicht  exact  auf- 
zufasseiules  Element  gesetzt,  stott  zu  erklären  wird  ein  der  Erklärung 
sehr  bedürftiger  Bcgritf  ciugeführt.  Uebcrdics  sollen  erst  Millionen 
von  Stüssen  unter  unberechenbar  mauiiichfaltigcu  Umständen  das 
ergeben,  was  wir  als  Grundlage  der  Mechanik  in  einem  einzigen 
homogenen  Begriff  schon  besitzen.  Kann  demnach  vou  Vereinfachung 
keine  Rede  sein,  sondern  vom  geraden  Gegenteil,  so  ist  ebensowenig 
eine  Tendenz  zur  Erweiterung  der  Theorie  zu  erkennen.  Der  Ver- 
fasser wählt  nicht  dcu  elastischen  Stoss,  sondern  den  Stoss  starrer 
(kugelförmiger)  Atome,  die  demnach  nur  an  einander  gleiten  köuneu, 
ihre  Richtung  und  Geschwindigkeit  plötzlich  ändern  und  an  Icbcudiger 
Kraft  jedesmal  Verlust  haben.  Mit  der  Stetigkeit  der  Bewegung  ist 
die  Grundlage  der  Dynamik  beseitigt,  ihre  bisherigen  Erfolge  auuul- 
lirt;  ein  Neubau  der  Theorie  wird  aber  nirgends  in  Augriff  genom- 
men; denn  als  letztes  Ziel  erscheint  es,  etwas  der  Altractiou  ähii- 
liclics  aus  der  Annahme  der  Stösse  abzuleitcn.  Wo  dauu  noch  eiu 
Versuch  wisseuschaftlicher  Leistung  bleiben  soll,  den  die  Arbeit  dar- 
bötü,  ist  nicht  zu  ersehen.  Wollen  wir  ihr  soviel  als  möglich  zuer- 
keuncu,  so  ist  es,  dass  darin  manches  vernünftig  gesprochen  ist  und 
vielseitige  Erfahrung  in  den  Problemen  der  Mechanik  bei  dem  Ver- 
fasser erwarten  lässt.  lloppc. 


Lelirbiidier,  Sanimlimgeii  und  'rabellen. 

Lehr-  und  üebuugsbuch  für  den  l.biterricht  iu  der  Algebra  an 
Gymnasien.  Real-  un<l  Gewerbesebuleii.  Von  Dr.  11.  Ileilerinanu, 
Director  der  Realschule  in  Essen,  uud  Dr.  -I.  Diekmann,  Übciiehrer 
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am  Kgl.  Gymuasium  in  Essen.  II.  Tlieil.  Die  Erweiterung  der  viex 
Grumlrechnungou.  — Die  Gleichungen  2teu,  tltcii  und  4tcu  Grades. 
Esscu  1879.  G.  D.  Baedeker.  121  S. 

Der  I.  Teil  ist  iin  2öl.  litt,  Bericht  besprochen.  Der  zweite 
handelt  zuerst  von  den  Potenzen,  Wurzeln  und  Logarithmen.  Hier- 
durch werden  jene  1 Grundrechnungen  erst  zur  vollen  Zahl  7 er- 
gänzt, Erweiterung  ist  kein  verständlicher  Ausdruck  dafür.  Auch 
das  Gegenwärtige  geht  in  Berücksichtigung  der  Erfordernisse  eines 
gründlichen  und  allscitigeu  Verständnisses  über  das  Gewöhnliche  merk- 
lich hinaus.  Mann  kann  nicht  sagen,  dass  diese  Erfordernisse  voll- 
ständig erfüllt  seien,  oft  hat  auch  die  beobachtete  Kürze  sichtlich 
Schranken  gesetzt.  Doch  fehlt  es  nicht  au  Andeutungen,  nach  denen 
der  mündliche  Unterricht  alles,  was  etwa  noch  vermisst  werden 
möchte,  hinzugcbcu  kann.  So  wird  z.  B.  in  den  den  einzclneu  Ab- 
schnitten folgenden  „Uebungen“  einmal  der  Beweis,  dass  die  vorher- 
gehenden Sätze  auch  von  Potenzen  mit  negativen  E.xponcnteu  gelten, 
verlangt.  Hier  ist  in  der  Tat  der  Schüler  im  Stande  der  Forderung 
zu  genügen.  Dadurch  wcrdcu  aber  zugleich  die  Fragen  angeregt: 
Gelten  jene  Sätze  und  die  inzwischen  gefolgt  sind,  auch  für  ge- 
brochene, für  irrationale  E.xponeuteu?  Diese  Fragen,  welche  um  so 
notwendiger  für  eine  volle  Einsicht  sind,  weil  die  Geltung  mancher 
Sätze  Beschränkungen  unterliegt,  kann  sich  offenbar  der  Schüler  nicht 
selbst  beantworten.  Doch  auch  hiermit  sind  die  Erfordendsse  streuger 
Logik  noch  nicht  erfüllt.  Nach  Einführaug  der  liTatioualzahlcn  muss 
die  Frage  entstehen:  Finden  die  Sätze  über  alle  vorhergeheudeu 
Operationen,  mithin  auch  über  die  4 ersten,  Anwendung  auf  sie.  Der 
Beweis  dafür  liegt  keineswegs  ausser  den  Grenzen  der  elementareu 
.Viäthmetik;  denn  mit  den  irrationalen  Wurzeln  der  höhern  Gleichun- 
gen wird  hier  gerechnet,  mit  welchem  Beeilte,  ist  nicht  von  selbst 
deutlich.  Die  gewöhnlichen  Lehrbücher  schweigen  hiervon  ganz,  das 
gegenwärtige  hat  wenigstens  den  kleinou  Anfang  gemacht  durch  eine 
Ucbuugsaufgabc  die  Gedanken  darauf  zu  lenken.  Der  Inhalt  des  in 
Rede  stehenden  Abschnitts  versteht  sich  in  den  llauiitsacheu  von 
selbst.  Die  numerische  Wurzelausziehuug  ist  bei  den  Quadratwurzelu 
ausgeführt,  bei  den  Kubikwurzeln  durch  Fragen  angedeutet.  Die 
Rechnung  mit  complexen  Zahlen  und  deren  geometrische  Darstellung 
wird,  soweit  es  ohne  die  Moivre’sche  Form  möglich  ist,  erklärt.  Dass 
Summen  und  Produetc  Conjugirter  reell  sind,  hätte  wol  sollen  als 
besonderer  Satz  ausgesprochen  werden,  da  wichtige  Schlüsse  darauf 
beruhen.  Einen  ähnlichen  Wunsch  lässt  die  Lehre  von  den  Loga- 
rithmen übrig.  Gleich  anfangs  ist  gesagt,  dass  man  schlechthin  vom 
Logarithmus  einer  Zahl  spricht,  ohne  die  Grundzahl  beständig  an- 
zugeben. Warum  kann  man  das?  Statt  viele  Sätze  über  Logarithmen 
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für  vtTscliii-ileuü  Gruml/.alilen  aul'ziifülireii,  hätlr  tlur  ciiif  llaui>tbutz 
au  die  Spitze  gestellt  werdeu  sollen,  welcher  alle  üniudzahleii  auf 
eine  rcducirt,  luimlich;  Der  Logarithmus  vou  x zur  Grundzahl  a ist 
iiiimer 

_ log-c 
log« 

für  helieliige  Grundzahl.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  nach  aufiing- 
licher  Augahe  der  ein  für  allemal  gcwählteu  Grundzahl  vou  keiner 
Griiudzahl  mehr  die  Rede  zu  sein  braucht,  dass  dcmuach  auch  kein 
Dedürfuiss  ist  beim  Logarithmuszeicheu  die  Grundzahl  hinzu  zu  be- 
nicrkcu.  Der  Logarithmus  ist  nicht  ti'anscendentc  Functiou  zweier 
*\i'gumcntc,  souderu  Quotieut  vou  Werten  derselben  transccudcntcu 
Function  je  eines  Arguments.  Diese  wesentliche  Vereinfachung,  welche 
in  der  ganzen  Praxis  herrscht,  sollte  doch  in  der  Schuldoctriu  nicht 
annullirt  werden.  Im  Ruche  steht  der  Satz  unumwunden  gar  nicht 
ausgc.sprochcn.  Die  Lehre  von  der  Auflösung  der  Glcichnugen  2.,  It. 
und  4.  Grades  tut  sich  besonders  dadurch  hervor,  dass  sic  auf  die 
Redeutuug  der  Discriminauto,  Resultante  und  Resolventc  eingcht.  In- 
folge dessen  geben  namentlich  die  quadratischen  Gleichungen  einen 
grösscru  Stell  zu  Beobachtungen.  Ks  werden  behandelt  die  Falle  der 
Reducirbarkeit  höherer  Gleichungen,  die  Zerlegung  ganzer  Functionen 
in  Factoreu,  ihre  Minima  (bzhw.  Maxima)  bei  2.  Grade,  die  Flimi- 
iiatiou  zwischen  mehreren  Gleichungen,  die  gemeinschaftlichen  Wur- 
zeln. Kürzer  werden  die  Gleichungen  3.  und  4.  Grades  erledigt  und 
zwar  ndt  Beschränkung  auf  diejenigen  Methoden,  welche  wol  unbe- 
stritten den  Vorzug  verdienen,  nach  welchen  auch  in  sehr  einfacher 
Beziehung  die  Gesammtheit  der  Wurzeln  sich  darstellt.  Ueber  das 
Ganze  ist  noch  zu  bemerken,  dass  zu  jedem  Abschnitt  reichlich 
Uebiingsbeisi)iele  und  Fragen  hiuzugefügt  sind.  Auch  die  historischen 
Angaben  über  die  einzelnen  Entdeckungen  werden  willkommen  sein. 

11. 


Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie  zum  Gebrauche  der  techni- 
schen, landwirthschaftlichen  etc.  Fachschulen  bearbeitet  von  Dr. 
Adolf  Leesekamp,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kgl.  Höheren 
Gewerbeschule  und  der  Kgl.  Wcrkmeisterschule  in  Chemnitz.  Kassel 
(Vorwort  IhT'J)  ,J.  IJacmeister.  «8  S. 


Obgleich  dieses  Buch  ausschliesslich  für  solche  Unterrichtsan- 
sfalteu  bestimmt  ist,  welche  eine  ideell  wissenschaftliche  Ausbildung 
nicht  zum  Ziele  nehmen,  so  vermag  cs  doch,  mit  Vorbehalt  einer  ge- 
wissen Ergänzung,  der  letztem  nicht  nur  zu  genügen,  sondern  würde 
sich  unter  der  jewaen  Zahl  der  für  Gymnasien  bearbeiteten  Lehr- 
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bilclicr  sugar  in  hohem  Grade  aus/eichiieii  durch  die  ausnahmlu«  I 
strenge  Logik,  die  sorgfältige  corroctc  Ausdrucksweisc  und  die  vor- 
treffliche pralitische  Anorduung.  Die  auferlegtc  Kürze  hat  das  Er- 
gebuiss  der  Bearbeitung  nicht  beeinträchtigt,  vielmehr  wosentlicL  ge- 
fördert; denn  dass  stets  nur  das  Notwendige  gegeben  wird,  erleichtert  | 
bedeutend  den  Einblick  in  den  logischen  Coimex  des  Ganzen.  Dieses 
Notwendige  kann  man  aber  auch  bei  ideellen  Anforderungen  nirgends 
vermissen.  So  wird  z.  B.  die  in  vielen  Lehrbüchern  fehlende  eigent- 
liche Definition  des  Winkels  in  §.  15.  unter  der  richtigen  Uebei'sclirift 
„Erklärung“  aufgcstcllt  Die  Angabe,  unter  welcher  Bcdiiigmig 
Winkel  gleich,  grösser  und  kleiner  sind,  macht  in  der  Tat  den  Winkel 
erst  zum  mathematischen  Begriff,  mit  dem  Winkel  zugleich  die  Kich- 
luug,  welche  vorher  nur  zu  vorläufiger  Orieutiniug  eiugefUhrt  wird, 
und  vertritt  dadurch  die  Definition.  Alle  durch  den  Usus  oft  für 
sanctionirt  gehaltenen  verhüllten  Trugschlüsse,  alle  misbräiuhlicheii 
Benennungen  (Figur,  Kreis,  Strahl  u.  s.  w.  in  falschem  Sinne)  sind 
hier  ohne  Best  beseitigt.  Empfehlenswert  ist  die  (vielleicht  originelle) 
Benennung  der  Beziehnngcu  zwischen  den  Winkeln  au  zwei  durcli 
eine  dritte  geschnittenen  Geraden:  sie  heissen  hier  glcichliegeudc,  ; 
wenn  im  Falle  der  Parallelität  die  Schenkel  gleich  gerichtet  sind,  ein 
Winkel  heisst  uuglcichliegend.  wenn  der  Scheitelwinkel,  gemischt  lie- 
gend, wenn  einer  der  2 Nedcnwiukel  gleichliegend  ist.  Hiermit  wird 
der  Gedanke  sogleich  auf  den  entscheidenden  Punkt  gelenkt.  Die 
Lehre  von  den  Proportionen  und  der  Aehidichkeit  wird  hier,  aus- 
drücklich motivirt  durch  den  technischen  Zweck,  als  eine  ajiproxi- 
imitivc  bezeichnet.  Bei  einer  Behandlung  in  diesem  Sinne  kanu  cs 
natürlich  der  Untemcht,  welcher  für  das  Studium  vorbilden  soll, 
nicht  bewenden  lassen.  Dennoch  sind  alle  Sätze  so  ubgefasst,  dass 
man  ohne  Weitläufigkeit  die  exacto  Geltung  wird  uachweisen  köniicu. 

Es  ist  dies  diejenige  Ergänzung,  von 'der  im  Anfang  die  Uede  war. 

Der  Inhalt  des  Ganzen  ist  die  gesammte  Planimetrie,  die  llauptah- 
schuitte  die  gewöhnlichen.  Statt  der  Beweise  und  Auflösungen  sind 
nur  die  Sätze  citirt,  welche  in  Anwendung  kommen ; erste  re  sollou 
die  Schüler  auf  dem  eiiigehelteten  weissen  Blatte  selbst  eintrageu 
Als  leichte  Verbesserung  inöchtcn  wir  Vorschlägen,  die  :i  Sätze:  1) 
Ilichtuug  als  Grundbegriff,  2)  Gerade  eiklärt  durch  constaute  Bicli- 
tung,  !})  den  Grundsatz,  nach  welchem  die  Lage  der  Geiudeu  durch 
2 Punkte  bestimmt  ist  — in  den  blossen  letzten  zusammcnzuzicbcu. 
und. diesen  zur  Definition  der  Geraden  zu  machen.  Dies  ist  bereit- 
von  Andern  geschehen,  ist  einfacher  und  entspricht  mehr  der  e.vacteu  I 
Form.  Richtung  als  Giundbegritf  lässt  sich  ganz  entbehren;  sic  fiuilct 
ihre  exactc  Erklärung  beim  Winkel.  Noch  ist  rühmlichst  anzuer-  | 

kennen,  dass  durch  das  Lehrbuch  der  Techniker  angewiesen  ist,  sich  ' 

diejenige  mathematische  Vorbildung  zu  erweiben,  welche,  unabhängig 
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von  dor  Wald  des  Berufs,  also  für  jeden  Schüler,  der  sich  noch  nicht 
für  den  technischen  entschieden  hat,  die  geeignete  ist,  damit  die  tech- 
nischen und  wissenschaftlichen  Begrifl'c  nicht  disharmoniren.  — Zu 
lierichtigen  ist  durchgängig  die  Schreibung  ,.lIypothcnuse“.  II. 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Ijchranstalten.  Von  Dr.  E. 
Ilnddc.  Berlin  1879.  Wiegandt,  Ilempel  u.  Parey.  470  S. 

Unter  den  Lehrbüchern  für  den  Schnluntcrricht  in  der  Physik 
nimmt  das  gegenwärtige  in  mehrfacher  Beziehung  eine  hervorragende 
Stelle  ein.  Zunächst  ist  die  Ausdehnung  eine  ungewöhnlich  grosse. 
Es  scheint  sich  zum  Ziele  zu  nehmen,  dass  der  Schüler  mit  allen  Je 
licobachteten  und  untersuchten  Erscheinungen  allen  Einführungen, 
überhaupt  allen  Elementen,  die  in  der  Wissenschaft  auf  neuestem 
Standpunkt  eine  Rolle  spielen,  bekannt  werden  soll.  Eine  solche  Auf- 
gabe wird  man  dem  Schulunterricht  nicht  zu  erkennen,  im  Gegenteil 
besorgen  müssen,  dass  der  übermässige  Stoff  nicht  bewältigt  wird, 
und  ein  eingebildetes  Wissen  erzeugt.  Die  Ausführung  lässt  es  indes 
in  auderm  Lichte  erscheinen;  wenn  man  auch  jene  Phgensehaft  mis- 
billigt,  so  wird  sie  bei  Beachtung  der  intensiven  Leistung  als  ganz 
unwesentlich  zurücktreteu.  Was  in  so  hohem  Grade  für  das  Buch 
einnimmt,  ist  die  Vereinigung  wissenschaftlicher  und  didaktischer 
Tüchtigkeit.  Erstcre  hat  ihre  bestimmteste  Controlc  in  der  Mechanik. 
Dass  es  besonders  hervorgehoben  werden  muss,  wenn  der  Verfasser 
eines  Lehrbuchs  der  Mechanik  ein  sicheres  Verstäudniss  von  deren 
Principien  besitzt,  mag  auffällig  scheinen.  Zählt  man  aber  zu  Jonen, 
denen  dasselbe  ilennoch  abgeht,  noch  solche,  dio  durch  pädagogische 
Gründe  sich  bestimmen  lassen  die  Begriffe  und  Lehren  nur  halb  exact 
vorzutragen,  so  bleibt  es  in  der  Tat  eine  seltene  woltuende  Erschei- 
nung, wenn  man  einmal  den  exacten  Standpunkt  durchgängig  festge- 
lialten  findet.  Was  dio  didaktische  Seite  betrifft,  so  sind  die  Sätze 
teils  kurz  und  elementar  bewiesen,  teils  bloss  erläutert,  auch  Fragen 
nnd  Aufgaben  daran  geknüpft.  Dio  Deductionsmethode,  welche  rich- 
tige Anwendung  des  Uncndlichkleinen  macht,  ist  eine  merklich  gleich- 
mässige.  Durch  sie  ist  zwar  noch  lange  nichts  alles  Vorgetragone, 
doch  soviel  auf  leicht  fassliche  Weise  begründet,  dass  es  den  Schülern 
reichlichen  instructiven  Stoff  bietet.  Auf  diesem  Wege  kauu  mau 
sehr  wol  erfinderisch  weiter  gehen.  Noch  steht  hier  dio  Existenz  des 
Mittelpunkts  paralleler  Kräfte  als  unbewiesene  Behauptung,  der  Be- 
weis würde  die  Eassiingskraft  nicht  mehr  beansprucht  haben  als 
manches  andere.  Das  Buch  hat  7 Hauptabschnitte:  Allgemeine 
Mechanik,  Mechanik  der  Aggregatzustände,  Akustik,  Optik,  Magnetik, 
Eliktrik,  f'alorik.  Dio  Einteilung  der  Mechanik  in  Statik  nnd  Dyna- 
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mik  liat  der  Verfasser  ganz  aufgegeben,  dafür  gesondert  auf  einander 
folgen  lassen  die  Mechanik  der  Punkte  und  die  der  Körper.  Letz- 
tere Teilung  ist  offenbar  bei  exactem  Lehrgang  notwendig;  ersterc 
kann  man  ausserdem  festhaltcn,  hier  schien  sie  entbehrlich.  Als  ver- 
einzelte Versehen  im  Ausdruck  mögen  folgende  zwei  genannt  werden. 
Seite  2.  „Zu  jeder  Bewegung  müssen  wir  Ursachen  voranssetzen.“ 
■Mh's  si)iitere  zeigt  im  Gegenteil,  dass  die  Bewegung  stets  als  Zustand 
aufzufa.ssen  ist,  und  dass  nur  dessen  Aenderung  Ursachen  hat  Seite 
185  wird  die  „Diosmose“  so  erklärt,  als  ob  sie  einseitig  statttinden 
könnte.  Dadurch,  dass  nur  Fälle  von  Wechselwirkung  besprochen 
werden,  ist  die  Notwendigkeit  des  Austausches  der  Flüssigkeiten 
nicht  coustatirt  H. 


Die  Physik  in  elementar-mathematischer  Behandlung.  Ein  Leit- 
faden zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  zugleich  eine  Er-  | 

"änzung  zu  jedem  Scbullchrbuche  der  Physik.  Von  Dr.  E.  Wrobcl,  | 

Gymnasiallehrer  in  Rostock.  I.  Statik  fester  Körper.  II.  Dynamik  I 

fester  Körper.  Rostock  1871),  Willi.  Werther.  DO  S. 

Die  gegenwärtige  Schrift,  sofern  sie  nur  die  Mechanik  umfasst, 
kann  ohne  Zweifel  nur  die  erste  aus  einer  Reihe  solcher  sein,  deren 
Ilerau.sgabo  beabsichtigt  wird,  obwol  davon  nicht  die  Rode  ist.  Zur 
Motivining  der  Herausgabe  spricht  das  Vorwort  von  der  Notwendig- 
keit der  mathematischen  Behandlung  des  physikalischen  Schulunter- 
richts, als  ob  dieselbe  bisher  noch  gar  nicht  hcachtet  worden  wäre.  [ 

Nun  giebt  cs  doch  gewiss  kein  Schulbuch  aus  neuerer  Zeit,  welches  | 

<lie  Mechanik  beschreibend  vortrügo.  Mag  man  an  den  mathematischen  j 

Begründungen  in  den  vorhandenen  Lehrbüchern  viel  vermissen,  so  ; 

kann  man  sie  doch  nicht  so  für  null  rechnen,  wie  cs  der  Vorfas.'cr  i 

tut,  indem  er  solche  gar  nicht  kennen  will;  immer  geht  doch  aus 
ihnen  hervor,  dass  niemand  sie  für  entbehrlich  gehalten  hat.  Gleich- 
wol  konnte  die  Herausgabe  einer  so  betitelten  Ergänzungsschrift  in 
folgendem  Sinne  gerechtfertigt  ei'scheiueu.  Die  meisten  LchrbnclaT 
der  Physik  geben  die  matbematische  Begründung  wol  nur  daniiu 
mangelhaft,  weil  sie  zu  sehr  durch  Unterrichtszwecke  in  anderer 
Richtung  gebunden  sind.  Im  gegenwärtigen  soll  die  mathematische 
Behandlung  ausschliesslicher  Gesichtspunkt  sein.  Daun  aber  ist  selbst- 
verständlich, dass  dieselbe  über  das  gewöhnliche  Mass  hinausgelicu 
muss,  und  keine  Rückschritte  machen  darf.  Ausserdem  ist  zu  be- 
merken, dass,  auch  wenn  sie  dem  entspricht,  die  Angabe  des  Titels 
„eine  Ergänzung  zu  jedem  Schullehrbuche  der  Physik“  — eiuc 
(vielleicht  unüberlegte,  nicht  beabsichtigte)  Aiimassung  ist.  Das  nächst 
verlier  besiirochenc  Lehrbuch  von  Budde,  sowie  manche  amk-re.  winl  I 
dadiircli  nicht  ergänzt.  j 
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Betrachtet  man  die  Ausführung,  so  ist  eine  grosse  Anzahl  von 
Fclilcm  auffilllig.  Da  das  Meiste  den  Eindruck  macht,  dass  cs  mit 
Sachverständniss  geschrieben  sei,  so  wird  man  geneigt  sein,  solche 
für  augenblickliche  Versehen  zu  halten.  Dies  wird  aber  sehr  zweifel- 
haft einesteils  wogen  der  Häufigkeit,  andernteils  darum,  weil  der 
Verfasser  einige  jener  Fehler  ausdrücklich  in  Schutz  nimmt.  Schon 
im  Vorwort  findet  sich  folgender  bedenkliche  Grundsatz  ausgespro- 
rhen:  „Die  Lehre  von  den  MomentankriLften  auszuschliessen,  wie  es 
in  der  analytischen  Mechanik  geschieht,  schien  aus  didaktischen 
Gründen  nicht  gerathen,  zumal  die  Theorie  der  beschleunigenden 
Kräfte  darauf  gegiüudct  werden  sollte,  wie  cs  auch  in  mehreren  an- 
erkannt guten  Schulbüchern  der  Physik  geschieht.  Der  Vorwurf  nicht 
genügender  mathematischer  Strenge  wird  die  Methode  deswegen  un- 
möglich treffen  können.“  Einen  so  milden  Vorwurf  werden  wir  der 
Methode  nicht  machen;  dem  Mangel  au  Strenge  kann  man  oft  münd- 
lich nachhelfen,  oder  der  Schüler  kann  das  Mangelnde  später  kennen 
lernen.  Hier  handelt  es  sich  um  Verbreitung  verderblicher,  jirin- 
cipieller  Irrtümer  und  Einptianzung  falscher  Begrifle  und  Vorstellun- 
gen. Sagt  ein  Lehrbuch,  d.ass  es  momentane  Kraftwirkungen  gäbe, 
so  ist  das  eine  Unwahrheit.  Was  nicht  existirt,  kann  inan  freilich 
hypothetisch  annehmen;  doch  darf  es  nicht  im  Widerspruch  mit  sich 
selbst  oder  mit  den  notwendigen  Grundlagen  der  Wissenschaft  stehen. 
Das  letztere  ist  der  Fall  bei  der  Annahme  augenblicklicher  endlicher 
Wirkungen;  denn  sie  widerspricht  dem  Grnndgi'setz  der  Stetigkeit 
der  Bewegung.  Da.s  eine  wie  da.s  andere  ist  ein  Vergehen  gegen  die 
wissenschaftliche  Wahrheit.  Damit  keine  Misdeutuiig  Platz  hat,  ge- 
steht auch  noch  der  Verfasser,  dass  er  die  Theorie  der  beschleuni- 
genden Kräfte  auf  jene  Annahme  gründet.  Kr  erklärt  also  ilie 
Schwere  (die  kosmische  Attraction)  durch  Stössc.  Hier  begegnen  wir 
in  der  Schule  der  Wurzel  jener  kosmischen  Phantasien,  die  heut- 
zutage so  schnell  nach  einander  ans  Licht  kommen  und  mit  ernst 
wissenschaftlicher  Miene  die  Wissenschaft  auf  den  Kopf  stellen.  Der 
Verfasser  beruft  sich  auf  den  Vorgang  mehrerer  „anerkannt  guter“ 
Schulbücher.  In  der  Tat  halien  einige  nnbedeuteude  Schulbücher 
denselben  Fehler  gemacht,  der  jedoch  in  neuerer  Zeit  stets  gerügt 
worden  ist.  Die  angebliche  Anerkennung  mag  wol  darauf  beruhen, 
dass  sie  aus  i>ecuniären  Rücksichten  hie  und  da  cingeführt  sind. 
Sollten  sic  gn^serc  Bedeutung  hal>en,  so  würde  das  nur  Grund  sein, 
den  Fehler  um  so  nachdrücklicher  zu  rügen. 

Kommen  wir  nun  zu  den  FeblcTU  im  Buche  selbst.  Seite  1.  wird 
die,  längst  als  nurichtig  l>ekaunte,  ftüber  gedankenlos  gebranchte 
Definition  der  Statik  als  I>ehrc  von  der  Ruhe  wieder  anfgrmommen 
uud  Seiu*  4.  mit  der  wunderlichen  Behauptung  verteidigt,  die  Rub- 
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sei  allgcinciiior  als  das  Gloidigewicht.  ein  Küriier  könne,  wieder 
Verfasser  später  /eigen  will,  auch  in  Rnlie  sein,  ohne  dass  die  anf 
ihn  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  nämlich  dieWirkmig 
ihrer  Rcsultirenden  auf  irgend  einer  Weise  aufgehoben  werde,  fh-r 
Verfasser  vergisst  also,  dass  feste  Punkte  eine  rückwirkende.  Kraft 
ausühen,  welche  das  Gleichgewicht  genau  herstellcn  muss.  Er  vee 
gisst  andrerseits,  dass  die  Kraftrclationen  des  Gleichgewichts,  dass 
mithin  alle  Lehren  der  Statik  glcichermassen  hei  Ruhe  und  Bewegung 
ihrer  Angriflspunkte  gelten,  dass  wir  den  ganz  siieciellcn  Fall  der 
Ruhe  nur  einfuhren  um  die  Begriffsbestimmung  der  Kraft  anfänglich 
leichter  verständlich  zu  machen.  — Seite  1.  ..Damit  ein  Küqier  in 
Bewegung  sei,  brauchen  nur  einige  seiner  Molecülo  in  Bewegnns 
zu  sein“  — der  Verfasser  meint  damit,  es  können  alle  bis  auf  einige 
in  Bewegung  .sein.  Das  wird  aber  niemand  aus  den  Worten  ent- 
nehmen. — Seife  2.  „Man  unterscheidet  relative  und  absolute  Ruhe 
und  Bewegung.“  Nachher  wird  aber,  sehr  richtig,  dargetan,  dass 
absolute  Ruhe  nicht  existirt,  wonach  natürlich  auch  von  absoluter  Be- 
wegung nicht  die  Rede  sein  könnte.  Die  Unterscheidung  war  alsu 
unnütz.  Es  musste  heissen : Alle  Ruhe  und  Bewegung  ist  nur  relativ 
— und  dann  musste  der  Satz  mit  seinen  wichtigen  praktischen  Coii- 
sequenzeu  folgen:  Wir  können  jeden  einzelnen  Punkt  als  absolnt 
ruhend  denken,  wol  zu  merken,  solange  wir  eine  Betrachtung  ver- 
folgen. — Seite  2.  „Eine  einzige  auf  einen  Körper  wirkende  Kraft 
bringt  stets  eine  geradlinige  Bewegung  hervor.  Eine  krummlinige 
Bewegung  kann  hiernach  nur  durch  das  Zusammenwirken  mehrerer 
Kräfte  hervorgebracht  werden.“  Dass  jemand  heutzutage  solche  In- 
tümer  öffentlich  lehren  will,  scheint  so  unglaublich,  dass  man  ver- 
suchen möchte  durch  Interpretation  einen  leidlichen  Gedanken  her- 
auszufinden; doch  ist  es  unmöglich.  Mit  dem  Körper  kann  nur  ein 
Punkt  gemeint  sein;  denn  ein  Körper  beschreibt  keine  Linie.  Anf 
einen  Punkt  aber  wirken  beliebig  viele  Kräfte  genau  dasselbe  wie 
eine  einzige.  Der  Widerspruch  gegen  den  bekanntesten  Satz  der 
Statik  liegt  also  zu  Tage.  — Seite  B.  „Eine  Kraft  lässt  sich  unbe- 
schadet ihrer  Wirkung  in  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  verlegen." 
Dass  sich  alles  nur  anf  starre  Köiqier  beziehen  soll,  ist  nirgends  ge- 
sagt; und  wenn  cs  auch  in  der  Ueber.schrift  stünde,  so  wäre  es  doch 
zur  richtigen  Einsicht  erforderlich  den  Satz  ausdrücklich  .auf  starre 
Körper  zu  beschränken,  weil  andre  Sätze  allgemein  gelten,  denen  er 
ohne  Unterscheidung  zugczählt  wird.  — Die  Theorie  des  Schwerpunkbi 
ist  ganz  unklar  vorgetragen.  Zuerst  wird  seine  Existenz  für  selbst- 
verständlich ausgegeben;  später  folgt  auf  eine  durchaus  ungenügemlc 
Erläuterung  als  angebliches  Resultat,  dass  er  ein  ganz  bestimmter, 
unveränderlicher  Punkt  sei.  — Das  Vorstehende  mag  genügen.  Dem 
Zwecke  des  Buchs  ganz  angemessen  wird  hier  die  Zusammonsetzim? 
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der  Krafto  unter  den  Gcsichtsimnkt  der  Aequipollcuzlchre  gestellt. 
Warum  soll  aber  dem  Stiefkind,  dom  Falle  entgegengesetzter  Kriifte 
die  gleiche  Woltat  nicht  auch  zuteil  werden  V Hier  wird  immer  von 
m nem  gesondert  behandelt,  was  selbst  ohne  von  Aequiiiollenz  zu  reden 
schon  unter  dem  gehlntigen  Gesiclitsi)unkt  algebraischer  Summirnng 
vereinigt  werden  kann.  H. 


Sammlung  von  Kcclinungs-Anfgaben  aus  der  IManiinctrie  und 
.‘'tereometric.  Für  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen,  insbesondere 
für  .Abiturienten  und  Lehramts -Kandidaten.  Zusammengestellt  von 
Eduard  Bartl,  Professor  an  der  ersten  deutschen  Staatsoherrenl- 
sehule  in  Prag.  Prag  1879.  II.  Dominicus.  111  S. 

Das  Buch  ist  zum  Gebrauche  von  Schülern  und  Autodidakten  be- 
stimmt, denen  es  Gelegenheit  bieten  soll  sich  in  der  Lösung  von  Auf- 
gaben zu  üben.  Nach  Angabe  der  Vorrede  sind  bei  der  Zusammen- 
stellung benutzt  die  geometrischen  Lehrbücher  von  Aschenborn, 
Boymann,  Brockmann,  lleis,  Wiegand  ctc.  und  die  Aufgabensamm- 
Inngen  von  Martus,  Heidt  und  Fean.x,  und  der  Plan  des  letztge- 
nanuteu  Werkes  zu  Grunde  gelegt.  Der  I.  Abschnitt  fordert  die 
Berechnung  von  Stücken  ebener  Figuren  aus  numerisch  gegebenen 
Stücken.  Die  Aufgaben  sind  nach  den  Arten  der  Figuren  geordnet, 
deren  21  nach  einander  behandelt  werden,  und  zwar  sind  immer  erst 
eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  Datis  in  Buchstaben  und  gleich  folgen- 
der Auflösung  durch  die  Formel,  dann  eine  Reihe  solcher,  wo  Zahlen 
gegeben  sind.  Der  II.  Abschnitt  verlangt  die  graphische  Darstellung 
der  algeibraisch  gelösten  Aufgabe.  Der  III.  Abschnitt  handelt  von 
10  köqvorlichen  Figuren.  Die  Auswahl  lässt  an  Vielseitigkeit  nichts 
vermissen.  II. 
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Metliode  und  Principien. 

Der  Organismus  der  leblosen  Natur.  Ein  physikalischer  Versuch 
von  Richard  Prüsmann.  Hannover  1879.  Hahn.  Kl.  8“.  112  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Versuch  des  Verfassers  nach  eigner 
Hypothese  eine  V'orstellung  vom  Wesen  der  Materie  zu  geben  und 
dieselbe  mit  den  Naturerscheinungen  einigermasseu  in  Einklang  zu 
bringen.  Die  hhiileitung  sagt  manches  von  erkenntnisstheoretischen 
Grundsätzen,  was  wir  nicht  ganz  mit  Stillschweigen  übergehen  dür- 
ffu.  Der  Verfasser  erkennt  neben  der  Induction  die  Analogie  als 
gleichberechtigtes  Hülfsmittel  der  Naturforschung  au.  Dagegen  au 
sich  ist  nichts  eiuzuwenden;  die  eine  wie  die  andere  vermag  keinen 
Schluss  zu  rechtfertigen,  dennoch  sind  beide  förderlich,  erstere  un- 
entbehrlich, cs  hätte  nur  gesagt  werden  sollen,  welche  andere  Stel- 
lung einer  jeden  znkommt.  Im  Buche  selbst  wird  von  der  Analogie 
vorwaltende  und  sehr  ausgedehnte  Anwendung  gemacht,  die  Hypo- 
thesen sind  sichtlich  nach  ihrer  Anleitung  formirt.  Eigentümlich  ist 
nur,  dass  der  Verfasser  die  Eingebungen  der  Analogie  in  apodikti- 
scher Redeform  ausspricht.  Bei  anfänglichem  Lesen  wundert  mau 
sich  über  die  beschränkte  Logik;  wenn  dann  aber  die  Behauptungen 
zu  weit  gehen,  kann  man  nur  noch  annehmen,  dass  das  Wort  „muss“ 
nicht  den  gewöhnlichen  Sinn  hat.  Freilich  ist  dann  auch  nicht  mit 
Gewissheit  zu  ersehen,  wo  der  Verfasser  hat  wirklich  notwendige 
Folgerungen  ausdrücken  wollen.  Jedenfalls  würde  es  deutlicher  ge- 
wesen sein,  wenn  er  alles,  wass  seine  Hypothese  ist,  als  frei  gewählte 
bezeichnet  und  den  subjectiven  Grund  seiner  Wahl  weniger  betont 
Ttil  uuv.  H«n  i.  ^ 
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liiltto.  iJie  Kiuloifunj^  stollf  ferner  folgenden,  nie  zur  Ausfühnuii; 
kommenden,  daher  ganz  ungefähilielien  Grundsatz  auf.  „Bei  jeder 
Untersuchung  ist  es  gerathen,  vorher  genau  die  Grenzen  festzusetzen, 
flber  welche  man  nicht  hinausgehon  will  oder  kann,  und  die  Trag- 
weite der  Mittel  zu  iiriifen,  mit  denen  man  zum  Ziele  zu  gelangen 
hofft.“  Hiernach  soll  also,  wer  ein  unbekanntes  Land  erlbrscheu  will, 
die  Grenze  vorher  bestimmen,  bis  zu  welcher  es  ihm  möglich  sei 
vorzndringeu V Diese  Gi'enze  liegt  ja  gerade  in  der  Gegeml,  von 
welcher  er  am  wenigstens  weiss,  Uber  die  ihm  daher  am  wenigsten 
ein  Urteil  zukommt.  Dies  zeigt  sich  gleich  bei  der  er.sten  Frage  nach 
der  allgemeinen  Comiieteuz  des  menschlichen  Geistes;  denn  der  Ver- 
fasser sagt,  sie  könne  nicht  entschieden  werden,  man  müsse  die 
Competeuz  zur  Hypothese  machen.  D.  h.  doch,  die  Rechtfertigung 
kommt  später,  die  Grenze  wird  nicht  vorher  festgestcllt,  der  Grund- 
satz bleibt  unausgeführt.  Die  zweite  Frage  betrifft  den  Gegenstand 
der  Untersuchung.  Das  Lebendige  entzieht  sich  der  mathematischen 
Hehandlung,  die  leblose  Materie  hingegen  beherrscht,  wie  der  Ver- 
fasser meint,  der  Geist  in  Jeder  Beziehung  und  vollkommen,  eine 
ebenso  grundlose  wie  unschäillichc  Behauptung,  denn  die  zeitweiligen 
Mängel  der  Beherrschung  machen  sich  bald  genug  von  seihst  bemerk- 
bar. Der  Korn  der  ganzen  Auslassung  ist:  Ich  will  mich  bloss  mit 
der  unorganischen  Natur  beschäftigen,  weil  die  organische  zu  grosse 
Schwierigkeiten  bietet.  Diesen  Grund  wird  wol  jedermann  gern  gelten 
lassen  und  zufrieden  sein , wenn  der  Verfasser  mit  der  erstem  fertig 
wird.  Zum  Schluss  wird  noch  eine  Aehulichkeit  gefunden  zwischen 
den  Hiniinolskürpcrn  und  den  Atomen,  welche  als  leitende  Analogie 
zur  Annahme  der  letzteren  dient.  Unter  diesem  Gesichtspunkt  bildet 
die  Düctrin  von  der  Natur  des  Stoffes  das  Bindeglied  zwischen  Astro- 
nomie, Physik  und  f^hemie. 

Die  Annahme  in  Betreff  der  Constitution  der  Materie  ist  nun 
folgende.  Die  Alatcrie  besteht  aus  Atomen  und  Aether;  die  Atome 
sind  starre  homogeno  Kugeln;  sie  erfüllen  den  Raum  innerhalb,  der 
Aether  den  ganzen  Raum  stetig;  der  Aether  durc.hdringt  die  Atome 
widerstandlos;  ilie  Atome  ziehen  den  Aether  an,  ob  auch  einand«, 
ist  nicht  gesagt;  der  Aether  widersteht  elastisch  der  Verdichtung, 
hat  im  indifferenten  Zustande  eine  constante  Dichtigkeit,  durch  An- 
ziehung der  Atome  verdichtet  er  sich;  die  Anziehung  kommt  nur 
durch  Fortjitlanzung  zustande,  eine  Aufstellung  der  indes  nirgends 
Folge  gegeben  wird,  das  Auziehungsgesetz  ist  vielmehr  gleich  an- 
fänglich das  Newton’sche.  Diu  Naturerscheinungen  sollen  durch  Ro- 
tation der  Atome  erklärt  werden,  welche  der  Verfasser  stets  als  ver- 
bunden mit  Rotation  des  Aethers  darstcllt,  ohne  jedoch  zu  sagen,  ob 
und  wie  eins  durch  das  andre  bewirkt  wird;  vou  Trauslatioo  der 
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Atome  ist  fast  nirgcuds  die  Rede.  Die  Gestaltung  des  Aetlier's  unter 
dem  Einflüsse  erst  der  Anziehnug,  dann  der  Rotation  eines  isolirten 
Atoms  wird  einer  Rechnung  unterzogen,  die  jedoch  in  Ermangelung 
der  notwendigen  Angaben  unverstilndlich  ist,  nachher  auch  auf  das 
System  der  Atome  ausgedehnt  wird.  Aus  ihr  resultirt  die  sogenannte 
Polstrahlung  und  Acthercapacitilt.  Die  Polstrahlung  soll  hernach 
auch  der  Lichtstrahlung  zugrunde  liegen.  Iin  übrigen  wird  manches 
mathematisch  behandelt,  andres  nicht.  Der  Verfasser  hätte  bei  seiner 
nicht  zu  bezweifelnden  mathematischen  Defähigung  für  seinen  Zweck 
gewiss  mehr  erreicht,  wenn  er  statt  seiner  Univcrsalbetrachtung  nur 
einen  Punkt  ordentlich  durchgeführt,  namentlich  gezeigt  hätte,  wie 
auf  ein  Continuum  einejLichttheorie  gebaut  werden  könne.  Geht  das 
nicht,  so  ist  die  Hypothese  über  die  Constitution  der  Materie  ziem- 
lich zwecklos.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik.  II.  Theil.  Lehrbuch  der 
Elementar-Geometric  für  den  Schulgcbranch.  Von  Johann  Karl 
Hecker,  Professor  der  Mathematik  und  Pli3’sik  am  Gymnasium  in 
Wertheim  am  Main.  Drittes  Buch.  Das  Pensum  der  Prima.  Ste- 
reometrie, sphärische  Trigonometrie  und  Kegelschnitte.  Mit  77  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1879.  Weidmann. 
216  S. 

Vier  Schriften  desselben  Verfassers,  und  unter  diesen  3 Teile 
des  Gesammtwerks,  zu  welchem  das  gegenwärtige  Lehrbuch  gehört, 
sind  im  244.  247.  und  251.  litt.  Ber.  besprochen.  Die  Stereometrie, 
welche  gewöhnlich  als  synthetische  Verwertung  der  plani metrischen 
Doctrin  für  das  weitere  Gebiet  des  Raumes  erscheint,  wird  hier  ^■icl- 
mchr  als  allgemeinere  Doctrin  aufgefasst,  die  sich,  wenigstens  im  An- 
fang, nicht  auf  die  vorausgeliende  Bchaudlung  der  Planimetrie  stützt, 
sondern  im  Gegenteil  in  der  Grundlegung  noch  weiter  als  letztere 
znrückgreift.  Die  Grundbegriffe  der  Geometrie  werden  mit  ausser- 
ordentlicher Gründlichkeit  und  Ausführlichkeit  entwickelt.  Das  Stu- 
dium der  Riemann’schen  Schriften  hat  sichtlich  den  Verfasser  auf  die 
Beachtung  der  wichtigen  Punkte  gelenkt.  So  entsprechen  auch  die 
anfgestelltcn  6 Axiome  (eine  Zahl  die  uicht  als  feststehend  zu  be- 
trachten ist)  im  ganzen  den  Beschränkungen  des  empirischen  Raumes 
nach  Riemann.  Die  didaktische  Verarbeitung  der  von  Riemann  auf- 
genommenen Ideen  ist  zum  ..  . 


Lehibüclier,  Sammlungen  und  Tabellen. 
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aiisgefUhrt,  doch  geht  wol  manches  über  das  Ziel  des  Schul unterridits 
hinaus.  Das  ausfUhrliclic  Eingehen  auf  den  allgomeiuern  Grössen- 
hegriff, der  nachher  auf  die  Raumgrösse  einge.schrilnkt  wird,  möchte 
wol  kaum  von  Nutzen  für  die  Deutlichkeit  sein.  Dagegen  lasst  sich 
im  Entwickelungsgang  der  Begriffe  von  der  wirklich  räumlichen  Aus- 
dehnung an  schwerlich  ein  Glied  entbehren.  Bemerkenswert  ist  z.  B. 
dass  erst  die  kürzeste  Liuienverbinduug  zwischen  2 Punkten,  durch 
sie  der  Abstand,  dadurch  die  Kugel,  dann  die  Rotation  und  der  Kreis, 
dadurch  die  Gerade  erklärt  wird,  dass  also  die  Gerade  zweimal,  mit 
Einschaltung  auderer  Elemente,  Gegenstand  der  Erklärung  ist,  erst 
als  Kürzeste,  nachher  als  Unveränderliche  bei  Rotation.  In  d(>r  Tal 
liegt  aber  der  letztem  Erklärung  der  Begriff  des  Abstands  zugrunde, 
denn  ohne  ihn  ist  eine  Bewegung  einer  Figur,  im  streugeu  Sinne, 
d.  h.  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  sich  cougrueut  bleibt,  nicht 
denkbar;  für  den  Begriff  der  Congrnenz  war  er  erforderlich.  Die  Er- 
klärung der  kürzesten  Verbindung  enthält  eine  Lücke,  wie  deren  im 
Buche  sonst  keine  vorkommt,  und  die  auch  in  einer  Anmerkung  s» 
gut  wie  ciugestanden  wird.  Dass  die  Verbindung  zweier  verschiede- 
ner Punkto  ein  Minimum  hat,  kauu  nicht  bewiesen  werden.  Das 
Minimum  ist  überhaupt  keine  absolute  Grösse,  denn  wir  können  die 
Linicueinheit , und  proportional  die  Welt,  beliebig  vergrössem  oder 
verkleinern,  ln  einer  so  e.xacten  und  gründlichen  Bearbeitung  wie 
die  gegenwärtige  durfte  dieser  Umstand  nicht  verhüllt  werden.  Im 
Te.xte  ist  es  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  dass  durhh  das  Wort  ,,rait- 
hin“  die  Existenz  eines  Minimums  als  Cousequeuz  hingesUdlt  wini. 
Die  Anmerkung  aber  beruft  sieb  zur  Ergänzung  des  Fehlenden  auf 
die  Anschauung,  mit  Unrecht,  denn  zur  Anschauung  gehört  notwendif! 
und  untrennbar  die  ger.adc  Linie,  von  der  erst  sjniter  die  Rede  ist. 
In  der  nach  letzterer  Stelle  folgenden  Anmerkung  steht  in  der  Tat 
das  Axiom  (I.),  welches  an  ersterer  Stelle  schon  unentbehrlich  war. 
Im  247.  litt.  Ber.  p.  2t).  ist  au  einem  Beispiele  gezeigt,  wie  die 
uumittelbare  -Ausebaunng,  wclcbe,  wie  es  nicht  anders  sein  kann, 
stets  auf  oberHächlicher,  uueontrolirter  Beobachtung  beruht,  fehl  gehen 
kann.  Bezüglich  darauf  sagt  der  Verfasser  in  einer  Anmerkung  zum 
gegenwärtigen  Vorwort : seine  Ueberzengung  von  der  Möglichkeit  und 
Zuverlässigkeit  mathematischer  Erkenntniss  aus  unmittelbarer  An- 
schauung sei  durch  jenes  Bcisi)icl  — denn  darin  bestand  der  „Ein- 
waud“  wie  er’s  nennt  — nicht  altcrirt  worden.  Dass  in  jenem  Bei- 
spiel das  von  ihm  durch  ein  Axiom  sauctionirte  Urteil  unmittelbarer 
Anschauung  irrte,  hat  er  nicht  in  .Abrede  gestellt.  Ein  Urteil  kann 
also  in  einem  unbewussten  Falle  falsch  sein-,  dennoch  ist  cs  zuver- 
lässig! Der  gleiche  Fall  kommt  hier  von  neuem.  Der  Behauptung, 
dass  unter  allen  Verbindungen  zweier  Punkte  eine  die  kleinste  sei 
wird  der  Anfänger,  der,  wenn  er  nach  unmittelbarer  Auschanung 
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urteilt,  die  Vorstellung  der  geraden  Linie  nicht  nach  dem  Gedanken- 
gang  des  Buchs  entwickeln  kann,  sondern,  weil  er  sic  einmal  besitzt, 
auch  notwendig  in  Anwendung  bringen  muss,  leicht  beistimmen.  Diese 
Beistiinmung  gründet  sich  dann  nicht  auf  Einsicht,  sondern  auf  Täu- 
schung. Auch  ist  hier  das  Ergehniss  des  vermeintlichen  Erkennens 
nicht  einmal  wahr.  Denn,  wenn  die  Existenz  eines  Minimums  aus  der 
Verschiedenheit  der  Punkte  notwendig  folgte,  so  müsste  das  Mimmum 
eiue  bestimmte  Grösse  sein,  und  so  wird  auch  die  unmittelbare  An- 
schauung urteilen.  In  Wirklichkeit  aber  ist  cs  eine  ganz  willkürliche 
Grösse,  keiner  Zahl  gleich  und  aller  Bestimmung  ausser  sich  seihst 
entbc-hrend.  Dieser  Punkt  ist  so  ausführlich  besprochen  worden,  weil 
er  sich  ganz  besonders  eignet  darzutun,  dass  die  Erklärung  der  Axiome 
als  ursprünglich  evidente  Sätze  unhaltbar  ist.  Eine  solche  Erklärung  setzt 
die  eingewurzelte  Meinung  (dd|«)  an  die  Stelle  der  cxacten  Erkenutuiss 
(intaTtjfiTj)  und  stellt  dadurch  die  Mathematik  auf  den  vorplatoni- 
schen Standpunkt.  Dass  man  sich  sosehr  gegen  die  Anerkennung  der 
-\xiomc  als  Hypothesen  wehrt,  kommt  hauptsächlich  von  dem  Mis- 
hrauch  des  Wortes  Hypothese.  Au  eine  wissenschaftliche  Hypothese 
muss  man  dieselben  Anforderungen  stellen  wie  an  ein  Axiom:  sic 
muss  einfach  sein,  darf  nicht  vielerlei,  nicht  mangelhaft  bestimmte 
Punkte  enthalten,  die  sich  einzeln  bejahen  und  verneinen  lassen,  und 
muss  alle  Möglichkeiten  zu  überschauen  gestatten.  Der  Glaube  au 
die  Wahrheit  des  Aufgestellteu  ist  in  gleichem  Falle  bei  der  Hypo- 
these wie  beim  Axiom ; mit  der  Doctrin  selbst  hat  er  nichts  zu  tun, 
er  ist  Antrieb  zum  I,ernen,  wächst  mit  dem  auf  der  Hypothese  ruhen- 
den Wissensinhalt  und  wird  unumstösslich . sobald  niemand  sich  zu- 
traut letztem  auf  andrer  Grundlage  neu  zu  schaffen.  Durch  die  Auf- 
fassung der  Axiome  als  Hypothesen  gelangen  wir  erst  zur  vollen 
Aufrichtigkeit  gegen  die  Schüler;  die  Ambition  des  absoluten  Wissens, 
welche  noch  nie  der  Einsicht  förderlich  gewesen  ist,  wird  dadurch  als 
Selbsttäuschung  verurteilt. 

Die  Abschnitte,  des  Buchs  sind:  1)  Grundbegriffe,  Beziehungen 
zwischen  Geraden,  Ebenen,  Kugel-,  Kegel-  und  Cylindcrtlächen  woran 
sich  Aufgaben  schliessen ; 2)  Körperlchre  der  Stereometrie  im  engem 
Sinne;  3)  Sphärik  und  sphärische.  Trigonometrie;  4)  Kegelschnitte. 
Ira  1.  Abschnitt  waltet  der  logische  Gesichtspunkt  dennassen  vor,  dass 
die  Systematik  etwas  dadurch  beeinträchtigt  worden  ist.  Letztere  ist 
besonders  notwendig  bei  der  Lehre  von  der  Lage  der  Geraden  und 
Ebenen,  deren  Kenntniss  ohne  völlige  Vertrautheit  wenig  nützen 
kann ; dazu  aber  wird  eine  übersichtliche  Zusamnienordnnng  der  Sätze 
erfordert;  hier  ist  das  Zugehörige  zu  weit  getrennt.  Auf  die  Vol- 
lendung in  logischer  Beziehung  soll  deshalb  noch  immer  der  Ilanpt- 
wert  gelegt  werden.  Aber  gerade  damit  diese  sich  eine  höhere 
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Schätzung  erwerben  könne,  darf  das  Lehrbuch  nicht  in  andrer  Hin- 
sicht gegen  weniger  gründlich  bearbeitete  ini  Nachteil  stehen.  Man 
muss  beide  Gesichtsi>unkte  zu  vereinigen  streben,  keinen  auf  Kosten 
des  andern  massgebend  macben,  was  sich  nicht  von  vorn  herein  für 
unmöglich  erklären  lässt.  Die  Aufgaben  sind  erst  solche  mit,  dann 
ohne  Lösuug,  darauf  folgen  zu  beweisende  Sätze.  Die  Gegenstände 
der  übrigen  Abschnitte  sind  selbstverstäudlich;  nur  die  der  Spbärik 
sind  aus  der  Wahl  des  Verfassers  hervorgegangeu.  Die  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  werden  ans  dem  ebenen  Schnitt  des  Kegels  hcr- 
geleitet.  In  methodischer  Beziehung  ist  das  Buch  der  Beachtung  sehr 
zu  empfehlen,  weniger  als  ein  vollendetes  als  ein  mit  ungewöhnlicher 
Befähigung  und  Sorgfalt  selbständig  bearbeitetes.  Hoppe. 


Die  Kegelschnitte  behandelt  für  die  oberen  Classen  höherer  Ia;hr- 
anstalteu  von  M.  Simon,  Oberlehrer  am  Kaiser!,  Lyeäum  in  Strass- 
burg, und  A.  Miliiiüwski,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Weissen- 
burg  im  Eisass.  Zweite  Abtheiluug:  PHlipse  und  Hyperbel  von  A 
Milinowski.  Mit  S lithographirten  Tafeln.  Berlin  1875».  S.  Cal- 
vary  u.  Co.  66  S. 

Es  worden  die  Haupteigenschaften  von  Ellipse  und  Hyperbel 
nach  der  Methode  der  neuern  synthetischen  Geometrie  in  einfachster 
Weise  hergelcitet,  die  Begriffe  und  Sätze  dieser  Doctrin  aber  mcht 
als  bekannt  vorausgesetzt,  sondern  gleich  anfangs  elementar  definirt 
und  entwickelt.  Zu  diesem  Zwecke  geht  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten ein  Abschnitt  mit  dem  Titel:  „Harmonische  Eigenschaften“ 
— voraus,  welcher  mit  dem  Brianchon’sche  Satze  für  den  Kreis 
schliesst.  Den  letzten  Teil  des  Buches  bilden  228  Aufgaben,  die 
schwierigen  mit  erleichternden  Weisungen.  H. 


Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer  Construc- 
tionsaufgaben , angewandt  auf  etwa  IfJO  Aufgaben  von  Dr.  Jul.  Pe- 
te r so  n,  Docent  an  der  polytechnischeu  Schule  zu  Kopenhagen, 
Mitglied  der  königlich  däuischeu  GesclLschaft  der  Wissenschaften. 
Unter  Mitwirkung  des  Verfassers  nach  der  zweiten  Auflage  des  Ori- 
ginals ins  Deutsche  übertragen  von  Dr.  II.  von  Fischer-Benzon, 
Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Kiel.  Kopenhagen  1879.  Andr.  Fred. 
Höst  u.  Sohn.  108  S. 

Das  Buch  ist  eine  Sammlung  planimetrischer  Aufgaben  für  rein 
constructive  Lösung,  welche  nach  den  Methoden  der  Lösung  geordnet 
und  ausgowählt  sind.  Dass  jedem  Abschnitt  eine  Anweisung  ziun 
Suchen  der  Lösung  vorausgeht,  kann  mau  nicht  als  unterscheidend 
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anschen,  da  dasselbe  auch  in  andern  Aiil'gabensaininluiigcn  gesebiobt. 
In  dieser  Anweisung  ist  liier  ein  syntbetiseber  Fortschritt.  Der  erste. 
Abschnitt  beschiiftigt  sieb  mit  den  gcoinetrischeu  Oertern.  Ein  durch 
'2  Bedingungen  bestimmter  Punkt  ist  Dnndiscbnitt  der  2 Oerter,  deren 
jeder  einer  Bedingung  genügt.  Es  kommt  dann  darauf  an.  dass  jeder 
Ort  eine  Gerade  oiler  ein  Kreis  sei,  damit  er  t'onstruction  mit  Zirkel 
und  Lineal  zulässt.  Von  dieser  Eigenschaft  wird  eine  grosse  Anzahl 
aufgefülirt,  mit  der  Bestimmung,  dass  ihre  Kenntuiss  zur  Verwendung 
bereit  .sein  soll.  Es^folgen  dann  viele  Aufgaben,  die  sich  direct  durch 
sie  lösen  lassen.  Die  erste  Erweiterung  ist  die  „Multiplication  der 
Figuren“,  d.  b.  Construction  ähnlidier  iibnlicb  liegender  Figuren. 
Sjiäter  folgt  die  Transposition,  erst  durch  1’arallelver.Hcbiebung,  «lann 
durch  Dndiung.  Diese  Ojierationen  sollen  an  Teilen  der  b'igur  ver- 
sucht werden,  wenn  bei  unmittelbar  vorliegender  Lage  der  Teile  sich 
die  Oerter  nicht  construiren  lassen.'iyFür  jede  Art  folgen  viele  Auf- 
gaben. 11. 


Aufgaben  zur  Dilfercntial-  und  Integralrecliiiung  nebst  den  Be- 
sultatcn  und  lien  znr  Lösung  nötbigen  theoretischen  Erläuterungen. 
Von  Dr.  II.  Dölp,  weiland  Professor  am  Polytechnikum  in  Darm- 
stadt. Dritte,  sorgfältig  durcbgesebeiic  Auflage.  Giessen  1878.  J. 
Kicker.  2(  it)  S. 

Dio  letzte  Auflage  ist  von  K.  HattendorfT  veranstaltet,  und  soviel 
als  möglich  unverändert.  Die  .\ufgabeu  beziehen  sich  auf  Ditt'eren- 
tiatiou  der  Functionen,  nebst  einigen  Anwendungen,  Ma.xima  und 
Minima  u.  a.,  ferner  auf  Integration  der  Functionen  1 Variabelu,  zu- 
letzt auf  geometrische  -Anwendungen,  die  sieh  indoi  nur  über  die  ele- 
mentarsten Lehren  von  den  ebenen  Curveu  und  daraus  durch  Rota- 
tion erzeugte  Figuren  erstrecken.  Jedem  -Abschnitt  geht  die  Theorie 
voraus.  Ausser  dem  letzten,  welcher  wol  nicht  als  Hauptsache  be- 
trachtet worden  ist,  möchten  die  Aufgaben  über  Ma.xima  und  Minima, 
deren  nur  32  für  1 Variabel!!,  13  für  2 Variabel!!,  sänimtlich  niit 
gegebenen  analytischen  Ausdrücken,  aufgeführt  sind,  eine  Vermehrung 
zu  wünschen  lassen.  II. 


Hilfstafeln  für  Messungen  elektrischer  Lei tungs widerstände  ver- 
mittelst der  Kirchhofif-AVhcatstone’sclien  Drahtcombination , berechnet 
von  Eugen  Obach,  Dr.  phil.  Mit  2 lithogr.  Tafeln.  München  187'.l. 
R.  Oldcnbourg.  Ifl  (Erklärung)  -4-  11  (Tafeln)  Seiten. 

Die  Tafeln  geben  für  alle  ganzen  Zahlen  x von  1 bis  399  den 
Wert  von 
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lÖOO—x 

und  dessen  Logarithmus  auf  5 Stellen.  In  dieser  Function  drückt 
sich  nämlich  der  eine  Factor  des  zu  messenden  Widerstandes  in  einem 
zwischen  A und  B gehenden  Strome  aus,  wenn  A und  B unter  sich 
und  mit  einem  dritten  Punkte  C durch  Drähte  verbunden  sind,  nnd 
das  Ende  eines  Drahtes  CD  längst  AB  so  geschoben  wird,  dass  der 
durch  CD  gehende  Strom  sich  auf  null  reducirt,  wo  •=»  1000, 
AD  = X gesetzt  ist.  Der  Nutzen  der  Tafel  wird  jedem,  der  den  ge- 
nannten Apparat  gebraucht,  deutlich  sein.  H. 


Mechanik. 

On  the  fundamental  formulae  of  dynaniics.  By  J.  W.  Gibbs, 
New  Haven,  Gonuectient.  From  the  American  Journal  ofMathematics. 
II.  1879.  p.  49—61. 

Der  Verfasser  vollzieht  einige  Transformationen  an  der  Aleinbert- 
schen  Gleichung.  Er  leitet  zuerst  eine  analoge  Gleichung  daraus  ab, 
in  welcher  au  die  Stelle  der  Variationen  der  Coordinaten  die  Va- 
riationen der  Beschleunigungscomponeuten  treten.  Er  erweitert  dann 
die  Einführung  der  Zwangsglcichungeu,  indem  er  auch  Ungleichungen 
zuzieht.  Die  Bescldeunigungscoraponenten  und  ihre  Variationen  ver- 
einigen sich  zur  Variation  des  halben  Quadrats  der  Beschleunigung. 
Es  werden  Fälle  von  Unstetigkeiten  und  solche  behandelt,  wo  die 
Variationen  keine  Differentiale  sind.  Die  neue  Formel  wird  mit  der 
Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  verglichen,  zuletzt  Fol- 
gerungen auf  Eigenschaften  der  Bewegung  daraus  gezogen.  H. 


Elasticität,  Akustik  und  Optik. 

Vowol  theories.  By  Alexander  Graham  Bell.  (Read  before 
the  National  Academy  of  Arts  and  Sciences.  April  15,  1879.)  Ame- 
rican Journal  of  Otology,  July  1879.  20  S. 

Der  Verfasser  nimmt  es  als  unbestritten  auf,  dass  der  Unterschied 
der  Vocalc  auf  der  Combiuation  gleichzeitiger  Töne  beruht,  welche 
er  Partialtöue  nennt,  und  untersucht  die  Frage,  ob  diese  Partialtöne 
von  absoluter,  unabhängiger  Höhe  sind  oder  in  constantem  Abstand 
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vom  gesungenen  Hanptton  variircn.  Die  Untersuchung  beginnt  mit 
Beobachtung  der  Organe.  Die  Mundhöhle  wird  als  ans  2 Teilen  be- 
stehend gedacht,  dereu  Grenze  jedoch  der  Zeichnung  gemäss  der 
Zungenrücken  bildet,  so  dass  die  Zähne  als  unbeteiligt  erscheinen, 
der  vordere  Raum  noch  grösstenteils  hinter  den  Zählen  liegt.  Es 
werden  unterschieden  rounded  vowels,  Vocale  mit  Verengung  der 
Lippenöffiiuug,  von  denen  mit  offenen  Lippen  und  high-front  vowels, 
Vocale  mit  Erhebung  der  Zunge,  von  denen  mit  gesenkter  Zunge, 
uud  gefunden,  dass  jedem  so  gebildeten  Hohlraumo  eine  eigene  Ton- 
höhe zukoinint.  Wenn  mau  hier  voraussetzt,  dass  die  Höhe  der  Par- 
tialtöue  allein  durch  die  Grösse  der  Räume  bedingt  sei,  so  kann 
offenbar  das  Resultat  der  Befrachtung  nur  die  Unabhängigkeit  der- 
selben vom  Hauptton  sein.  Versuche  mit  Morey’s  Phonautographen, 
welcher  die  Vibrationen  der  Töne  auf  berusstes  Glas  zeichnet,  gaben 
wenig  Aufschluss;  verschiedene  Vocale  hei  ungleicher  Tonhöhe  zeigten 
oft  ähnliche  Curven,  Der  Ausfall  war  im  ganzen  mehr  zugunsten  der 
Annahme  harmonischer  Partialtöne.  För  mehr  entscheidend  hält  der 
Verfasser  die  Versuche  mit  Edisou’s  Phonographen,  welcher  die  Laute 
reproducirt.  Hier  zeigte  sich  der  bemerkenswerte  Umstand,  dass 
durch  beschleunigte  Rotation  die  Vocale  au  Rundung  Zunahmen,  d.  h. 
dass  i iu  ü übergieng,  auch  dass  die  Tonhöhe  variirte.  Es  wird  dann 
das  aus  Versuchen  mit  Phonograph  rcsultirende  Urteil  von  .Tenkin 
und  Ewing  erwähnt,  welche  sowol  den  harmonischen  als  auch  den 
absoluten  Partialtönen  einen  Anteil  an  der  Unterscheidung  der  Vocale 
zuschreiben.  Der  Verfasser  hält  die  ersteren  für  die  wesentlichen. 

H. 


Vermischte  Schritten. 


Annali  di  matimatica  pura  ed  applicata  diretti  dal  prof.  Fran- 
cesco Briochi  in  Milano  colla  cooperazione  dei  professori:  Luigi 
Cremona  in  Roma,  Eugeuio  Bcltrami  iu  Pavia,  Enrico  Betti 
in  Pisa,  Fclicc  Casorati  in  Pavia.  Serie  II.  Tomo  IX.  Milano 
1879.  G.  Bemardoni. 


Der  Inhalt  des  9.  Bandes  ist  folgender. 

Pepin:  ücber  die  Differentialgleichungen  2.  Ordnung. 

Brio  sc  hi:  Ueber  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen^ 
2.  Ordnung. 

Herrn itc:  ücber  die  Lame’sche  Gleichung. 
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Fuchs:  Uobor  eiiio  Classo  von  Difforentialgleichnngcn,  wclchf 
durch  Abersclie  oder  elliptische  Functionen  integrirbar  sind. 

Geiser:  üeber  die  Tlieorio  der  ebenen  Curven  4.  Grades. 

Casorati:  üntorsudiungcn  über  die  algebraischen  Differential- 
gleichungen. 

Hennebcrg:  Uestimmung  der  niedrigsten  Classenzahl  der  alge- 
braischen Miniinaltlächen. 

llcuucberg:  Lieber  die  nncudlich  kleinen  Schwingungen  welche 
ein  Faden,  der  an  dem  einen  Endjiunktc  befestigt  und  an  dem  anderu 
durch  ein  Gewicht  belastet  ist,  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  und 
einer  anfänglichen  Gleichgewichtsstörung  ausführt. 

llalphcu:  lieber  die  singulären  Linien  der  algebraischen  Flächen. 

Kiepert:  Heber  die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades. 

Urioschi:  Demerknng  zur  vorhergehenden  Abhandlung. 

W eher:  Ueber  die  Transformatioustheorie  der  Tbeta-Fuuctioueu, 
insbesondere  derer  von  3 Veränderlichen. 

Ilrioschi:  Ueber  eine  Olasse  von  Modulargleichnngcn. 

Tonclli:  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  Functionen. 

Ilcnneberg:  Ueber  die  elastischen  Schwingungen  einer  i.solroiicD 
Kugel  ohne  Einwirkung  von  äussern  Kräften. 

Schering:  Hei  der  hundertjährigen  Geburtstagsfeier  von  Karl 
Friedrich  Gauss  (übers,  v.  Prof.  Helframi). 

Christoffcl:  Ueber  die  canonische  Form  der  Riemanu’schcu 
Integrale  1.  Gattung. 

Har  nach:  Ueber  algebraische  Differentiale. 

Malet:  Ueber  ein  Problem  in  der  Algebra.  II. 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXVI.  1878—79. 
Serie  terza.  Transuuti.  Volume  III.  Roma  1879.  Salviucci. 

Der  Inhalt  au  mathematischen  Abhandlungen  ist  folgender. 

Battaglini:  Ueber  die  Complexc  2.  Grades. 

De  Gasparis:  Product  zweier  Determinanten  für  SIndices  aus- 
gedrückt  durch  eine  gewöhnliche  Determinante. 
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Brioschi;  Uebcr  die  Modnlargloichung  8.  Grades. 

Cremona:  Zum  Andenken  au  den  am  16.  Nov.  1878  zu  Rom 
verstorbenen  Mathematiker  Domeuico  Chelini. 

Chizzoni:  lieber  Flächen  und  Linien  als  Orte  oder  Einhüllendo 
von  Geraden , welche  die  entsprechenden  Punkte  zweier  homographi- 
schen ebenen  Curzen  verbinden  (Bericht  von  Cremona). 

De  Gasparis:  Uebcr  den  Ausdruck  eines  der  Correctionstermo 
der  elliptischen  Coordinaten  in  der  Theorie  der  plauetarischen  Sto- 
rungen. 

S.  Cautor:  Eine  einfache  Erzeugung  der  Jacobischen  Curven 
eines  Netzes  von  Curven  3.  Ordnung. 

Jenkins:  Uebcr  die  säcularc  Variation  der  Magnetnadel  in 
London  seit  1580. 

De  Gasparis:  Uebcr  einige  elliptische  Elemente  in  der  Func- 
tion der  mittlern  Anomalie  ausgedrückt  in  Teilen  des  Radius. 

Winterberg:  Ueber  die  geodätische  Linie.  Drittes  Problem. 
Analysis  der  sphäroidisciien  Dreiecke.  (Bericht  >on  Cremona). 

De  Gasparis:  Ueber  den  reciprokeu  Wert  des  Kubus  des  Ra- 
diusvcctors  eines  Planeten  entwickelt  nach  Potenzen  der  Zeit. 

Saviotti:  Uebcr  eine  neue  allgemeine  Methode  der  Zusammen- 
Bctzung  der  Kräfte  und  deren  Erweiterung  auf  die  Rechnung  der 
j.travaturc  rcticolari“.  (Bericht  von  Cremona). 

F.  Klein:  Ueber  die  Rcsolvente  11.  Grades  der  Modnlargleichung 
12.  Grades. 

Villari:  Ueber  die  thermischen  und  galvanomctrischeu  Gesetze 
der  elektrischen  f'uukeu,  welche  durch  vollständige  und  partielle  Ent- 
ladungen der  Coudensatoren  hervorgebracht  werden. 

Cantoni:  Ueber  die  im  Innern  der  Liquida  diffundirten  Dämpfe. 

Brio  sc  hi:  Ueber  die  Gleichung  des  Oktaeders.  U. 
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